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Rozdzial 1

Elementy logiki

1.1 Rachunek zdan

Zdaniem w matematyce nazywamy tylko takie zdanie w sensie gramatycznym, o
ktérym mozna orzec, czy jest prawdziwe, czy falszywe.

Przyjmujemy, ze zdanie prawdziwe ma warto$é logiczng réwna 1, zdanie falszywe
za$ warto$¢ logiczna réwna 0. Zdania proste, zwane dalej zmiennymi zdaniowymi,
oznaczamy literami p, ¢, 7.

Zdanie zlozone tworzymy ze zmiennych zdaniowych za pomoca funktoréw zda-
niotwérezych, ktére oznaczamy odpowiednimi symbolami.

Zdanie ,nieprawda, ze p” nazywamy zaprzeczeniem zdania p lub negacja zdania
p i oznaczamy ~ p. Zdanie ~ p jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie p jest
falszywe.

Zdanie ,,p lub ¢” nazywamy alternatywa zdai p, ¢ i oznaczamy pVq. Alternatywa
jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno ze zdan jest prawdziwe.

Zdanie ,p i ¢” nazywamy koniunkcja zdand p, ¢ i oznaczamy p A q. Koniunkcja
Jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania sa prawdziwe.

Zdanie ,jezeli p, to ¢” nazywamy implikacja o poprzedniku p oraz nastepniku
¢ i oznaczamy p => ¢. Jest ono falszywe wtedy i tylko wtedy, gdy poprzednik jest
prawdziwy, a nastepnik falszywy. Zdanie p = ¢ mozna odczytaé: ,,p jest warunkiem
wystarczajacym dla ¢” lub ,gq jest warunkiem koniecznym dla p”, "z p wynika
¢’,”p implikuje ¢”.

Zdanie (p = ¢) A(¢ = p), oznaczane krécej p <> ¢, nazywamy réwnowazno$cia i

odczytujemy ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢”, lub ¢ jest warunkiem koniecznym i

9
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wystarczajacym dla p”. Réwnowaznoé¢ jest prawdziwa, gdy zdania p, ¢ maja taka
sama warto$¢ logiczna.

Tre$é wymienionych okreslen zawiera Tabela 1.1.1.

Wykorzystujac zmienne zdaniowe, funktory oraz nawiasy, tworzymy wyrazenia
rachunku zdan zwane schematami zdaniowymi. Na przyklad ze schematu: (pVq) =
(pAq), podstawiajac za p dowolne zdanie prawdziwe iza ¢ dowolne zdanie prawdziwe,
to znaczy p = 11 ¢ = 1, otrzymujemy zdanie prawdziwe, podstawiajac za$ w miejsce
p zdanie prawdziwe, p = 1, a w miejsce ¢ zdanie falszywe, ¢ = 0, otrzymujemy zdanie
falszywe.

Szczegdlne znaczenie maja takie schematy zdaniowe, ktére pozostaja zdaniem
prawdziwym niezaleznie od tego, czy w miejsce zmiennych zdaniowych podstawimy
zdanie prawdziwe czy falszywe. Takie schematy zdaniowe nazywamy prawami ra-
chunku zdan albo tautologiami.

Prawdziwo$é tautologii wykazujemy metoda zero-jedynkowa, oparta na Tabeli
1.1.1.

Przyklad 1.1.1 Sprawdzié, czy schemat (p = q) < (~ pV q) jest taulologig.

| p | g |p=2a|~p|~pVa|=>9e(~pVy)|
1] 1 1 0 1 1
110 0 0 0 1
0| 1 1 1 1 1
010 1 1 1 1

Poniewas w ostatniej kolumnie zawierajgcej badany schemat wysi¢puje same 1, wiec

schemat jest tautologig.

Do najczesiciej stosowanych praw rachunku zdan naleza:
1. ~ (~ p) & p — prawo podwdjnego przeczenia,
2. ~ [pA (~ p)] - prawo sprzecznosci,

3. pV ~ p — prawo wylaczonego grodka,
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- [(~9) = (~ p)] & (p = q) - prawo kontrapozycji,
- [(p= ¢) A (¢ = )] = (p = r) - przechodniosé implikacji,
- [~ (@=9)] & [pV(~ q)] - prawo zaprzeczenia implikacji,

VOl & [(~ P A(~ g oraz [~ (pAg)] © [(~ p) V (~ g)] - prawa de
Morgana.

N O b

Czytelnik dla éwiczenia sprawdzi metoda zero-jedynkowa, ze wypisane schematy

zdaniowe s tautologiami.

Poza zdaniami w matematyce postugujemy si¢ funkcjami zdaniowymi.

Definicja 1.1.1 Funkcjg zdaniowg jednej zmiennej okreslong w dziedzinie X nazy-
wamy takie wyrazenie zawierajgce t¢ zmienng, kidre staje si¢ zdaniem, gdy zamiast

zmiennej podstawimy element zbioru X. Oznaczamy jg ().

Na przyklad: ,czlowiek wazy 70 kg” nie jest zdaniem; stowo »czlowiek” gra tu
rolg zmiennej. Jesli zastapimy je nazwiskiem konkretnej osoby, to otrzymamy zdanie,
zdanie prawdziwe lub falszywe.

Niech zmienna z przebiega zbidr X. Zbidr tych i tylko tych elementéw zbioru X ,

ktdre podstawione na miejsce z zamieniaja funkcje zdaniowa ¢(z) w zdanie praw-

dziwe, oznaczamy symbolem
{o€ X : p(2))

lub {z : ()}, jesli wiadomo, jaki zbiér przebiega zmienna z.
Niech zmienna z przebiega zbiér X i niech ¢(z) bedzie funkcja zdaniowa. Zdanie:

»istnieje takie £ € X, ze ¢(z)” zapisujemy krétko
\/ o(z) lub \/<p(x) badZ réwnowaznie 3z € X ¢(z) lub3z p(z).
zeX z
Zdanie ,dla kazdego z € X jest p(z)” zapisujemy
/\ (z) lub /\<p(a:) badZ Vz € X ¢(z) lub Vz o(z).
z€X z

Symbole \/,A, (3,V) uZyte w opisanym znaczeniu nazywamy odpowiednio
matym i duzym kwantyfikatorem lub odpowiednio kwantyfikatorem szcze-

gélowym i ogdlnym.

Przyklad 1.1.2 Zdanie: Iz 22 > 5 jest zdaniem prawdziwym, zdanie Iz sinz = 2
Jjest zdaniem falszywym.
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W funkcji zdaniowej moze wystapié takze wigce) zmiennych. Wtedy, aby ja prze-

mieni¢ w zdanie, potrzeba odpowiednio wigcej kwantyfikatoréw. Na przyklad:

Przyklad 1.1.3

Vz Jy 5z + y = 10 — zdanie prawdziwe,

Jy Vz 5zy = 10 — zdanie falszywe,

Yz ¢(z,y) — funkcja zdaniowa zmiennej y.
Podamy podstawowe wiasnosci kwantyfikatoréw.

Jezeli ¢(z) jest funkcja zdaniowa z jedna zmienna, to réwnowaznosci

[~Vz p(z)] & [Br ~e(@)],
[~3z p(z)] & Nz ~e()

wyrazaja prawa de Morgana dla kwantyfikatoréow.

Jezeli p(z) jest funkcja zdaniowg z dwoma zmiennymi, to zachodza zwiazki

3z Ay o(z,y) & 3y Iz p(z,y),
Vz Vy o(z,y) < Yy Vz o(z,9),

3z Vy ¢(z,y) = Yy 3z ¢(z,9)- (1.1.1)

W praktyce stosuje si¢ nastgpujaca zasade: zamiast Vz Vy ¢(z,y) lub 3z Jy o(z,y)
piszemy Vz,y ¢(x,y) albo z,y ¢(x,y). Oznacza to, ze W przypadku dwéch jedna-
kowych kwantyfikatoréw ich kolejnosé jest dowolna, natomiast w przypadku réznych

kwantyfikatoréw jest mozliwa tylko zmiana zawarta w implikacji (1.1.1).

1.2 Dedukcyjna struktura matematyki

W matematyce kazda teoria jest oparta na zespole pojeé pierwotnych. Wybbér pojeé
pierwotnych moze by¢ réanorodny, np. w geometrii pojeciami pierwotnymi sa: punkt,
prosta, plaszczyzna, w arytmetyce za$ liczba naturalna.

Prawdy matematyczne formutuje sie w twierdzeniach. Twierdzenia, ktére w da-
nej teorii przyjmujemy bez dowodu, jako oczywiste, sa zwane aksjomatami albo
pewnikami. Kazde twierdzenie matematyczne, ktére nie zostalo zaliczone do aksjo-
matéw, musi byé udowodnione. Dowéd matematyczny opiera si¢ na prawach logiki.

Zespél pojeé pierwotnych mozemy rozszerzyé o nowe terminy za pomocg defi-

nicji. Definicja sklada si¢ z dwéch czedci: okredlanej 1 okreslajacej. Uznajemy ja za
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poprawna, jezeli cze$é definiujaca, na podstawie pojeé pierwotnych i terminéw wpro-

wadzonych wczesnie], precyzuje jednoznacznie czlon definiowany i jezeli dolaczenie jej

do przyjetych uprzednio aksjomatéw oraz definicji nie prowadzi do sprzecznosci.
Wprowadzajac definicje, ktérym mozna nadaé postaé analityczna, uzywamy sym-

bolu ,:= ", zastepujac zwrot ,z definicji”.

Przyklad 1.2.1 Mamy deﬁnzqg: »Zbiorem liczb wymiernych nazywamy zbidr liczb
rzeczywistych majgcych postaé —, gdzie p i q sq liczbami catkowitymi, ¢ # 0. Ozna-

czamy go symbolem Q7. Definicje t¢ mozna podaé réwnowaznie:
Q::{teR:t:%, p€Z, qgeN}.

Nauka, w ktére] przyjmuje si¢ bez okreslenia pojecia zwane pojeciami pierwot-
nymi oraz bez dowodu twierdzenia zwane aksjomatami, a nastepnie kazde pojecie
okresla si¢ i kazde twierdzenie dowodzi si¢ zgodnie z prawami logiki, nazywa si¢ nauka
aksjomatyczno-dedukcyjng.

Matematyka jest nauka aksjomatyczno-dedukcyjna.

Twierdzenia w matematyce maja jedna z dwdch postaci:

1. Postaé implikacji.
Poprzednik implikacji nazywamy zatozeniem (Z), nastepnik tezg (T') twierdzenia,
czyh
Z=T. (1.2.1)

Zaréwno zalozenie, jak i teza moga byé zdaniami zlozonymi.

Twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia (1.2.1) zwanego twierdzeniem pro-
stym, nazywamy zdanie
T= 7,

twierdzeniem przeciwnym do twierdzenia prostego nazywamy zdanie
twierdzeniem przeciwstawnym (kontrapozycja) nazywamy zdanie

~T=~12Z.

Twierdzenie proste oraz przeciwstawne (podobnie jak odwrotne i przeciwne) maja

zawsze te sama wartosé logiczna (albo oba sg falszywe, albo oba prawdziwe).
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Twierdzenie Z = T mozemy wypowiedzie¢ w formie:
-jezeli Z to T,

-2 Z wynika T,

- warunkiem wystarczajacym dla T jest Z,

- warunkiem koniecznym dla Z jest T.

2. Postaé réwnowaznosci.

Jezeli prawdziwe jest zaréwno twierdzenie proste, jak i odwrotne, to mozemy wy-

powiedzie¢ jedno twierdzenie w postaci réwnowaznosei:
T & Ts.

Zaréwno T (teza pierwsza), jak i T (teza druga) moga by¢ zdaniami ztozonymi.

Twierdzenie takie wypowiadamy:
- T1 wtedy i tylko wtedy, gdy T3,
- T wtedy i tylko wtedy, gdy T,
— warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla T jest T3,
- warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla T3 jest T3,

— jezeli Ty, to Ty i jezeli Ty, to Ty.

Twierdzenie moze mie¢ tez bardziej skomplikowana postaé, np.
Z=>(MN o).

Woéwezas Z traktujemy jako zalozenie do tezy (11 < T3).

Dowody matematyczne maja réznorodna budowe. Korzystamy w nich z regut
wnioskowania. Reguly wnioskowania, czyli reguly otrzymywania wnioskéw z prze-
slanek, musza by¢ takie, aby od prawdziwych przestanek prowadzily zawsze do praw-
dziwych wnioskéw. Wszystkie one maja nastepujaca postaé: jezeli pewne zdanie lub
zdania zostaly juz uznane za prawdziwe, to wolno tez uznaé za prawdziwe nowe zda-
nie, ktére powstaje z poprzednich przez zastosowanie jednego z praw rachunku zdan.
Na przyklad:

[pA (p = ¢q)] = ¢ - regula odrywania,

[(~p) A(p V ¢)] = q — regula opuszczania alternatywy,

(pANgq).=>p lub (pAq)= g - regula opuszczania koniunkgji.

Dowdd twierdzenia p => ¢ wypowiedzianego w formie implikacji moze przyjmowaé

r6zng postaé, np.:
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Dowdéd wprost — polega na tym, ze uwazajac za prawdziwe wszystkie zalozenia
twierdzenia (poprzednik p implikacji), prowadzimy ciag rozumowan opartych na
uprzednio udowodnionych twierdzeniach i przyjetych aksjomatach, az dojdziemy do
wniosku, ze teza (nastepnik ¢ implikacji) jest prawdziwa.

Dowdéd nie wprost - polega na wykazaniu, ze zaprzeczenie twierdzenia, to zna-
czy ~ (p = q), jest falszywe, a wigc p = ¢ jest prawdziwe. W praktyce opierajac sig
na réwnowaznosci (tautologii)

(p=q) < [(pA~q) =>~p],

nalezy wykazaé, ze z zalozenia p i zaprzeczenia tezy q dochodzimy do zaprzeczenia

zalozenia p.

Inna metoda dowodu twierdzenia postaci p = ¢ polega na udowodnieniu twier-
dzenia przeciwstawnego (kontrapozycji), to znaczy ~ q¢ =~ p (ktére ma zawsze t¢

sama wartos$¢ logiczna co twierdzenie proste).

W matematyce wystepuja réwniez inne dowody, np. w celu udowodnienia, ze zda-
nie Vi p(t) jest falszywe, mozna postuzyé si¢ metoda kontrprzyktadu, to znaczy
wystarczy znalezé jedna warto$é to z zakresu dziedziny zmiennej ¢, dla ktérej zdanie
¢(to) jest falszywe. Odpowiednie prawo de Morgana dowodzi poprawnosci rozumeo-

wania.

Aby dowieéé prawdziwosci zdania ¢(n), gdzie n jest zmienna wolna, przebiegajaca
zbidr liczb naturalnych, mozna postuzyé si¢ zasada indukcji matematycznej za-

warta w schemacie:

{p(n0) Alp(n) = p(n + 1)]} = Vn > no p(n),

gdzie ng jest ustalona liczba naturalna.

Kazde udowodnione twierdzenie ma nastepujace zastosowanie wynikajace z reguly
odrywania: jezeli w danej sytuacji stwierdzimy prawdziwo$é zalozenia p i uznajemy za
prawdziwe twierdzenie p = ¢ , to réwniez nalezy uznaé za prawdziwe zdanie ¢ (teza).

Twierdzenie, ktére formulujemy w celu wykorzystania w dowodzie innego twier-

dzenia, nazywamy czesto lematam — twierdzeniem pomocniczym.

Twierdzenie, ktére wynika bezposrednio z udowodnionego lub przedstawionego

wlasnie twierdzenia, nazywamy wnioskiem.
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1.3 Zbiory, podstawowe oznaczenia

Jednym z podstawowych pojeé pierwotnych matematyki jest pojecie zbioru. Przyj-

mujemy nastepujace oznaczenia i definicje:
a € A — element a nalezy do zbioru A,
{a, b, c} - zbidr zlozony z elementéw a, b, c,
N = {1,2,3...} - zbiér liczb naturalnych,
No ={0,1,2,3...} - zbidr liczb naturalnych wraz z zerem,
A :={a: p(a)} - zbidr elementéw a majacych wlasnosé ¢ (a),
Z = {t :teNlub —teNlubt= 0} — zbidr liczb calkowitych,
Q= {t t= 5, peZ,qe N} ~ zbiér liczb wymiernych,
R - zbiér liczb rzeczywistych,
(a,b) := {t eR:a<t< b} - przedzial wlasciwy domkniety,
(a,b) := {t eR:a<t< b} - przedzial wlasciwy otwarty,
(=00, b}, (—00,b), {a,00), (a,00) — przedzialy niewlasciwe,
@ — zbidr pusty — nie zawierajacy zadnego elementu.

Jezeli kazdy element zbioru A jest réwniez elementem zbioru B, to méwimy, ze A
jest podzbiorem B lub ze A zawiera si¢ w B i oznaczamy A C B. Relacje¢ zawierania

nazywamy inkluzjg. Odpowiada jej nastepujacy zapis logiczny:
ACB <= Yac A= a€B.

Przyktad 1.3.1 Dla zbioréw A= {z €R:2?2~-1=3}, B={zeR:22-1>0}
jest spetniona inkluzja A C B, gdyz A = {—2,2} oraz —2€ B i2 € B.

Dwa zbiory nazywamy zbiorami réwnymi wtedy i tylko wtedy, gdy skladaja sig

z tych samych elementéw.

Przyklad 1.3.2 Dia zbioréw A = {z€Z:2*~z—-6 <0}, B={-1,0,1,2,} za-

chodzi réwnosé A = B.
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Inkluzja ma tg wlasnosé, ze dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi
ACA, O0CcA, (ACB)A(BCA) < (A=B).

Podzbiorem wlasciwym zbioru A nazywamy dowolny zbiér B, rézny od zbioru
pustego i zbioru A, spelniajacy inkluzje B C A (bedacy podzbiorem zbioru A).
Suma zbioréw A, B nazywamy zbidr tych elementéw, z ktérych kazdy jest ele-

mentem zbioru A lub zbioru B. Oznaczamy A U B. Zatem
AUB:={z:z€ AVz € B}.

Iloczynem lub przekrojem zbioréw A, B nazywamy zbidr tych elementéw,

ktére naleza do zbioru A i naleza do zbioru B. Oznaczamy A N B. Zatem
ANB:={z:z€ ANz € B}.

Méwimy réwniez, ze iloczyn A N B jest cze$cig wspdSlng zbioréw A i B.

Zbiory A, B nazywamy zbiorami rozlacznymi, jezeli nie maja wspdlnych ele-
mentéw, to znaczy AN B = 0.

Zbiér tych wszystkich elementéw zbioru A, ktdére nie nalezg do zbioru B, nazy-

wamy réznicg zbioréw A i B i oznaczamy A \ B. Zatem
A\B:={z:z€ ANz ¢ B}.

W rachunku zbioré6w mamy réwniez dzialanie zwane réznica symetryczng

zbioréw A i B, oznaczamy je A + B 1 definiujemy nastgpujaco:
A+-B={z:z2€(A\B)Vz e (B\A)}

Jezeli A jest podzbiorem B, to mozemy rozwazaé elementy zbioru B, ktére nie

nalezg do A. Tworza one dopelnienie zbioru A do zbioru B, czyli zbiér C, gdzie
C:={z:z€BAz¢A}.

Przypusémy, ze wszystkie rozpatrywane zbiory s podzbiorami pewnego stalego
zbioru U, ktéry nazywamy przestrzenig. Taka przestrzenia jest dla zbioréw liczbo-
wych zbidr liczb rzeczywistych. Kazdy rozpatrywany zbiér jest podzbiorem pewnej
przestrzeni.

Dopelnienie zbioru A do przestrzeni U, A C U, oznaczamy A° i definiujemy:
A =U\A={zeU:z¢gA}.

Z definicji dzialaii na zbiorach wynikaja nastgpujace wlasnosci tych dziatan:
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AUA=A ANA=A,

PUA=A, 0NA=0,

AU B = BU A - przemienno$é¢ dodawania zbioréw,

AU(BUC)=(AUB)UC = AUBUC - lacznos¢ dodawania zbioréw,

AN B = BN A - przemienno$é¢ mnozenia zbioréw,

AN(BNC)=(ANB)NC = AN BNC - lacznoéé mhozenia zbioréw,

AN(BUC) = (AN B)U (ANC) - rozdzielnoé¢ mnozenia wzgledem dodawania

zbioréow,

AU(BNC) = (AUB)N (AUC) - rozdzielnoé¢ dodawania wzgledem mnozenia

zbioréw,
AUA* =T,
Ue=0,

(AUB)® = A°N B © oraz (AN B)° = A°U B° — prawa de Morgana dla zbioréw.

Pokazemy dla przykladu dowéd jednej z tych wlasnosci, dowdd prawa rozdzielnosci
dodawania wzgledem mnozenia zbioréw, dowdd oparty na definicjach dzialan i na

prawach rachunku zdan.
Twierdzenie 1.3.1 AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dowéd. Zalézmy, ze pewien element z jest elementem zbioru okreslonego lewa

strona wzoru. Zatem
c€[AU(BNC) & (zeA)Vze(BNO)e(z€A)V[(zeB)A(z€l)).
Analogicznie, jezeli z jest elementem zbioru okreslonego prawg strong wzoru, to
z€[(AUB)N(AUQO) & [z € (AUB)A[z€(AUC) &

o(ze A)V(ze B)]A[(zeA)V(zeC)).

Wprowadzimy oznaczenia wystepujacych zdan prostych:

p&e>z€EA g z€B, r <= z€l.
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Pozostalo zatem wykazaé, ze schemat rachunku zdan postaci:
PVAn&(pvaAP@Vr)

jest tautologia. Wykonaé to mozna metoda zero-jedynkowa (czytelnik sprawdzi sa-

modzielnie) i to koriczy dowdd.

W praktyce czesto mamy do czynienia z dzialaniami na wigkszej liczbie zbioréw.

Niech A), As, As, ..., An,... beda ustalonymi zbiorami. Wéweczas uzywamy oznaczen
n +o0
UA,c = A1 UAU. . .UA, U4n = 4,
k=1 lub = ey
ﬂ A1NA2N...NA4, ()4n =[] 4n
k=1 n n=1

1 méwimy, odpowiednio, o skoficzonej sumie i iloczynie lub przeliczalnej sumie
i illoczynie zbioréw.

Niech teraz T bedzie danym zbiorem i niech {At}ier oznacza rodzing zbioréw, to
znaczy zbidr, ktérego elementami sa zbiory A, t € T. Zapis ten nalezy rozumieé tak,

ze kazdemu elementowi t € T jest przyporzadkowany dokladnie jeden zbiér A,.
Przyklad 1.3.3 Niech
Ay = {(z,v) €R2>::c2+y2 =}, T={t:0<t<1}.
Kazdy ze zbioréw A, jest okregiem o srodku w punkcie (0,0) i promieniu t.
Przyjmujemy nastgpujace definicje:

J4Ar={z:3teT ze4},
teT

ﬂAt ={z:VteT z€ A}
teT
dla sumy i iloczynu mnogo$ciowego zbioréw.

Innymi stowy: suma U:er At jest zbiorem zlozonym z tych i tylko tych elementéw,
ktére nalezg do co najmniej jednego ze zbioréw A, iloczyn ;1 A; sklada sig tylko z
tych elementéw, ktére znajduja si¢ we wszystkich zbiorach Az, t € T. W Przykladzie
1.3.3 zbidr wszystkich okregéw wyznacza kolo domknigte o srodku w poczatku ukladu
i promieniu 1, a wiec UteT A ={(z,9) e R* : 22 4 o2 < 1}. Poniewaz zbiory A,
odpowiadajace réznym wartosciom ¢ sg rozlaczne, wiec Nier At = 0.
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W przypadku, gdy T = {1,2,...,n}, ma miejsce réwnowazno$¢ oznaczen
n n
Ud=U4, NAa=()4,
teT k=1 teT k=1

gdy zas T = N, to piszemy odpowiednio |JA, lub A, .
n n

Przyklad 1.3.4 Znaleéé sume i iloczyn przeliczalny zbiordw Ay, jeslh
Ap={z:0<z<n-1}, neN

Najpierw zapiszemy kilka zbioréow Ay:

A1={0},
A2={x:031’§1},
Az={z:0<z < 2}itd.

Zbiory A, spelniaja inkluzje: Ay C As C A3 C ... Zatem
UA,-,:{:BZ.’BZO}, nA,.:{O}.
n n

Obecnie wyjasnimy pojecia: moc zbioru, zbiory przeliczalne i zbiory nieprzeli-
czalne.
Mdwimy, ze zbiory A i B sa réwnoliczne, jezeli kazdemu elementowi zbioru A

odpowiada dokladnie jeden element zbioru B, i odwrotnie.

Przyklad 1.3.5 Zbiér N wszystkich liczb naturalnych jest réwnoliczny ze zbiorem
P wszystkich liczb naturalnych parzystych. Kazdej liczbie naturalnej n odpowiada
dokladnie jedna liczba naturalna parzysta 2n, i odwrotnie: kazdej liczbie naturalnej

*

parzystej m odpowiada dokladnie jedna liczba naturalna %m .

Zbiory dzielimy na zbiory skoriczone i zbiory nieskonczone.

Zbiér A nazywamy zbiorem skoriczonym, gdy istnieje taka liczba naturalna
n, ze jest on réwnoliczny ze zbiorem {1,2,...,n}. Zbiér, ktéry nie jest skonczony,
nazywamy zbiorem nieskoniczonym.

Liczebnoécig lub moca zbioru skoficzonego A nazywamy liczbe elementéw

nalezacych do tego zbioru i oznaczamy n(A) lub 2.

Przyklad 1.3.6 Dany jest zbior A= {-3,0,v/7,2}. Dla tego zbioru n(A) = 4.
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Zbiory skonczone lub zbiory réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywamy
zbiorami przeliczalnymi. Inacze] méwiac, zbiér przeliczalny jest to taki zbidr,
ktérego elementy mozna ponumerowaé. Oczywiscie, kazde dwa zbiory przeliczalne
nieskoriczone sg réwnej mocy.

Moc zbioréw przeliczalnych nieskoriczonych oznaczamy symbolem ¥p, zwanym

alef zero;

n(N) :ﬁ:&o.

Z definicji zbioru przeliczalnego wynika, ze kazdy ciag nieskornczony

{a1,az,...,an,...}

jest zbiorem przeliczalnym.
Mozna wykazaé, ze prawdziwe sg nastgpujace wlasnosci:
1. Kazdy zbiér nieskoriczony zawiera zbidr przeliczalny.
2. Dowolny nieskoriczony podzbidr zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.
3. Suma dowolnej skoriczonej liczby zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczal-
nym.

4. Suma przeliczalnej liczby zbioréw skoriczonych jest zbiorem przeliczalnym.

Dla przykladu przeprowadzimy dowdd drugiej z wymienionych wiasnosci.

Jezeli X jest zbiorem przeliczalnym, to jego elementy moga byé ponumerowane,
zatem X = {z;,Z2,...,%n,...}. Praypusémy, ze Y jest nieskoniczonym podzbiorem
zbioru X. Oznaczmy przez y; pierwszy element podzbioru Y zawierajacego si¢ w
zbiorze {z1,Z2,...,Zn,...}, tj. element z, € X, ktéry nalezy do podzbioru i ma
najmniejszy numer no, czyli y1 = zn,. Przez y; oznaczmy element z,, ktéry nalezy
do zbioru Y i ma najmniejszy numer sposréd numerdw n > ng, i tak dalej.

Kazdy element zbioru Y wystepuje w ciagu z1, 22, . .., Zn, . . ., zatem po skoficzone]
liczbie m krokéw mozemy go oznaczyé ym,. Poniewaz zbidr Y jest nieskoriczony, wige
wskaznik m przyjmuje wartosci 1,2,... W ten sposéb wszystkie elementy podzbioru

Y okaza sie ponumerowane, czyli podzbidr Y jest zbiorem przeliczalnym.

Przyklad 1.3.7 Zbior Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny. Jego ele-
menly mozna ustawié w cigg

1
72)

3
~1,2,-2 S-S5 -2
0)1’ 1)2) 2, i ) ) )

11 1
_51 5) _5)31 _3141 —4)

Wi
Wi N

3
2
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otrzymany ze schematu:

1 - 2 3 — 4 5 —
v / 7 / 7
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
\ / e / 7 /
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
v / N / 7
1 2 3 4 5
1 1 7 1 4
L/ ' : .
1
5

W schemacie tym nie ustawiono liczby 0 oraz liczb wymiernych ujemnych, wiec
dolgczymy je jak wskazano w ciggu, ponadio wybierajge liczby ze schematu, pomijamy
te, ktdre juz uprzednio wystapily. Kazda liczba wymierna wyst¢puje na odpowiednim
miejscu tego schematu. Zatem wszystkie liczby wymierne dajg sie ustawié w cigg, czyli

mozna je ponumerowaé. Wynika stgd, ze zbior liczb wymiernych jest przeliczalny, ma

moc No.

Pozostaje pytanie, czy istnieja zbiory nieskoniczone, ktdre nie sa przeliczalne? Oka-
zuje sig, ze takie zbiory istnieja, nalezy do nich zbiér liczb rzeczywistych.
Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych nazywamy continuum i oznaczamy C.

Zbiory réwnoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy con-

tinuum.

Przyklad 1.3.8 Kazidy przedzial wlasciwy jest zbiorem mocy continuum, np. prze-
dziat (=%, %). Kazdej liczbie t € (=%, 5) moina preyporzgdkowac liczbe rzczywistg
k wedlug wzoru k =tgt. Gdyt przebiegnie wszystkie wartosci z przedziatu (-3, 3),
wéwczas k przyjmie wszystkie wartosci rzeczywiste. Kazdej wartoscit € (-5, %) od-
powiada dokfadnie jedna wartosé k € R, i odwrotnie, stgd

n ((-g, %)) =n(R) = C.

Liczby, w programie szkolnym, sa wprowadzane zgodnie z historycznym rozwojem
tego pojecia. Najpierw uczen zapoznaje si¢ z liczbami naturalnymi i dzialaniami na
nich, nastegpnie z liczbami wymiernymi dodatnimi jako uporzadkowanymi parami liczb
naturalnych, potem z liczbami ujemnymi. Aby zapewnié sobie wykonalnosé pewnych

prostych dzialan, np. rozwiazalno$é réwnania 2 = 2, rozszerzamy poznane zbiory,
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tworzac liczby niewymierne. Liczby wymierne i niewymierne tworza razem zbiér R
liczb rzeczywistych.

Obecnie zdefiniujemy zbiér R w sposéb aksjomatyczny.

Definicja 1.3.1 Zbidr R liczb rzeczywistych jest zbiorem zawierajgcym co najmniej
dwa elementy, w kidrym sg okreslone dwa dzialania (dodawanie + i mnozenie -) oraz
relacja mniejszosci, przy czym majg byé spelnione nastepujgce aksjomaty:

- V¥z,y€ R (z +y) € R - zbiér R jest zamkniety wzgledem dodawania,

. Vz,y € R z + y = y + = - dodawanie jest przemienne,

. Vz,y,z€ Rz + (y+2) = (z + y) + z — dodawanie jest laczne,

. Va,b € R 3z € R a+ 2 = b - aksjomat o istnieniu réznicy z = b — a,

.Vz,ye Rz -y e R - zbiér R jest zamkniety wzgledem mnozenia,

. Vz,y€ Rz -y =y-z - mnozenie jest przemienne,

.Vz,y,2€ Rz (y-2) = (z-y) - z — mnozenie jest laczne,

-Va,be RAa#03z€Ra-z=b- aksjomat o istnieniu ilorazu z = &,

© 00 N O O W -

. Vz,y,2 € R z-(y+2) = z-y+2z -z — mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania,

fary
(=]

.Vz,y,z€R (z<y)V(z =y) V(z > y) - zbiér R jest uporzadkowany,

ey
[

.Vz,y,2€ R (z < y) A(y < 2) = (2 < 2) ~ uporzadkowanie jest liniowe,

[y
[

.Vz,y,z€ Rz < y= 2+ 2z < y+ 2z — monotoniczno$é dodawania,

ey
W

.Vz,y,2€ R (2 <y) A(0 < 2) = z -2z < y-z - monotonicznosé mnozenia.

[y
'S

. Zbidr R jest ciagly, to znaczy jezeli dokonamy podzialu zbioru R na dwa niepuste
zbiory A1 B, gdzie AUB=R, ANB=0iVae€ AVbe B a < b, to albo w zbiorze

A istnieje element najwigkszy, albo w zbiorze B istnieje element najmniejszy.

Mozna udowodnié¢ na podstawie tych aksjomatdw, ze réznica b — a oraz iloraz %

s3 okreslone jednoznacznie.

Definicja 1.3.2 Mdwimy, ze zbidr X C R jest ograniczony od géry, jezeli
IMeRVzeX z< M.

Zbior X C R jest ograniczony od dotu, jezeli
ImeRVzeX m<z.

Liczby M i m nazywamy, odpowiednio, liczbami ograniczajgcymi zbidr od gory i

od dolu (ograniczeniami).
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Jezeli zbidr X jest ograniczony od dotu i od géry, to nazywamy go zbiorem ogra-

niczonym.

Kresem dolnym zbioru X C R nazywamy liczbg m, ktdra jest najwickszg z liczb

ograniczajgcych zbidr od dotu, to znaczy:
(VeeXm<z)A(Ve>03z; €X z1<m+e).

Oznaczamy: m = inf X (czytaj: infimum).
Kresem gérnym zbioru X C R nazywamy liczbe M, kidra jest najmniejsza z

liczb ograniczajgcych zbidr od gory, to znaczy
(VzeXz<M)A(Ve>03z, € X M—e<uz1).
Oznaczamy: M = sup X (czytaj: supremum).

Oczywiscie nie kazdy zbiér ma kresy, np. zbidr liczb naturalnych nie posiada kresu
gérnego. Ponadto, jezeli dany zbiér ma kres dolny (gérny), to moze on do tego zbioru

naleze¢ lub nie.
Przyklad 1.3.9 Dany jest zbior A = {y y=2%z € R} ,inf A=0¢ A, sup A nie
istnieje.

7 aksjomatu ciggloéci zbioru R wynika nastgpujace

Twierdzenie 1.3.2 Kazdy niepusty zbidr Z liczb rzeczywistych ograniczony od géry

posiada kres gérny. Kazdy niepusty zbiér Z C R ograniczony od dotu ma kres dolny.

Odnotujemy na koniec wlasnosé zbioru R zwana gestoécia zbioru R , wynikajaca

réwniez z aksjomatu ciaglosci, to znaczy

Ve,ye R3zeR (z<y) > (z<2<y). (1.3.1)

1.4 Iloczyn kartezjanski zbioréw

Niech a,b oznaczaja dowolne elementy. Symbolem (a,b) bedziemy oznaczal parg
uporzadkowana, gdzie a nazywamy poprzednikiem, b zaé nastepnikiem pary.

Dwie pary (a,b) i (¢,d) uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja iden-
tyczne poprzedniki i identyczne nastepniki. Wlasnoséé uporzadkowania par oznacza,
ze

[(a,6) = (b,a)] & (a=b).
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Definicja 1.4.1 Zbidr wszystkich uporzqdkowanych par (a,b), ktdrych poprzednik
nalezy do zbioru A, nastepnik za$ do zbioru B, nazywamy iloczynem kartezjarskim
zbioréw A, B i oznaczamy A x B. Tak wiec

Ax B:={(a,b):a€ AANbE B}.

Przyklad 1.4.1 Niech
A={zeZ:2?<9}={-2,-1,0,1,2}, B={0,1}.
Wowczas

AxB = {(_2)0) ’ (—1!0) ’ (an) ) (1:0) ’ (2’ 0) ) (—2’ 1) ’ ('—lw 1) ) (0’ 1) ’ (17 1) ’ (2r 1)}

Pojecie iloczynu kartezjanskiego mozna rozszerzy¢ na wigksza liczbe zbioréw. Na
przyklad dla trzech zbioréw A, B, C jest

AxBxC:=(AxB)xC={((a,b),c):(a,b)e AxBAceC}=

={(a,b,c):a€ ANbEBACceC}.

Pojecie pary uporzadkowanej jest $cisle zwiazane z prostokatnym ukladem wspél-
rzednych na plaszczyznie. Punkt na plaszczyZnie mozna, jak wiadomo, traktowaé jako
uporzadkowang pare jego wspdlrzednych. Dlatego jezeli A, B sa dowolnymi podzbio-
rami zbioru liczb rzeczywistych, to iloczyn kartezjariski A x B mozna rozpatrywaé

jako pewien zbiér punktéw plaszczyzny.

Przyklad 1.4.2 Niech A = {zeR:aSng}, B={y6R:c5y§d}.
Wtedy A x B = {(z,y) : z € {a,b) Ay € (¢,d)}.
Tlustracjg geometryczng zbioru A x B jest zbidr punktdw domknigtego prostokgta
o wierzchotkach: (a,c), (a,d), (b,c), (b,d) zawartego w plaszczyinie z prostokginym
ukladem wspdirzednych.

Jezeli A= B = R, to iloczyn kartezjanski R x R, zgodnie z przyjeta interpretacja,
bedziemy utozsamiaé z cala plaszczyzna, na ktérej ustalono uklad wspéirzednych.

Tloczyn R x R oznaczamy R? i nazywamy plaszczyzng kartezjaniska lub prze-
strzenia R’

Analogicznie

RR=R*xR=RxRxR

nazywamy przestrzenia kartezjarska R
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Ponadto R” = R"™' xR nazywamy kartezjanska przestrzeniag n-wymia-

rowy.

Z okredlenia tego wynika, ze R” jest zbiorem uporzadkowanych ukladéw n liczb

rzeczywistych.

Latwo dostrzec, ze iloczyn kartezjanski nie jest przemienny. Na podstawie definicji

oraz rachunku zdan mozna dowiesé, ze maja miejsce nastepujace wzory:
(A x B) x C=Ax (B x C) - lacznoé¢ iloczynu kartezjanskiego,

Ax(BUC) = (A x B)U(A x C) - rozdzielnoéé iloczynu kartezjanskiego wzgledem

sumy zbioréw,

(ANB)x C = (A x C)N(B x C) - rozdzielnoéé iloczynu zbioréw wzgledem iloczynu

kartezjanskiego,

(A\B) x C = (A x C)\ (B x C) - rozdzielnoéé¢ réznicy zbioréw wagledem iloczynu
kartezjarskiego.

Pokazemy, dla przykladu, dowdd drugiej z tych wlasnosci, to znaczy, ze A x
(BUC)=(AxB)U(AxC().

Wykorzystujac definicje dzialan na zbiorach i prawa rachunku zdan, otrzymujemy:
Vae AVz € (BUC) (a,z2)e (Ax(BUC) &
oa€eANze(BUO) @ (ae AA[(ze€B)V(ze0)] &

S [(aeA)A(ze€B)]V[(ae A A(zeC)) & (a,z)E[(Ax BYU(Ax C)].

1.5 Relacje i odwzorowania

Definicja 1.5.1 Dowolny podzbiér R iloczynu kartezjaiiskiego A X B nazywamy re-
lacja dwuczlonowg lub krdtko relacja.

Niech a € A, b € B. Méwimy, ze a pozostaje w relacji z b ¢ piszemy aRb lub
R (a,b), jezeli (a,b) ER C A x B.

Dziedzing relacji R C A x B jest zbiér D (R) C A okreslony nastepujaco:

D(R):={z€ A:3b€ B (a,b)eR}.
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Przeciwdziedzing relacji R jest nastgpujacy zbiér D=1 (R) C B:
D '(R):={beB:3a€ A (a,b) eR}.
Wykresem relacji R jest zbidr
Wr := {(a,b) : aRb}.
Przyklad 1.5.1 W przestrzen: R? rozpatrzmy relacje
R= {(x,y)€R2:y<m}.

Wykresem tej relacji na plaszczyinie kartezjariskiej jest zbiér punktéw lezgcych

ponizej prostej y = .
Pojecie relacji mozna rozszerzy¢ na wigksza liczbe zbiordw.

Definicja 1.5.2 n-czlonowg relacjg nazywamy zbidr R, dla ktdrego istniejg zbiory
A1, Aa, ..., A, takie, Ze
R C A xAy x...x Ay,

Rozwazmy teraz relacje R C A x A, czyli relacje okre§lone w zbiorze A.
Sposéréd nich wyrdznimy specjalne rodzaje relacji. Mianowicie:
. Zwrotna, to znaczy Va € A (a,a) € R.
. Symetryczna, to znaczy Va,b € A (a,b) € R = (b,a) ER:
. Antysymetryczna, to znaczy Va,b € A (a,b) e RA(b,a) ER =>a=0b.
. Przechodnia, to znaczy Va,b,c € A (a,b) € RA(b,c) ER = (a,c) € R.
. Spéjna, to znaczy Va,b€ A (a,b) e RV (b,a) ER.

S Uk W N

. Prawostronnie jednoznaczna, to znaczy: Ya € A Vb,c € A (a,b) € R A (a,c) €
R=>b=c.

7. Lewostronnie jednoznaczna, to znaczy: Va,c € AVb € A (a,b) ERA(c,b) ER =

a=c¢c.

Przyklad 1.5.2 Dana jest relacja R = {(x,y) eR*:z< y} . Wiasnosci zbioru R

wskazujg, Ze relacja < nie jest zwrotna, jest natomiast przechodnia.

Przyklad 1.5.3 Niech A = B = N. R, (a,b) oznacza, ze liczby a,b przy dzieleniu
przez ustalong liczbe p € N dajg takg samg resztg. Zdefiniowana relacja jest zwrotna,

symetryczna @ przechodnia.
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Definicja 1.5.3 Relacje, ktdra jest zwrotna, symeiryczna i przechodnia, nazywamy

réwnowaznos$ciag w tym zbiorze.

Definicja 1.5.4 Jesli w zbiorze A jest okreslona relacja réwnowaznosci, to zbior

{b € A: a=b} nazywamy klasg abstrakcji relacji R i oznaczamy [a], to znaczy
[a]={beA:a=0b}.

Zachodza wlasnosci:
[a] C A.
Zbiér [a] jest niepusty. Wynika to ze zwrotnosci relacji R.

Jezeli R jest relacja réwnowaznosci i (a,b) € R, to [a] = [b].

oW

Klasy abstrakcji relacji R wyznaczone przez rézne elementy sa albo réwne, albo
rozlaczne. Istotnie, jesli [a] N [b] # 0, to istnieje w zbiorze A taki element c, ze
(a,¢) € R oraz (b,c) € R, skad, wobec symetrii i przechodniogci relacji R mamy
(a,b) € R, to znaczy [a] = [b].

Oméwiona w Przykladzie 1.5.3 relacja jest réwnowaznoscia. W przypadku p = 2
dokonuje ona podziatu zbioru liczb naturalnych na dwie klasy abstrakeji: klasg liczb

parzystych [0] i klasg liczb nieparzystych [1].
Przyklad 1.5.4 W zbiorze N x N okreslamy relacj¢ R w nastgpujgcy sposdb:

Jezeli = = (a,b), y=(c,d) to (z,y) € R & (ad = bc).

Wprowadzona relacja jest rownowaznoscia. Klasa abstrakeji tej relacji wyznaczona
c

przez pare (a,b) jest ulamek %, to znaczy [z] = %, [yl = pi

. Zgodnie z omawianymi
wlasnosciami jest:

(%=§)®(ad=bc).

Przyklad 1.5.5 Wasnym przyktadem tworzenia klas abstrakceji jest pojecie wektora
swobodnego.

Wektor zaczepiony rozpatrywany w R? jest okreslany jako para (A,@), gdzie
A = (z,y,2) jest punktem poczgtkowym wektora z, @ = (az,ay,a;) sg¢ jego
wspotrzednymi; piszemg; réwniez }iﬁ, gdzie punkt B = (z+ag,y+by,z+a;) jest
koricem wektora zaczepionego (A, ).

Niech z = (A4,8), y = (B,i;) bedg dwoma elementami zbioru X wszystkich wek-

toréw zaczepionych. W zbiorze tym wprowadzamy relacjg réwnowaznosci

(z,y) eR:=(a="b).
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Wprowadzona relacja dokonuje w zbiorze X podziatu na klasy abstrakcji, z ktérych

kazdg nazywamy wektorem swobodnym.

Rozpatrujac rézne typy relacji w zbiorze A = R, to znaczy gdy R C Rz, mozemy

im nadaé prosta interpretacje geometryczna. Mianowicie, jezeli relacja jest:
— zwrotna, to wykres relacji zawiera prosta y = z,
- symetryczna, to wykres relacji jest symetryczny wzgledem prostej y = z,

- antysymetryczna, to jezeli punkty symetryczne wzgledem prostej y = & naleza do

wykresu relacji, wéwczas musza lezeé na tej prostej,

— prawostronnie jednoznaczna, to dowolna prosta prostopadla do osi OX przecina

wykres relacji w co najwyzej jednym punkcie.

Definicja 1.5.5 Relacje R C A x A nazywamy relacja cze$ciowo porzadkujaca

2bidr A, jezeli jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.
Jezeli ponadto jest spdjna, nazywamy ja relacja porzadkujaca zbiér A.
Przyklad 1.5.6 RelacjaR = {(:c, y) € R?:z < y} jest relacjg porzgdkujgcg zbior A.

Przyklad 1.5.7 Niech P(X) oznacza 2bidr, ktdrego elementami sg podzbiory pew-

nego ustalonego zbioru X. Okreslamy relacje R w nastepujgcy sposob:
VA, Be P(X) (AL B)ER & ACB.
Jest to relacja cze$ciowo porzgdkujgea 2bior X.

Definicja 1.5.6 Niech X i Y bedg dwoma niepustymi, niekoniecznie réznymi zbio-
rami, relacja T C X X Y niech bedzie takg relacjg, Ze

Vee X JyeY (z,y) €T,

[(z,11) € T A(z,y2) € T] = (y1 =y2), to znaczy relacja T jest prawostronnie
jednoznaczna.

Relacje o tych wlasnodciach nazywamy funkcjg okreslong w zbiorze X o wartos-

ciach ze zbioru Y albo odwzorowaniem lub przeksztalceniem zbioru X w zbidrY.
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Innymi slowy: funkcja f odwzorowujaca zbiér X w zbidr Y jest takim odwzoro-
waniem, ktdre kazdemu z € X przyporzadkowuje dokladnie jeden element y € Y.

Terminu ,funkcja” uzywamy zawsze, gdly X CR" dlan>1,aY Cc R. Jedli X 1
Y sa zbiorami w Rz, to uzywamy zwykle terminu ,,odwzorowanie”.

Jezeli X = N, to méwimy o ciagach. W zaleznosci od struktury zbioru Y moga
to byé rézne ciagi. Na przyklad: odwzorowanie N — R okreéla ciag liczbowy, odwzo-
rowanie N — R® moze by¢ ciagiem punktéw bads ciagiem wektoréw, gdy za$ Y jest
zbiorem funkcji, wéwczas majac odwzorowanie N — Y, méwimy o ciagu funkcyjnym.

W przypadkach, gdy X 1Y sa innymi zbiorami niz wymienione, to méwiac o
relacji okreslonej Definicja 1.5.6, wprowadza sig czesto nowe nazwy. Na przyklad, gdy
X jest zbiorem pewnych funkcji, a Y zbiorem liczbowym, to relacje T nazywamy
funkcjonalem, gdy za$ X i Y sa zbiorami funkcji, méwimy o operatorach.

Dalsza nauka matematyki bedzie wlasciwie poznawaniem kolejnych przykladéw

réznych rodzajéw funkcyjnych zaleznosci.

Niech beda dane dwa zbiory X i Y. Jezeli (z,y) jest para zestawiona w mys]
Definicji 1.5.6, to piszemy y = f(z) i y nazywamy wartoscia funkcji f dla elementu
z lub w punkcie z. Zestawiajac takie pary, nie musimy wyczerpaé calego zbioru Y,
wiec zbidr wartosci funkeji jest na ogdl podzbiorem zbioru Y.

Zbidér X nazywamy dziedzing funkcji f, czesto piszemy D;. Zbidér wartosci funk-
cji, to znaczy zbiér {y = f(z):z € X}, nazywamy obrazem zbioru X poprzez
funkcje f i oznaczamy go f (X). Podobnie mozemy méwié o obrazie dowolnego zbioru

A C X, kladac
f(A):={y=f(z):z € A}.

Przeciwobrazem dowolnego zbioru B C f (X) przy zadanej funkcji f, oznacza-

nym f~1(B), nazywamy zbiér
ff'B):={zeX:f(z)eB}.

Obraz dziedziny danej funkcji nazywamy przeciwdziedzing danej funkcji i ozna-

czamy D}'l, to znaczy
Dj'i={y=f(2):2 € Dy}.

Dla zapisu funkcji stosuje si¢ oznaczenia:

f:X—->Y lub z— f(2).
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W praktyce czesto tym samym symbolem f (z) wyrazamy funkcje f okreslona na
zbiorze o argumentach z oraz wartosé¢ tej funkcji dla ustalonego argumentu z.

Zbiér

Wi ={(z,y):z € X ANy = f(2)}

nazywamy wykresem funkcji f.

Oczywiscie, Wy C X x Y, ale nie kazdy podzbiér produktu X x Y jest wykresem
funkcji.

Czesto funkcja jest dana konkretnym wzorem. Jezeli w takim przypadku nie jest
wskazana dziedzina funkcji, tc rozumiemy, ze wzdr nalezy stosowac do najobszerniej-

szego zbioru elementéw, w ktérym jest on sensowny. Zbiér taki nazywa si¢ dziedzing

naturalng funkcji.

Jezeli jest dana funkcja f : X — Y izbidr A C X, to rozpatrujac funkcjeg: A =Y
o tej wlasnosci, ze dla ¢ € A zachodzi réwnoéé f(z) = g¢(z), méwimy, ze g jest
zawezeniem lub obcigciem funkeji f do zbioru A.
Przyktad 1.5.8 Okresli¢ dziedzine naturalng funkcji danych wzorami:

1
z—»f(:c):———log(x_?)),

(z,9) = g(z,y) = V4 —z?—y%

Dla funkcji f dziedzing naturalng okresla uklad warunkéw: =z —3 > 0 i

log (z — 3) # 0, skad otrzymujemy
Diy={zeR:z>3Az#4}.
Dla funkcji g dziedzina naturalna jest zbidr
D,:{(:v,y) eR?: 422y 20},

to znaczy kolo domknigte zawarte w dwuwymiarowej plaszczyznie. Obrazem dziedziny,

to znaczy zbiorem wartosci funkcji g, jest przedzial (0, 2).

Definicja 1.5.7 Odwzorowanie f : X — Y nazywamy surjekcja, jesli f(X) =Y,
to znaczy:
VyeY Iz eX y=f(z).

Piszemy wiedy f: X 23 Y.
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Definicja 1.5.8 Qwzorowanie f : X — Y nazywamy injekcja lub odwzorowaniem

réznowarto$ciowym, jezel:

Vei,z2 € X [f(z1) = f(z2)] = (21 = z2)

lub réwnowaznie

Ve, 22 € X (21 # 22) = [f (z1) # f(22)]-
Injekcja jest wiec relacja jednoczesnie prawo- i lewostronnie jednoznaczna.

Definicja 1.5.9 Owzorowanie f : X — Y nazywamy bijekcja lub odwzorowaniem

wzajemnie jednoznacznym, jezeli jest surjekcjg ¢ injekcjg, to znaczy:
Vy € Y 3 dokladnie jedenz € X y= f(z).
Przyklad 1.5.9 Niech funkcja f : R — R bedzie dana wzorem

f(z) = xz.
Okreslié, czy jest bijekcjg.

Dana funkcja nie jest surjekcja, poniewaz dla pewnych y, np. y = —4, zdanie
Jz e Ry = z? jest falszywe.
Dana funkcja nie jest injekcja, poniewaz 3z;,22 € R 21 # z2 = f(z1) = f(22),

np. £; =2, x2 = —2, co przeczy definicji injekcji. Nie moze byé zatem bijekcja.

Przyklad 1.5.10 Dana jest funkcja f : R — Ry okreslona wzorem f(z) = 2°.
Zbadaj, czy jest bijekcyg.

Z wiadomosci szkolnych wiadomo, ze:
Vye R, 3z eR y=2%-funkcja f jest wigc surjekcja.
2%1 = 2%2 & g1 = z5 — funkcja f jest wiec injekcja, funkcja réznowartosciowa.

Zatem jest rowniez bijekcja.

Definicja 1.5.10 Jezeli sqg dane odwzorowania f : X - Z ig:Z' =Y 1 ZCZ', to
odwzorowanie h : X — Y {lakie, ze h(z) = g (f (z)), nazywamy zlozeniem odwzo-
rowan f i g albo funkcja zlozong lub superpozycja funkcji f i g, i oznaczamy
go f. Tak wiec:

(g0 f)(x) =g (f(2))-

Funkcje f nazywa si¢ funkcja wewnetrzng, g nazywa sie funkcja zewnegtrzna.
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Przyklad 1.5.11 Dane sg¢ funkcje

f(:t)=132—9’ :L‘ER,
g(z):ﬁ, z2>0.

Okreslié funkcje ztozone (fog)(z) i(go f)(z).
Dla funkcji f i ¢ mamy

Dy =R, f(Dy)={(-9,+00),
Dy = (0,+00), g(Dyg)=(0,+c0).

Dla okreslonosci zlozenia fog , zgodnie z definicja, powinno byé g (Dy) C Dy, co jest
spelnione. Zatem funkcja zlozona f o g istnieje dla wszystkich argumentéw funkeji g,

to znaczy

(fog)(z)=z—-9 dlaz>0.

Dla okreslonosci zlozenia g o f powinno byé f(Dy) C D,. Relacja ta bedzie praw-
dziwa jedynie dla tych z, dla ktérych 2 — 9 > 0, to znaczy gdy |z| > 3. Zatem

(gof)(z)=Vz2-9 dla |z| > 3.

Operacja skladania odwzorowan moze byé stosowana wielokrotnie, np.
(fogoh)(z):=flg(h(2))].

Warto zauwazyé, ze dzialanie to nie jest dzialaniem przemiennym, ale jest

dzialaniem lacznym (jezeli wszystkie wystepujace zlozZenia sg okreslone), to znaczy
(Fog)oh=folgoh).

Uzasadnienie: Ustalmy dowolne z € IR, dla ktérego wszystkie opisane zlozenia sa
okreslone. Wtedy

[(fog)ohl(z)=(fog)(h(z)) = flg(h(2))]

oraz
[folgoh)(z)=fllgoh)(x)] = flg(h(=))],

co dowodzi tacznosci superpozycji.
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Definicja 1.5.11 Odwzorowanie Id : X — X takie, ze
VeeX Id(z)==2

nazywa si¢ odwzorowaniem tozsamosciowym lub odwzorowaniem identycz-

nosciowym. Odwzorowanie to jest bijekcjg.

Definicja 1.5.12 Niech dana bedzie bijekcja f : X — Y. Odwzorowanie g : Y — X
lakie, ze Vz € X (go f)(z) = ¢ nazywamy odwzorowaniem odwrotnym (funkcjg

odwrotng) do f i oznaczamy f~!. Oznacza to, ze

Ve € X (flof)(z) ==, (1.5.1)
Yy € Y (fof )@=y
Ponadto (f‘l)—l(a:) = f(z).

Warto zauwazy¢é, ze dla kazdej funkcji f
(fold)(z)=(Idof) () = f(z).
Przyklad 1.5.12 Dana jest funkcja f : R — Ry okreslona wzorem z — f (z) = 2°.

Zbudowa?é jej funkcje odwroing.

Dana funkcja f jest bijekcja, patrz Przyklad 1.5.10. Oznaczajac wartosci funkeji
f przez y, mozemy zapisaé: y = 2%. Jezeli przeksztalcimy te réwnoéé, to otrzymamy
z = logy y. Jest to wzér funkcji g : Ry — R, mianowicie: g (z) = log, 2. Dla tych
funkcji zachodza zwiazki:

(g0 f)(z)
(fog)(x)

log,(2*) =z dlaz e R,
28T =3 dlaz>0.

n

Zauwazmy ponadto, ze Dy = Dg‘1 oraz Dy = DJTI. Zatem poszukiwana funkcja

odwrotna funkcji f jest funkcja

g(z)=f"!(z) =logy z.

Przyklad 1.5.13 Dana jest funkcja f : R — R U{0} okreslona wzorem f (z) = z2.

Wyznacz jej funkcje odwrotne.

Funkcja ta nie jest bijekcja, patrz Przyklad 1.5.9. Okreslimy zawezenia funkcji f,

tak, by byly one réznowartosciowe i by suma ich dziedzin pokrywala D;. Tworzymy
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zatem funkcje:
fi(z)=2*dla0<z, Dy =(-00,0), Dj!=(0,00);

fo(@)y=z*dlaz >0, Dy, =(0,00), szl = (0,00).
Funkcje fi, f2 sa réznowartoéciowe, maja funkcje odwrotne:

fit (@) ==va, D =(0,00), Dl =(~00,0);
fz_l (z) = Vx, Df;x = (0, 00), D;z_ll = (0,00).

Funkcja f nie ma funkcji odwrotnej, natomiast istnieja jej zawezenia, ktére maja

funkcje odwrotne.
Przyklad 1.5.14 Dana jest funkcja f : R? — R? okreslona wzorem
(z,9) = f(u,v) = Bu+v,u—v).
Wykazaé, e jest bijekcjg. Wyznaczyé funkcje odwrotng f~1 (z,y).
W celu uzﬁpelnienia informacji o tej funkcji przytoczymy okreslenie:
ky-(a,b)+ kg - (c,d) := (kra + kac, k1 + kad) .
Jezeli (u,v) € R?, to réwniez (z,y) € R?, gdaie

{ z=3dutv (15.2)
y=u-—v
Zatem f jest surjekcja.

Wykazemy, ze f jest injekcja. Niech (u1,v1) # (uz,v2), to znaczy us —u; # 01

v2 — v; # 0. Pokazemy, ze

[f (u2,v2) — f (u1,v1) = 0] & [(u1,v1) = (uz,22)].
Jezeli
f(uz,v2) = f (u1,01) = (3 (u2 — u1) + (v2 — v1), (u2 — w1) = (v2 = v1)) = (0,0), to
{ 3(uz—u1)+ (v2—v1)=0
(uz—u1))—(v2—v1) =0’

skad otrzymujemy: us —u3 = 0 i vy — vy = 0. Zatem f jest odwzorowaniem
réznowartosciowym, injekcja, jest wiec réwniez bijekcja.

W celu wyznaczenia funkeji odwrotnej z ukladu réwnan (1.5.2) wyliczymy u,v.
T+y z—3y

v= . Oznacza to, ze funkcja odwrotna jest opisana

Otrzymujemy: u = o )

wzorem

-3
e = (B2,
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1.6 Zadania

Udowodnié tautologie (Zad. 1.1-1.5)

1.1. pV(gAT) & (pV g A(pVr) - prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem
koniunkcji.

1.2. pA(qVr) & (pAq)V(pAr) — prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy.
13. (p=>q) & (~pVa).

4. [pedA(ge )= (o).

15, [(pAD)V (A8 & [(pV ) Ar Vs,

Sprawdzié, czy schematy zdaniowe sg tautologiami (Zad. 1.6-1.13)

1.6. (¢ = p) & (pV ~ q). 1.7. [pegerleie(per).
1.8. (p=>q) = (¢ = p). 1.9.¢=(p=9q).

1.10. ~ (p = ¢q) & (pA ~ ). 111. p=> (gAn)]| = (@29 A(p=> 7).
1.12. (p=2> g A(r=>s)=>[pVr=>qVs).

113. (pe q) & [P A V(~PA~g)]

1.14. Zdanie p ! ¢ nazywamy dysjunkcja, jest one prawdziwe tylko wtedy, gdy
dokladnie jedno ze zdan p, q jest prawdziwe. Natomiast zdanie p | ¢ nazywamy
laczng negacja, jest ono prawdziwe tylko wtedy, gdy oba zdania p, ¢ sa falszywe.

Okreslié¢ dysjunkcje oraz laczna negacje, uzywajac koniunkcji, alternatywy, negacji.

Wypowiedzieé twierdzenie odwrotne i przeciwstawne do danego twier-
dzenia. Okresli¢é prawdziwo$é poszczegSlnych twierdzen. Wypowiedzieé
wszystkie powstale prawdziwe twierdzenia, korzystajac ze sformulowan:
warunek konieczny (WK), warunek wystarczajacy (WW) lub warunek ko-
nieczny i wystarczajacy (WKW) (Zad. 1.15-1.20)

1.15. Jezeli dwa katy w tréjkacie sa réwne, to tréjkat jest réwnoramienny.

1.16. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(z), jezeli wielomian W(z) jest po-
dzielny przez dwumian z — a.

1.17. Liczba naturalna jest liczba nieujemna.

1.18. Jezeli liczba naturalna jest podzielna przez 2 i 5, to jest podzielna przez 10.
1.19. Jezeli liczba catkowita jest podzielna przez 51 9, to jest podzielna przez 10.

1.20. Kazda liczba rzeczywista jest pierwiastkiem pewnego tréjmianu kwadratowego.
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Okredlié dla jakich z € R prawdziwa jest forma zdaniowa
(Zad. 1.21-1.30)

1.21. 2z = 2sinz. 1.22. V72 = |z|.

1.23. |z| < 0. 1.24. z>2z4+1=>2<3.
1.25.z< 0=z < 2. 1.26. YyeR log,z =y & z¥ = 2.
1.27. 22 > z. 1.28. |z + 1|+ |z +2|=1.

1.29. Iye R22+ 42 =1. 1.30. VyeR z2 4+ ¢ > z.

Korzystajagc z funktoréw i kwantyfikatoréw, zapisaé podane zdania,

ocenié, czy sa to zdania prawdziwe, a nastgpnie zapisaé ich zaprzeczenia
(Zad. 1.31-1.41)

1.31. Dla dowolnego m réwnanie &2 + mz — 2m? = 0 ma rozwigzanie.

1.32. Nie dla kazdej liczby z jej kwadrat jest wigkszy od niej.

1.33. Dla dowolnej liczby z jej wartosé bezwzgledna jest nieujemna.

1.34. Kazda liczba podzielna przez 10 jest parzysta.

1.35. Kazda liczba nieparzysta jest podzielna przez 3.

1.36. Kazdy wielomian stopnia trzeciego ma co najmniej jeden pierwiastek.

1.37. Kazda liczba naturalna jest mniejsza od swojego kwadratu.

1.38. Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba wieksza od niej.

1.39. Istnieje liczba calkowita m, taka ze kazda liczba rzeczywista z spelnia réwnanie
z? 4+ 2mz > 0.

1.40. Nie dla kazdej liczby calkowitej z, takiej ze |z — 2| > 2, istnieje liczba naturalna
y, taka ze ¢ +y = 0.

1.41. Istnieje liczba rzeczywista m, od ktérej nie jest mniejszy kwadrat dowolnej

liczby.

Jakim prawom z rachunku zdan odpowiadaja prawa z rachunku zbioréw
(Zad. 1.42-1.45)

1.42. (B\A)NA=0. 1.43. (BNC)U(C\ A) =C\ (4\ B).
1.44. (AUB)NB = B. 1.45. ACB=ANC C BNC.

1.46. Jakim prawom rachunku zbioréw odpowiadaja tautologie z Zadan 1.1-1.5.

1.47. Jakiemu funktorowi odpowiada réznica symetryczna zbioréw?

Podaé interpretacje geometryczng w ukladzie wspélrzednych zbioréw
A x B (Zad. 1.48-1.58)
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1.48. A=(1,2), B=(-13).

1.49. A={z:|z|>2}, B={z:|z+1| <3}

1.50. A={2,3}, B={1}U(23).

1.51. A={a:a=1,2,...}) B={0,1}.

1.52. A={a:a=12,..} B=R.

1.53. A={z:2<2}, B={b:b>2}.

1.54. A={z:0<2<1V2<z<3}, B={z:1<z<2Vv3<z<4}.
1.55. A={z:222+2-3<0}, B={z:223-22-224+1>0}.
1.56. A={(z,y):0<z<1A0<y<1}, B={z:0<z<1}.
1.57. A={(z,y): 22+ 3y <1}, B={z:|z|<1}.

1.58. A={(z,y):1<z?+y?* <4}, B={z:z2<0}.

Wyznaczyé sume i iloczyn mnogosciowy dla rodzin zbioréw (Zad.
1.59-1.69)

1.59. A, ={z:5-L<z<8+1},neN

1.60. B,={z:ze(1+1,3-1)},neN

1.61. C, = (1,2+ L) x(1-1,3), neN.

1.62. A, = {2}, teR.

1.63. B; = {x : z = sin(t7/2)}, t€(1,10).

1.64. C; = {z: -t <z <logt}, te(1,10).

1.65. D; = {(z,y) 1y =tz}, t€{0,1).

1.66. A; = {(z,y):y=z+1t}, te(0,1).

1.67. By = {(z,y): (= —t)2 +4® < t?}, te(1,2).
1.68. Ci = {(z,y) : (= —t)2 +y2 <4}, te(-1,1).
1.69. D, = (1,2+ 1) x (1+},3), t>1.

Zaznaczyé w ukladzie wspélrzednych zbiory AU B, AN B, A< B (Zad.
1.70-1.75)

1.70. A= {(z,y) : |zl < |y}, B={(z,y):2* +y* <4}.

171 A= {(z,y) : 2 <yAe®-2z+y* <0}, B={(z,y):2>yAe?—2z+y* <0}.
1.72. A={(z,y) : 22 +4y* <16}, B = {(z,y): 2> +y* <4}.

1.73. A= (-1,1) x (-1,1), B={(z,y):c<y+2Az>0Ay<0}.

1.74. A={(z,y) :sin(z —y) =0}, B={(z,y):tgy=0}.

1.75. A= {(z,y) :cosz =0}, B={(z,y):tg(z+y) =0}
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Zaznaczy¢é w ukladzie wspéirzednych zbiory AUBUC, AN(BUC), AU(BNC)
(Zad. 1.76-1.78)

176, A= {(2,9): el < o}, B={(z.9):22 417 <4}, C={(e,5):2 <0}

L77. A= {(z,y) : z < yAz®—2z+y? <0}, B={(z,y):z>yAz2-2z+y? <0},

C={(z,y):y==2,z€(0,1)}.

1.78. A={(z,y) : 2 +y* <4}, B={(z,9):y>2?}, C={(a,y): 2>}
Wykazaé, ze zbiory A i B sg réwnej mocy (Zad. 1.79-1.80)

1.79. A={neN:n?+3n+2=0}, B={neN:n2+1=0}.

1.80. A={s€Z:2<|z|<10}, B={z€Z:z?-4=0V8< z?<64}.

Wykazaé, ze podane zbiory majg moc R, (alef zero), to znaczy sg prze-
liczalne (Zad. 1.81-1.82)

1.81. A - zbiér odwrotnosci liczb naturalnych.
1.82. A x B, jezeli A i B sa zbiorami przeliczalnymi.
Wykazaé, ze podane zbiory majg moc kontinuum (Zad. 1.83-1.85)

1.83. A={z:0< z}. 1.84. A={z:0<z<1}.
185. A={meR:3zeR 22+ mz+1=0)}.

Wyznaczy¢ kres dolny i kres gérny podanego zbioru liczbowego (Zad.
1.86-1.90)

n
1.86.A={a:a=n—5—1-/\neN}. 1.87. A= a:a:(—%) /\nEN}.
1.88. A:{y:y:tgx/\—g <z< g} 1.89. A= x:z>0/\sin-:; :O}

2
1.90. A= {y:y:l—;i-/\:cz 1}.
Zbadaé ograniczono$é zbioru i wyznaczyé jego kresy (Zad. 1.91-1.94)

191. A=Ja:a= —_AneN
n+3

1.92. A=1!a: a—3+( )GAnEN
1.93.A={y:y:x/?_)sm:c—?)cosa:/\:cER}.

1.94.A={y V=g /\a:ER.,.

T
2+1

Znalezé kresy zbioru liczbowego X := {d(a,b):a€ AAb€ B}, gdzie
liczba d(a,b) oznacza odlegloéé punktu a od punktu b. Punkty a i b sg
dowolnymi punktami zbioréw (Zad. 1.95-1.98)
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1.95. A={(z,y):z+y=4}, B= {(:c,y)::c2+y2=9},
1.96.A={(z,y):(x—2)2+(y—2)2=4}, B:{(a:,y):(:c——3)2+(y——3)2=25}.

1.97. A={(z,y):(z—4)2+yzsl}, B={(z,y):f43+y2 Sl}-
1.98. A= {(z,y):yg—x2+6:c—5}, B ={z,y}:y=10}.

Wykazaé, ze dane relacje w zbiorze liczb naturalnych sa réwnowaznosciami
(Zad. 1.99-1.100)

1.99. aRb < a ma tyle samo cyfr co b. Podziel zbiér N na klasy abstrakcji (klasy
réwnowaznosci) tej relacji.
1.100. mRn & (m = n(modl)). Relacj¢ t¢ nazywa sig kongruencja lub przysta-
waniem modulo [, i definiujemy ja nastepujaco:

(m=n(modl)) & (3k€Z m-n=kl).

1.101. Dla relacji (m = n (mod|)) , ktdra zapisujemy w skrécie: I| (m — n), wyznaczy¢
klasy réwnowaznosci, gdy [ = 2,1 =3.

1.102. Dla relacji 3| (m — n) podaé klasy abstrakcji wyznaczone elementami: 5,7, 12.

Zbadaé relacje R okreélone w zbiorze R?. Dla relacji réwnowaznoscio-
wych wyznaczyé klasy abstrakcji, podaé ich interpretacje geometryczna.
Relacje R okreslamy dla dowolnych elementéw a; = (z1,¥1), a2 = (£2,%2),
a1,as € R? (Zad. 1.103-1.107)

1.103. a;Raz < 22 + y2 = 23+ 13. 1.104. a;Raz & 5_1 = %—
1 2
1.105. a;Ra; & 1 = z2. 1.106. a1Raz & y1 = ¥2,

1.107. a1 Raz & z1y1 = Zay2.

Dane jest odwzorowanie T : R? — R? okreflone wzorem f(z,y);
a) sprawdzié, czy jest bijekcja,
b) wyznaczy¢ funkcje odwrotng (jezeli istnieje),
¢) wyznaczyé zbiory f(A), f~! (B),
d) wyznaczyé zbiory f(C), f~* (D) (Zad. 1.108-1.109)
1.108. f(z,y) = (z +y,2z—y). A={(0,0),(1, 1),(-2,4)}, B ={(3,0),(1,1)},
C - prosta o réwnaniu y = 2z, D — prosta y =z + 1.

1.109. f(z,y) = (z+2y,2—y). A= {(2,0),(3,1),(2,-1)}, B = {(0,0),(2,1)},
C - prosta o réwnaniu y =2z +1, D - parabola y = z% + 1.
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Okreséli¢ jakie przeksztalcenie plaszczyzny okresla odwzorowanie T (Zad.
1.110-1.116)

1.110. T (z,y) = (z + 1,y —2). 1.111. T (z,y) = (—z,v) .
1.112. T'(z,y) = (=, —v) . 1.113. T (z,y) = (-2, —y) .
1.114. T(z,y) = (y, =) . 1.115. T (z,y) = (—z+ 2,y — 3).

1.116. T (z,y) = (—2z,9) .

Podaé odwzorowanie T, ktére jest wyznaczohe przez okreslone prze-
ksztalcenie plaszczyzny (Zad. 1.117-1.120)

1.117. Symetria srodkowa wzgledem punktu (1,1).

1.118. Symetria wzgledem prostej = 1.

1.119. Symetria wzgledem prostej y = —1.

1.120. Jednokladnosé o skali 2 i érodku w (a,b), gdzie a,b € R.

Dane jest odwzorowanie T : R? — R? okre$lone podanymi wzorami,
a) podaé interpretacje geometryczna odwzorowania T,
b) podaé odwzorowanie odwrotne T,
c) podaé obrazy T (4AB), T (K), gdzie A= (1,1), B=(2,3), K = K (S,r) jest
kolem o $rodku w punkcie S = (0,0) i promieniu r = 6,
d) podaé przeciwobraz T-'(MN), gdzie M = (0,2), N = (2,—4) (Zad.
1.121-1.125)

1.121. T: (u,v) — (z,y), 2=u+a,y=v+b, a,b € R sa ustalone.
1.122. T: (u,v) — (z,y), zT=1u,y=2v.

1.123. T : (u,v) — (z,y), z=3u,y=v.

1.124. T : (u,v) — (z,y), == —2u,y=—2v.

1.125. T : (u,v) = (z,y), z= %u, y= %v.






Rozdzial 2

Funkcje zmiennej
rzeczywistej

2.1 Uwagi ogédlne

Niech X i Y beda podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R, X c R, Y c R.
Przyporzadkowanie funkcyjne f : X — Y moze byé podane na wiele sposobéw, np.

— za pomoca umowy slownej,
— za pomoca tabelki, diagraméw,
— za pomoca wzoru.

W matematyce najczesciej mamy do czynienia z funkcjami okreslonymi wzorem,

gléwna ich grupg tworzg tak zwane podstawowe funkcje elementarne:

z — f(z) =c, c ustalone, c € R - funkcja stala,

z— f(z) ==z, — funkcja liniowa,

z — f(z) = a®, a ustalone, a € R; - funkcja wykladnicza,

z— f(z) =sinz - funkcja trygonometryczna.

Jezeli do wymienionych funkcji zastosujemy dzialania:

— dodawanie,

— odejmowanie,
—~ mnozenie,

— dzielenie funkcji,

to otrzymamy szeroka rodzing funkcji, w ktérej mieszcza sie np. wielomian i funkcja

wymierna.

43
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Jezeli ponadto w przypadkach, gdzie jest to mozliwe, utworzymy funkcje odwrotne,
to rodzina funkcji poszerzy si¢ o nowe przyklady, np. otrzymamy funkcje logaryt-
miczna jako odwrotna do wykladniczej.

Jezeli do tworzenia nowych funkeji dolaczymy operacje:

— skladania (superpozycji) funkeji,

— tworzenia funkcji odwrotnej,

to okaze sie, ze wiekszoéé funkcji mozna uzyskaé z podstawowych funkcji elementar-
nych, korzystajac z opisanych sposobéw. Otrzymane w ten sposéb funkcje nazywamy
funkcjami elementarnymi. -

Na przyklad: cosz = sin (:c + g) — glozenie funkcji sinus i funkcji liniowe;j.

Wypada zwrécié uwage, ze wymieniona jako elementarna funkcja sinz jest
przykladem funkeji, ktéra okreéla si¢ za pomoca umowy slownej. Mianowicie: roz-
patrzymy zbiér tréjkatéw prostokatnych o zadanym kacie a. Stosunek diugoéci przy-
prostokatnej a lezacej naprzeciw kata a do przeciwprostokatnej ¢ nazywamy sinusem
kata «;

sina = 1;- 0° < o < 90°.

Oddzielna grupg stanowia tzw. funkcje sklejane, to znaczy okreslone réznymi wzo-

rami w réznych czesciach dziedziny, np.:
z+3 dla <2

fz)=4( 2? dla 2<z<4.
5 dla 4<z

Przystepujac do przegladu funkeji znanych z programu szkolnego, przypomnimy

okreslenia niektérych wlasnosei funkeji.

Definicja 2.1.1 Funkcje f : R D X — R nazywamy funkcja ograniczong, jezeli

zbidr jej wartodci jest ograniczony (patrz Definicja 1.3.2), to znaczy
ImeR VzeX |f(z)|<m.
Zaprzeczeniem tej definicji bedzie zdanie
vmeR FzeX |f(z)]>m,
ktére okresla funkcje nieograniczona.

Definicja 2.1.2 Funkcje f : RD X — R nezywamy funkcja okresowa o okresie
T #0, jezeli
VeeX (+T)eXAf(z+T)=f(z).
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Jezeli T > 0 jest okresem funkcji, to réwniez liczba nT dla kazdego naturalnego
n jest okresem tej funkcji. Jezeli dla danej funkcji istnieje cala rodzina okreséw, to
najmniejszy dodatni okres nazywamy okresem podstawowym danej funkeji na

zbiorze X.
Definicja 2.1.3 Funkcje f : R D X — R nazywamy funkcja parzysta, jezeli
VeeX (-z)eEXAf(z)=f(-=z). (2.1.1)
Jezeli
VeeX (—z)eXAf(z)=-f(-=), (2.1.2)
to funkcje f nazywamy funkcja nieparzysta.

Zauwazmy, ze pierwszy czlon koniunkeji (2.1.1) 1 (2.1.2) oznacza, iz dziedzing funk-
cji parzystej lub nieparzystej jest zbiér X C R symetryczny wzgledem punktu z = 0.
Drugi czlon koniunkcji (2.1.1) oznacza, ze jezeli punkt (z,y) nalezy do wykresu funk-
¢ji, to réwniez punkt (—z,y) nalezy do tego wykresu, a to oznacza, ze wykres funkcji
parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY. Analogicznie warunek (2.1.2) informuje
o tym, ze wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku ukladu.

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste nie wyczerpuja wszystkich przykladéw funk-

¢ji; wigkszo$¢ z nich nie ma zadnej z tych wlasnosci.
Definicja 2.1.4 Jezeli dla funkcji f : R D X — R spetniona jest implikacja
V1,22 € X 1 <z2= f(21) < f(22), (2.1.3)

to f nazywamy funkcja rosngcg w zbiorze X.

Jezeli
Ve, 2o € X 21 <z2 = f(21) > f(z2), (2.1.4)

to f nazywamy funkcja malejaca w zbiorze X.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja, ktéra jest rosnaca w X lub malejaca w X, jest w X
réznowartosciowa.

O funkecjach, ktére sa rosnace lub malejace, méwimy, ze sa monotoniczne (lub
réwnowaznie $ci$le monotoniczne, w celu podkreslenia, ze sa monotoniczne w calej
swojej dziedzinie).

Czesto mamy do czynienia z funkcjami, ktére nie sg Scisle monotoniczne, ale mozna
dziedzine podzieli¢ na przedzialy, w ktérych funkcja jest monotoniczna. Méwimy

wtedy, ze f jest przedzialami monotoniczna.
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Przyklad 2.1.1 Funkcja f(z) = tgz jest funkcjg przedzialami rosngcg. Natomiast
funkcja f(z) = z? jest funkcjg przedzialami monotoniczng; doktadniej malejeca dla
z < 0 oraz rosngca dla z > 0.

Jezeli w nieréwnosciach (2.1.3) i (2.1.4) dopuscimy réwnosé, to méwié begdziemy o
funkcjach, odpowiednio, niemalejacych (inaczej stabo rosnacych) lub nierosnacych
(inaczej stabo malejacych), opatrzonych wspdlng nazwa funkcji stabo monotonicz-

nych.

Definicja 2.1.5 Miejscem zerowym funkcji f : R O X — R nazywamy taki

element zq € X, dla kidrego zachodzi réwnos¢ f (xo) = 0.

Z definicji tej wynika, ze zbidr miejsc zerowych funkcji f rozpatrywanej w jej dzie-
dzinie naturalnej pokrywa si¢ ze zbiorem rozwiazan réwnania f (z) = 0. Poniewaz
rozwiazania réwnania potocznie sa nazywane réwniez pierwiastkami réwnania,
wiec okredlenia: miejsce zerowe, rozwiazanie réwnania, pierwiastek réwnania mozna
uznaé za synonimy.

Tlustracja geometryczna miejsca zerowego funkcji jest punkt przeciecia si¢ wykresu
tej funkcji z osia OX.

Definicja 2.1.6 Mdwimy, ze funkcja f : R D X — R osigga ekstremum lokalne

wlasciwe w punkcie g € X, jezeli
Je > 0 Vz € (zo — &, 20 + &) \{2z0) f(z)— f(x0) ma ustalony znak.

Jezeli f(z) > f(z0), to f ma maksimum lokalne w punkcie zo,

jezeli f(z) < f(zo0), to f ma minimum lokalne w punkcie zo.

Nalezy wspomnieé¢ o geometrycznych wlasnoéciach funkcji odwrotnych.

Jezeli funkcja f : R D X — R, ktdra jest bijekcja, jest okreslona wzorem y = f (),
to istnieje funkcja odwrotna z = f~1(y), f~! : Y — X. Wykresy tak zapisanych
funkcji odwrotnych w ukladzie wspélrzednych OXY sa ta sama linig. Jezeli jednak
chcemy obie funkcje zapisaé zgodnie z regula, ze dziedzing jest zbidr osi OX, wartosci
za$ naleza do osi OY, to w wyznaczonej funkcji odwrotnej dokonujemy zmiany nazw
zmiennych, piszac y = f~!(z). Czynnoéé ta oznacza, ze punkt M = (z,y) zostal

zastapiony punktem M; = (y,z), a to oznacza symetri¢ wzgledem prostej y = z.
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Zatem wykresy funkcji

yA f(z)
v=f(2) r(=) =z
i odwrotnej do niej B
y=f"1(2) 14\«
s liniami symetrycznymi wzgle- - B - >
dem prostej y = z, patrz \

Rys. 2.1.1.

Rys. 2.1.1

Jezeli mamy dany (potrafimy narysowaé) wykres pewnej funkeji f (), to mozemy

réwniez narysowa¢ wykresy innych funkcji scisle zwiazanych z funkcja f (z), tak jak

przedstawia to nastgpujace zestawienie:

1.

Wykres funkeji g1 (z) = f(z+a), a € R, powstaje jako przesuniecie wykresu
y = f(z) o wektor (—a,0).

- Wykres funkcji g2 (z) = f(z) + a, a € R, powstaje jako przesuniecie wykresu

y = f(z) o wektor (0,a).

- Wykres funkeji g3 (z) = —f (z) powstaje jako odbicie symetryczne wzgledem osi

0X.

- Wykres funkcji g4 (2) = f(—z) powstaje jako odbicie symetryczne wzgledem osi

oY.

- Wykres funkcji g5 (z) = |f ()| otrzymamy, odbijajac symetrycznie wzgledem osi

OX czeéé wykresu lezaca ponizej osi OX.

. Wykres funkcji g6 () = f (|2]) otrzymamy, zastepujac czesé wykresu lezaca na lewo

od OY odbiciem symetrycznym (wzgledem osi OY) pozostalej czesci wykresu.

- Wykres funkeji g7 (z) = f (az) otrzymamy jako obraz wykresu y = f (z) w powi-

nowactwie osiowym o skali 1/a wzgledem osi OY.

- Wykres funkeji gs (z) = af (z) otrzymamy jako obraz wykresu y = f (z) w powi-

nowactwie osiowym o skali a wzgledem osi O X.

Przyklady tych transformacji sa przedstawione na Rys. 2.1.2-2.1.4, przy zalozeniu

a>0.
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Rys. 2.1.2
yﬂ\ yA y 4
N 1@ 1@ A\ (=) 7))
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I/ 1 \‘ T I’ 1 \ \\ T I,f(:l:) \‘ T
(=)
Rys. 2.1.3
\Y
yA
A
1(z) 1Y P
7~ H(el) ‘ M\ AT
I \\/,—\\ II \\
fhe e 1\
1/ R » ] \ >
Ill 1 \ T 1 T / l \ T
g f(az),

Rys. 2.1.4

2.2 Przeglad funkcji elementarnych
2.2.1 Funkcja stala

Wykresem funkecji stalej o réwnaniu f(z) = c dla z € R, gdzie ¢ jest ustalona,
dowolna wartoécia rzeczywista, jest linia prosta réwnolegta do osi O X, majaca z osia

OY wspélny punkt o wspélrzednych (0,¢), patrz Rys.2.2.1a).
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Funkcja stala jest funkcja ograniczona, parzysta, nierosnaca, niemalejaca, okresowa
- nie ma okresu podstawowego.

2.2.2 Funkcja potegowa

Przebieg funkcji potggowej o réwnaniu f (z) = 2", z € R, n € N, jest uzalezniony od
wykladnika potegi, od n. Rozpatrzymy przypadki:
L n jest liczba nieparzysta, to znaczy

f(z)=z",n=2%-1AkeN, D;=R, D;'=R.

Jest to funkcja rosnaca, nieograniczona, nieparzysta. Istnieja trzy punkty stale,
nalezace do wykresu przy kazdym n. Sa to: (0,0), (-1,-1), (1,1), patrz Rys.
2.2.1b).

II. n jest liczba parzysta, to znaczy
f)=2", n=2kAkeN, D; =R, D;' =(0,400).

Funkcja jest funkcja malejaca dla z < 0 i rosnacg dla z > 0. Jest ograniczona
od dolu, osiaga minimum lokalne dla z = 0. Jest funkcja parzysta. Istnieja trzy
punkty stale nalezace do wykresu funkcji przy kazdym n. Sa to: (0,0), (-1,1),
(1,1), Rys. 2.2.1c).

a) b) <)
A yh yh
Y
f(x)=2"
c| Flz)=c 1 f(z)=<" 1
-1 1 % -1 1w
> 1 -1
1 T
n nieparzyste m parzyste
[ |
Rys. 2.2.1

II1. Jezeli dla funkcji potggowej f (z) = =™ wyznaczymy jej funkcjg odwrotna g (z) =
fi(z)= z=, to otrzymamy funkcje, ktéra réwniez jest funkcja potegowa, ale
funkcja potegowa niewymierng.

Dla n nieparzystych wyrazenie z» = {/z jest okreslone w calym zbiorze liczb
rzeczywistych, Rys. 2.2.2a), za$ dla n parzystych funkcja g (z) jest funkcja od-

wrotna wzgledem funkcji f zawegzonej do przedzialu (0,+o0) i dlatego w tym
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przypadku dziedzina oraz przeciwdziedzina funkcji g (z) = /z jest przedzial
(0, +00), Rys. 2.2.2b).

a b
) " ) ry
1/n 1 1/n !
f(z)== f(x)=x
-1 1 ; 1 >
-1 T
n nieparzyste n parzyste
I
Rys. 2.2.2

Funkcja postaci h(z) = 2% = {/z™, utworzona jako zlozenie funkcji potggowej
f(z) = z™ i funkcji potegowej niewymiernej g (z) = /z, jest rowniez funkcja

potegowa, funkcja potggowa niewymierna, jezeli m nie jest wielokrotnoscia n.

2.2.3 Funkcja wielomianowa

Wielomianem, albo funkcja wielomianowa, nazywamy wyrazenie

k=n
wy (2) = ag +a1z+a?+- - +apz” = Zakxk,
k=1

gdzie liczby ag, nazywane wspélczynnikami wielomianu, sa ustalonymi wartoscia-
mi, dziedzing za$ jest zbior R.

Jezeli a, # 0, to liczbg n nazywamy stopniem wielomianu.

Funkcja wielomianowa jest suma funkcji potegowych z odpowiednimi wspdl
czynnikami liczbowymi, to znaczy, ze wielomian jest kombinacj3 liniowa funkcji

potegowych.

Do podstawowych badai wielomianu nalezy poszukiwanie jego miejsc zerowych.

Przypomnimy kilka twierdzen dotyczacych tego zagadnienia.

Twierdzenie 2.2.1 Liczba zo jest wtedy ¢ tylko wiedy miejscem zerowym wielo-
mianu wy, (2), gdy mozna go przedstawi¢ w postact iloczynu (T — To) Wn-1 (z), (lub

réwnowasznie, gdy w, (z) dzieli sig bez reszty przez x — xo).

Twierdzenie 2.2.2 Kazdy wiclomian stopnia n ma co najwyzej n miejsc zerowych.
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Twierdzenie 2.2.3 Kazdy wielomian mozna przedstawié jako iloczym wielomiandw

stopni co najwyzej réwnych 2.

Twierdzenie 2.2.4 Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jedno

miejsce zerowe.

Z badaniem miejsc zerowych wielomianu wiaze si¢ réwniez badanie ustalajace
punkty ekstremalne wielomianéw. Jednak to zagadnienie wygodnie jest rozwiazywaé
na podstawie analizy rézniczkowej (za pomoca pochodnych) i dlatego pominiemy je
w tym miejscu.

Dobrze znanym przykladem wielomianu jest tréjmian kwadratowy, czyli wielomian

drugiego stopnia.

2.2.4 Funkcja wymierna
Funkcjg wymierng nazywamy funcje postaci

w(z) = %((%,
to znaczy iloraz dwéch wielomianéw. Dziedzina funkcji wymiernej jest zbiér R po-
mniejszony o zbidr miejsc zerowych mianownika, czyli wielomianu wy, (z).
Najprostsza funkcja wymierng jest funkcja f(z) = P Jest to jednoczesnie naj-
prostszy przyklad szerokiej rodziny funkcji wymiernych okreslanych mianem homo-

grafii, to znaczy funkcji utamkowo liniowych postaci

az +b
cx+d

f(e)=

Funkcja okreslona tym wzorem jest istotnie homografia, a nie funkcja liniowa, jezeli
Jej wspélczynniki spelniaja warunki ¢ # 0 i ad — be # 0.

Wykresem homografii jest hiperbola, majaca dwie asymptoty o réwnaniach

Jest przedzialami rosnaca lub przedzialami malejaca, patrz Rys. 2.2.3.
Innym, znanym przykladem funkcji wymiernych sa tak zwane ulamki proste, to
znaczy funkcje postaci:

1
. ———,keNa#0.
(az + b)* #



52 2 Funkcje zmiennej rzeczywistej

A y yA

OIQ

alg
8\)

y
|Y
ol

Rys. 2.2.3

Az + B . .
A2t B  sdsie k€ Ni b2 —dac <0, A2+ B? > 0.
(az? + bz +¢)
Jeseli w funkcji wymiernej stopieri licznika jest mniejszy od stopnia mianownika, to
w(z) nazywamy funkcja wymierng wlasciwg, w przeciwnym wypadku — funkcja

wymierna niewlasciwa.
Twierdzenie 2.2.5 Funkcje wymierng niewlaSciwg mozina przedstawi¢ w postaci

sumy wielomianu ¢ ulamka wiasciwego, 1o znaczy:

wp (z)
wy, ()

, gdzie m=n+k, p<n.

Twierdzenie 2.2.6 Kazdg funkcje wymierng wlasciwg mozina w jednoznaczny sposéb

przedstawié w postaci sumy ulamkdw prostych.

Przyklad 2.2.1 Rozloiyé funkcje f(x) wymierng na sumg wielomianu i ulamkéw

prostych, gdzie

25+ 523 4+ 4z -8
f(z)_ $4+4l‘2 :

W podanym przykladzie stopieri licznika jest wyzszy od stopnia mianownika. Wy-

dzielimy najpierw cze$é¢ wielomianowa funkcji, dokonujac dzielenia licznika przez mia-

nownik: 5.4 8
5 3 QY. [ 2) _ " +4r —
1 (@ +52% +4z 8) : (z +4:c)—a:+—-——-————z4+4£2
z5 + 423
= z3 44z -8

Reszta dzielenia jest licznikiem funkeji wymiernej, ktora jest juz funkcja wymierna

wlasciwa.
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Mianownik, po roztozeniu na czynniki, ma postac: zt4+4z? = 2? (:1:2 + 4) . Dlatego
przewidujemy nastepujacy rozklad na ulamki proste:

3

TSI gy
W sumie tej zostaly wypisane wszystkie utamki proste, ktérych suma nie zmie-

nia mianownika. Liczniki ulamkéw prostych sa wyrazone za pomocg niewiadomych

wspélezynnikéw liczbowych, dlatego ilustrowana metoda postgpowania nosi nazwe

metody czynnikéw nieoznaczonych.

W celu wyznaczenia niewiadomych A, B,C, D przeprowadzamy nastgpujace ope-
racje:

— réwno$é (2.2.1) obustronnie mnozymy przez wspélny mianownik,

- prawa strone porzadkujemy, tworzac wielomian (wielomiany wystepujace po obu
stronach réwnodci powinny byé réwnowazne, muszg mieé¢ réwne odpowiednie
wspélezynniki),

— otrzymujemy uklad réwnan,

— rozwigzujemy otrzymany uklad réwnan.

W naszym przykladzie:

B +dz—-8 = Az(e®+4)+B (22 +4)+(Cz+ D)2’ =
= (A+C)2®+ (B+ D)z’ +4Az +4B,

skad

A+C=1

B+D=0

4A=4"
4B = -8
7 ukladu réwnan otrzymujemy: A = 1, B = =2,C = 0, D =2, co ostatecznie
prowadzi nas do odpowiedzi:
25 4+ 523 +4z -8 1 2 2
z4 + 422 _z+;—a:_2+:c2+4'

Wykres dowolnej funkeji wymiernej w istotny sposéb zalezy od liczby miejsc ze-
rowych mianownika. Jezeli mianownik nie ma miejsc zerowych, to wykres odpowied-
niej funkcji wymiernej jest linig ciagla. Jezeli istnieja miejsca zerowe mianownika
nie bedace jednoczesnie miejscami zerowymi licznika, to istnieja réwniez asymptoty
pionowe. Szczegélowe badanie funkcji wymiernych przeprowadzimy za pomocag po-

chodnych.
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2.2.5 Funkcja wykladnicza

Dziedzing funkeji f (z) = a”, gdzie a jest dowolna ustalong liczba dodatnia, jest zbiér
R. Wartosci funkeji tworza zbidr R, jest wigc funkcjg ograniczona od dotu.
— Jezeli a = 1, to funkcja wykladnicza staje si¢ funkcja stala, f(z)=1.

— Jezelia > 1,toVzy, 22 € R 2y > 25 = a® > a®?, to znaczy, ze f jest rosnaca.
— Jezelia € (0,1), to V1,22 € R 21 > 25 = a® < a2, co $wiadczy, ze f jest
malejaca.

— PonadtoVa >0 a°=1, wigc punkt (0, 1) jest punktem stalym w rodzinie funkcji
wykladniczych.

Zwré¢my uwage na jeden szczegdlny przypadek funkcji wykladniczej, wystepujacy

najczgscie] w problemach matematyki, mianowicie funkcje
f(z)=expz:=e€”, z € R, (skrét exp czytaj: eksponens).

Liczba e, bedaca w tym przypadku podstawa funkcji potegowej, jest liczbg niewy-
mierng, przyjmujemy jej przyblizong wartosé e ~ 2, 7183. Pojawila si¢ ona w matema-
. L , . . . . s 1\"
tyce jako granica nieskoriczonego zbieznego ciagu o wyrazie ogélnym a,, = (1 + —) .
n

Zatem

n—o00

n
e:= lim (l + %) ~ 2,7183. (2.2.2)

Badanie zbieznosci tego ciagu i metody ustalenia przyblizonej wartosci liczby e
bgda omawiane przy okazji ciagdw i szeregéw liczbowych.

Wykresy funkeji y = 2%, y = €, y = 107 sa pokazane na Rys. 2.2.4a) oraz wykresy
funkeji y = (1/2)%, y = (1/e), y = (1/10)° na Rys. 2.2.4b)

a) c)
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2.2.6 Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna f(z) = log,z jest funkcja odwrotna wzgledem funkecji
wykladniczej z = a?,

y=log,z & z=a".

Stad otrzymujemy, ze dziedzing funkcji logarytmicznej jest R, za$ zbiér wartosci
pokrywa R. Poniewaz dla a = 1 funkcja wykladnicza jest funkcja stala, wiec dla
a = 1 nie istnieje jej funkcja odwrotna.

Mamy wiec:
f(z)=lg,z, D;=R,, D}'l =R, a€(0,1)U(1,400), a jest ustalone.

Funkcja logarytmiczna jest nieograniczona, $cisle monotoniczna, rosnaca dlaa > 11i
malejaca dla a € (0,1). Wykres funkcji dla dowolnego a > 0, a # 1, przechodzi przez
punkt (1,0), skad log, 1 = 0.

W zastosowaniach najczesciej] mamy do czynienia z dwoma funkcjami logarytmicz-
nymi:
— logarytm dziesigtny, to znaczy logz := log,, z,

— logarytm naturalny, to znaczy Inz := log, .

Logarytm dziesietny odgrywa pomocnicza role w wielu obliczeniach pochodzacych
z rozwiazywania probleméw techniki. Wartosci funkcji log z sa stablicowane. Rozwdj
komputeryzacji spowodowal, ze uzytkownik nie odczuwa teraz koniecznosci bezpo-
sredniego poslugiwania si¢ tymi logarytmami.

Logarytm naturalny, czyli logarytm o podstawie e, jest podstawowym przykladem
funkecji logarytmicznej w réznych problemach matematyki, jest utozsamiany z funkcja
logarytmiczna. Wartosci In « sa réwniez stablicowane.

Na Rys. 2.2.4c) sa przedstawione wykresy y = logz, y = Inz.

2.2.7 Funkcje trygonometryczne

Niech bedzie dany na plaszczyznie OXY dowolny kat skierowany o mierze «, to znaczy
a = £LXOM, patrz Rys. 2.2.5a).

Umawiamy sie¢, ze wielkoéé kata wyrazaé bedziemy w mierze lukowej, przyjmujac,
ze kat pelny wynosi 2.

Oznaczajac przez a,b wspélrzedne punktu M, M = (a,b), a dlugo$¢ odcinka OM

przez r, przyjmujemy nastepujace okreélenia funkcji trygonometrycznych kata o, gdzie
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a moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci:
. a b
sina = —, cosa = —, tga = —.
r r a

Wartoéci funkcji trygonometrycznych zmieniaja si¢ wraz ze zmianag kata a.
Oméwimy to dokladniej na przykladzie funkcji sin @, gdy punkt M znajduje si¢ na
okregu o stalym promieniu r:

- a=0=>sina=;=0,
™ . -
- 0<a< —2—=>smus rosnie od 0 do 1,

- g< a < m == sinus maleje od 1 do 0,

- 7<a<l 37” —> sinus maleje od 0 do —1,

3r . , .
Y < a < 2w = sinus rosnie od —1 do 0,

— a=27r =>sin2r =sin0 = 0.

Dalsze zwigkszanie kata od 2w do 4w powoduje powtarzanie si¢ wartosci, skad

wniosek o okresie funkcji sinus:
Va €R sina =sin(a+27).

Tradycyjnie funkcje trygonometryczne rozpatrywane dla dowolnych katéw sa za-
pisywane sin z, cos z, tg z, ctg z.
.. . . ™
Wykres funkcji cos z otrzymamy, uwzgledniajac, ze cos z = sin (:c + 5) .
Oznacza to, ze podstawowy fragment wykresu cosinusa dla z € (0, 27) jest prze-
.. . . ™
sunieciem wykresu sinusa nad przedzialem <—2-, 27 + g) .

Rys. 2.2.5b) przedstawia wykres funkcji y = sinz oraz y = cos .

¥ o,
1 M(a,b) y
b 1
TR <
o @ re + ’5‘- n 3n 2n %
sinz

Rys. 2.2.5

Wiasnosci funkcji sinz i cos z:
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dziedzing jest zbiér R, wartosci pokrywaja przedzial (—1,1),
- VzeR Jsinz| <1, [cosz| < 1 - ograniczonosé,

- Vz € R sin(27 + z) = sinz, cos (27 + z) = cosz — okresowos¢, podstawowy okres
T =2m7.

— funkcje sg przedzialami monotoniczne,
— sin(—z) = —sin — sinus jest funkcja nieparzysta,

— cos(—z) = cosz — cosinus jest funkcja parzysta.

. b .. . L b
Wykres funkcji tga = - otrzymamy, analizujac przebieg zmian ilorazu o gdy
punkt M = (b, @) przemieszcza si¢ na okreggu o stalym promieniu r, « = LXOM:
- a=0=tga=0,

T . b . . s,
- O<ax< B =—> w ilorazie p mianownik maleje od r do 0, licznik za$ rosnie od 0 do

r, illoraz roénie od 0 do +o0,

T . . s
- a= 2 = b = 0 = tg o jest nieokreslony,

T . .ob - . -
-3 < a < ™ = w ilorazie — mianownik jest ujemny o wartosciach bezwzglednych

a
rosnacych od 0 do r, licznik dodatni = tg a rosnie od —oo do 0,
- a=1=tga =0,
- rt<a< —; = tga > 0, poniewaz ¢ < 01y < 0; |a| 1 |b] zachowuja si¢ jak

dla a € (0, 1) , co powoduje, ze tga w tym przedziale przyjmuje wartosci jak w

2
) T
przedziale (0, —2—) s
3 . .
- a= > = tga nieokreslony,

3 . . il
- a€ (_2_, 27r) —> wykres jak w przedziale (5, 71') .

Wiynika stad, ze okresem funkcji tangens jest T' = .

Wiykres funkcji ctg £ mozna uzyskaé, przeprowadzajac analogiczng analiz¢ lub ko-
rzystajac z zaleznosci ctgz = tg(w/2 — z). Zatem aby uzyska¢ wykres y = ctgz,
odbijamy symetrycznie, wzgledem osi OX, wykres funkcji y = tg z, a nastepnie prze-
suwamy go o —m/2 wzdluz osi OX. Rys. 2.2.6 przedstawia oba wykresy.
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tgz ctgz

Rys. 2.2.6

Wiasnosci funkeji tgz i ctg z:
— funkcja f(z) = tgz jest okredlona dla z € R\ {% + 7wk, k€ Z} ,
- funkcja f(z) = ctg z jest okreslona dla z € R\ {7rk, ke Z} ,
— sa nieograniczone,

— sa okresowe, podstawowym okresem jest T' = 7, to znaczy tgz = tg (¢ + ), ctgz =
ctg (z + ),

— sa nieparzyste, to znaczy tg(—z) = tgz, ctg(—=z) = ctgz,
— funkcja tgz jest przedzialami rosnaca,

— funkcja ctg z jest przedzialami malejaca.

Podane informacje o funkcjach trygonometrycznych sa jedynie sygnalizacja, pod-
sumowaniem tego, o czym uczeri dowiaduje si¢ w trakcie nauki szkolnej. Wiadomo, ze
funkcje te sa stablicowane, to znaczy istnieja tablice wartosci funkeji dla katéw z prze-
dziatu (0, 7/2) oraz wzory zezwalajace na podanie wartosci funkeji dla dowolnego kata
za pomoca wartosci podanych w tabelach (okresowosé funkeji i wzory redukcyjne).
Czytelnik w dowolnym zbiorze wzoréw znajdzie brakujace mu informacje. Przyto-
czymy jedynie podstawowe tozsamosci, to jest zwiazki, jakie spelniaja funkcje tego

samego, dowolnego kata a (pierwszy z nich nazywamy ”jedynka trygonometryczna”):

sin a+ cos? a =1, sin 2a = 2sina cos a,
sin« 2 s 2
tga = s cos 2a = cos® a — sin“ ¢,
cos a
2tga
tga-ctga =1, tg2a =

1-tg?a’
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2.3 Funkcje kolowe (cyklometryczne)

Funkcjami kolowymi nazywamy funkcje odwrotne do odpowiednio zawezonych funkcji
trygonometrycznych.

Wiadomo, ze funkcje trygonometryczne rozpatrywane w swoich naturalnych dzie-
dzinach nie s3 réznowartosciowe. Jednak ze wzglgdu na okresowosé funkeji trygonome-
trycznych jest mozliwe utworzenie takich zawezen funkcji, ze obraz przyjetej dziedziny
zawezenia pokrywa sig z obrazem dziedziny pelnej funkcji i ze beda one bijekcjami.

Rozpatrujemy wiec funkcje:

N :<-—g,—g> —(-1,1), fi(z) =sinz,

f2: (0, 771;) - (-1,1), fa(z) = cosz,
f3: (———2— 5) - R, fa(z) =tgz,
fa: (0,m) =R, fa(z) =ctgz.

Dla tych funkcji sa okreslone funkcje odwrotne:

arcsinz := f{(z) : (-1,

1) — > , (2.3.1)
arccosz := fy ' (z) @ (=1,1) — (0

), (2.3.2)

), (2.3.3)
arcctgz == fl(z) : R —(0,7). (2.3.4)

arctgz = fy'(z) : R— ——g,g—

Funkqe te nazywamy funkcjami kolowymi, odpowiednio: arcus sinus (arcsin),
arcus cosinus (arccos), arcus tangens (arctg), arcus cotangens (arcctg) . Wykresy
tych funkeji s3 tukami symetrycznymi do wykreséw funkeji odpowiednio f1, fa2, f3,
fs wzgledem prostej o réwnaniu y = x. Wykresy funkcji kolowych znajduja sie na
Rys. 2.3.11 Rys. 2.3.2.

Y yﬂ
T
T
. z arccosT
arcsmT
1 =
E -1 1 =z >

Rys. 2.3.1
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7 wlasnoéci funkcji odwrotnych, patrz (1.5.1), wynikaja nastgpujace zwiazki,

spelnione dla odpowiednich z:

sin (arcsinz) = z, arcsin (sinz) = z,
cos (arccos ¢) = z, arccos (cosz) = z,
tg (arctgz) = z, arctg (tgz) = x,
ctg (arcctg z) =,z arcctg (ctgz) = z.
A
y i ‘y
»
arctge . ¥ \
4 arcctg
N ]
1 T n
4
B 1 T

Rys. 2.3.2

Przyklad 2.3.1 Wykazaé toisamosé:
Yz € (-1,1) cos(arcsinz) = V1 —z2

Jezeli do znanego zwiazku cosa = V1 — sin? o podstawimy « := arcsin z, gdzie
a € <__72_r,12r_> , to cosa > 0. Stad

cos (arcsin z) = \/ 1 —sin? (arcsinz) = V1 — 2.

2.4 Funkcje hiperboliczne

Funkcja wykladnicza o podstawie e postuzyla do utworzenia funkcji zwanych funk-

cjami hiperbolicznymi. Mianowicie:

T -

sinhz := e_—_-z_e__ — sinus hiperboliczny,
(24.1)
e +e” . . .
coshz := —5—— — cosinus hiperboliczny.

Latwo zauwasy¢, ze dziedzina obu tych funkcji jest zbiér R, natomiast sinh (R) =R,

a cosh (R) = (1,00). Dokladne badanie przebiegu zmiennosci tych funkeji odlozymy
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do czasu mozliwosci zastosowania metod analizy rézniczkowej. Wykresy ilustrujace

przebieg tych funkcji przedstawia Rys. 2.4.1.

A
A A
y‘ 9 ctghz y

coshz 1 1

1

» tghz 1 z 1 T
1 z )
sinhz
Rys. 2.4.1

Wykres funkcji y = acosh%, a > 0, nazywamy linig laiicuchowa, poniewaz
ma ksztalt, jaki przyjmuje pod wplywem sily cigzkodci laricuch (linia) zawieszony
swobodnie w dwéch punktach, np. przewody elektryczne zwisajace swobodnie migdzy

masztami.

Wprowadzone funkcje spelniaja wiele tozsamosci analogicznych do znanych tozsa-
mosci trygonometrycznych i to uzasadnia uzycie nazwy opartej na funkcjach trygo-
nometrycznych.

Analogicznie jak w trygonometrii wprowadza si¢ réwnies tangens hiperboliczny

(tghz) i cotangens hiperboliczny (ctgh z), mianowicie:

sinhz e —e %
coshz e +e-%’

coshz e 4e®
ctghz = — = .
sinhz e* —e~ %

tghz :=

(2.4.2)

Dziedzina funkcji tgh = jest zbiér R, przeciwdziedzing przedzial (-1, 1), natomiast
dziedzing funkeji ctgh z jest R\ {0}, przeciwdziedzing zas suma niewlasciwych prze-
dzialéw (—oco, —1)U(1,00), patrz Rys. 2.4.1.

Przyjmujac nastgpujaca umowe co do zapisu dzialan: (cosh ac)2 = cosh’z,
cosh(2z) = cosh 2z, zapiszemy podstawowe tozsamoéci dla funkcji hiperbolicznych,
to znaczy zwiazki prawdziwe dla kazdego z € R (ewentualnie z wyjatkiem zera dla
ctghz):
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cosh’z —sinh?z = 1,

sinh (—z) = —sinh z,

cosh (—z) = cosh z,

sinh 2z = 2sinh z - cosh z,

cosh 2z = cosh? z + sinh? z,

sinh (z + y) = sinh z - cosh y + cosh z - sinh y,
cosh (¢ + y) = coshz - cosh y + sinh z - sinh y,
tghz - ctghe = 1.

Dla przykladu sprawdzimy jedna z nich, np.:

sinhz - coshy 4 coshz - sinhy =sinh (z + y) .

e —e® eVteV eFte T VeV
2 2 2 2
1 - -

= 3 (7! +e%e™¥ —e™"e¥ —e TV e%e — eV + e %Y — e Te V) =

_ % (ez+y _ e"(““"y)) = sinh (33 + y) =P

Wartosci funkeji hiperbolicznych sa stablicowane, podobnie jak funkcje trygono-

metryczne czy funkcje logarytmiczne.
Przyklad 2.4.1 Wykazaé monotoniczno$é funkcji f (z) = sinh z.

Skorzystamy z faktu, Ze funkcja e jest funkcjg rosnaca, to znaczy dla dowolnych
z1,22 € Riz) < zo mamy:

el < e i eTT e,
Dlatego dla funkcji sinh z zachodzi:
: : 1 2 z | - A
sinhz; —sinhzy = §(e 1—e ’)+§(e 1-e71) <0,
co oznacza, ze funkcja sinh z jest rosnaca.

Funkcja sinh z jest bijekcja, ma wigc jednoznaczna funkcje odwrotna, ktéra na-
zywa si¢ area sinus hiperboliczny i ktéra zapisujemy arsinh z. W definicji funkcji
sinhz wystepuje funkcja wykladnicza e®, zatem jej funkcja odwrotna jest okreslona
za pomoca logarytmu naturalnego, to znaczy logarytmu o podstawie e; mianowicie,

korzystajac z definicji funkcji sinh z, wyznaczamy

arsinh:c::ln(:c+ z2+1), zeR.



2.5 Inne przyklady funkcji 63

Analogicznie mozna okreslié funkcje arcosh r jako odwrotng do funkcji coshz
zawezonej do przedzialu (1,00) badZ funkcje¢ artghz jako odwrotna do tghz lub
funkcje arctgh x jako odwrotna do ctgh z dla przedzialu (—oo, —1) lub (1, c0):

arcoshz = In (:c+\/:c2— 1) , x> 1,

1. 14z
tghz = =
artghz 2ln1—-x’ 2] <1,
1. z+1
tghz = —ln—— .
arctghz zIn—— lz| > 1

2.5 Inne przyklady funkcji

I. Funkcje okreslone parametrycznie

Weimy dwie funkcje & i y argumentu ¢ okreslone na przedziale T,

z=0(t
y=‘I’Et; }, teT. (2.5.1)

Zalézmy, ze funkcja @ (t) jest réznowartosciowa na przedziale T' i ze zbiorem jej
wartosci jest zbiér X. Wynika stad, ze istnieje funkcja odwrotna t = ®~1 (z). Jezeli
w funkcji y = ¥ (¢) podstawimy ¢t = ®~1(z), to méwimy, ze na zbiorze X zostala
okreslona funkcja zlozona

f(@)=¥ (27! (2)). (2.5.2)

Funkcje okreslone wzorami (2.5.1) i (2.5.2) sa réwnowazne; pierwsza z nich na-
zywamy funkcja o przedstawieniu parametrycznym lub funkcja parame-

tryczna.
Przyklad 2.5.1 Dany jest uklad funkcji parametru t :
— 3
- o } teR. (2.5.3)

Czy istnieje funkcja f (x) opisana réwnaniami (2.5.3)%

Zbadamy przede wszystkim funkcje z (t), to jest pierwsza z funkcji uktadu (2.5.3).
Wezmy dwa dowolne argumenty t;, t; spelniajace nieréwnosé ¢; < t3 i rozpatrzmy

réznice z3 — z1:

-z =ttt —ti—t3=(ta—t1) (B +trita +12 4+ 1).
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W iloczynie wystepujacym po prawej stronie pierwszy czynnik jest dodatni wobec
przyjetego zalozenia, za$ dodatni znak drugiego czynnika wynika np. z badania tego
wyrazenia jako trojmianu kwadratowego wzgledem t5; wtedy A =12 —4 (¢ 4+1) <0
dla kazdego t,, zatem tréjmian przyjmuje wartoéci dodatnie dla kazdego t,. Poniewaz

Jjest spelniona implikacja

1 <ta=>x <29

wige funkcja z (t) jest Scisle rosnaca, jest wigc réznowartosciowa i istnieje funkcja
odwrotna t = ®(z). Zlozenie funkeji y (¢) z funkcja t = & (z) jest szukana funkcja
opisana parametrycznie.

Niestety, funkcji ®~! (z) nie potrafimy rachunkowo wyznaczyé, zatem o funkeji

f (z) wiemy, ze istnieje, jednak znamy jedynie jej przedstawienie parametryczne.

Jezeli w ukladzie funkcji parametrycznych postaci (2.5.1) nie mamy pewnosci, ze
z = @ (t) ma funkcj¢ odwrotng, natomiast wiemy, ze funkcja y = V¥ () ma funkcje
odwrotng, to mozemy ten uklad utozsamiaé z funkeja f (y) = @ (¥~ (y)) .

Jezeli natomiast zadna z funkcji ®, ¥ nie ma jednoznacznej funkeji odwrotnej,
to uklad réwnan (2.5.1) opisuje pewna krzywa, ktéra nie musi by¢ wykresem jednej
funkcji.

II. Funkcja ”znak «”

Jak juz zostalo wspomniane, w matematyce postugujemy si¢ czesto funkcjami skle-
Jjanymi, niektére z nich otrzymaly wlasne nazwy, i tak
—1dla 2<0

sgn T = 0dla z=0 (2.5.4)
ldla z>0

Uzyty skrét sgn z, czytaj - signum z, oznacza w jezyku polskim - znak z, jest wygod-

nym zapisem uzywanym w czasie badania znaku pewnych wyrazen, patrz Rys. 2.5.1a).

III. Cecha i mantysa liczby

Funkcja

Elz):=k dlaz € (kk+1), ke Z, (2.5.5)
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okresla najwigksza liczbe calkowita nie wigksza od z. Funkcje te czesto nazywamy
caloscig z z lub cechg, poniewaz jest ona uzyta przy konstrukecji wartosci logarytméw
i w logarytmach wystgpuje pod taka nazwa, patrz Rys.2.5.1b).

Funkcja

mz]:=z—-E[z] dazeR (2.5.6)

okresla ” czgé¢ niecalkowita” liczby i jest nazywana mantysa liczby . Podobnie jak

funkcja E [z] jest uzywana przy konstrukeji wartosci logarytméw, patrz Rys. 2.5.1c).

b
2) oA ) A, ) A,
sgne E[x] m[x]
Rys. 2.5.1

Ciekawe sg przyklady funkcji, w ktérych wystepuja zlozenia funkeji sgn z badz E [z]

z innymi funkcjami.
Przyklad 2.5.2 Sporzgdzié wykres funkcji f (z) = sgn(sinz) 4 E [sinz].

Dziedzina Dy = R. Funkcja jest suma dwéch skladnikéw, w obu sin z Jjest funkcja
wewngtrzng. Ze wzgledu na okresowosé funkcji sinz réwniez f (z) jest okresowa,
okresem podstawowym jest T' = 2x. Funkcje zewngtrzne sa funkcjami przedzialami
stalymi, przedzialy stalosci funkcji ustalimy, analizujac funkcje wewnetrzna. Analiza
bedzie przeprowadzona dla z € (0, 27):

-1 dla z € (n,2n)
sgn (sinz) = 0 dla ze{0,n 27} .
1 dla z€(0,n)

-1 dla z € (,27)
Efsinz] = 0 dla g{ g) ( ) 7r> U {2~}
1 dla z= 3
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Stad
0 dla z€{0,n, 2} y .
T T
1 dla z€({0,-)U{-,7
f(z)= gr 2) (2 ) . 1
2 dla z= 5 -
-2 dla z € (m,27) ¥ % m T
Wykres funkcji przedstawia Rys. 2.5.2.
Rys. 2.5.2

IV. Funkcja Dirichleta

Na koniec przytoczymy funkcje o bardzo nietypowe]j konstrukeji. Mianowicie:

1 da 2z€Q
D(”)z{o da zcR\Q

Podana funkcje nazywamy funkcja Dirichleta lub funkcja charakterystyczna
zbioru liczb wymiernych.

Mozna analizowaé, ktére z przytoczonych wlasnosci ma ona, jednak nie mamy
mozliwosci ilustracji geometrycznej. Zauwazamy, ze jest to funkcja ograniczona, pa-
rzysta, okresowa — okresem moze byé kazda dodatnia liczba wymierna, nie ma okresu

podstawowego, nie jest tez funkcjg przedzialami monotoniczng.

2.6 Zadania

Wyznaczyé dziedzing (naturalng) funkeji okreslonych wzorami (Zad.
2.1-2.6)

2.1. f(z)= Yz -2+ V2 + 1. 2.2. f(z) = (z— 3>+ (3-2)*%.
9% _ 9-%
2.3. y= 1ng+3 (5 - l‘) . 2.4. f (.’B) = -3—::-3—:;’
sinz — cos& 1
2.5. = — 2.6. = —_—
f(=) sin’z — cos? z f(2) V1+4sinz

Wyznaczyé dziedzing (naturalng) i przeciwdziedzing funkcji okreslonych
wzorami (Zad. 2.7-2.10)

2_4 3z —2 1/3
2.7.y= :cz . 2.8. f(z)= (-;274) + 3.

—23-Tz?+z+6
3 -3224+z-3

34
2.9. f(z) = V= + 222 — 5z — 6. 2.10. f(z) = \/
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Wyznaczyé dziedzing (naturalng) i przeciwdziedzine funkcji logaryt-
micznych i wykladniczych okre$lonych wzorami (Zad 2.11-2.14)

1
2.11. y= m 2.12. y= 10g2 (13 - 2) +10g3 (:E - 3) + 10g4 (.’L’ - 4) .

2.13. f(z) = 2'°9&(=+2), 2.14. f(z) = V3% — 9=.

Wyznaczyé dziedzing (naturalng) i przeciwdziedzine funkecji trygono-
metrycznych i kolowych okreslonych wzorami (Zad. 2.15-2.23)
1

2.15. y = —. 2.16. y = arccos (222 — 1) .
sing’
2.17. y = arcsin 2.18. y = arctg (z* + 22 - 2) .
2.19. y =sin(2arccosz) . 2.20. y = arccos (2sinz).
z? -1 1
2.21. =tg| —— | . .22, = .
f(=)=tg (m2 + 1) 2 f(2) arcctg ¢ — arctg z

2.23. f(x) = arccos (arccos z).

Wyznaczyé dziedzing (naturalng) i przeciwdziedzing funkcji hiperbo-

licznych i area okre$lonych wzorami (Zad. 2.24-2.28)

2.24. y=cosh (4 —z%) .  2.25. y = arctgh

PR 2.26. y = ctgh(3z - 2).

2.27. y = sinh 22 — 4. 2.28. f(z) = arcosh

z4+1°
Sporzadzi¢ wykresy funkcji (Zad. 2.29-2.42)

2.29. f(z) = |z +1]. 2.30. f(z)= |1 —2z|4 2|z +2|.
2.31. f(z) = 2l=+1, 2.32. f(z) = |«® — 6z +5|.

2.33. f(z) = |log, z| + 2. 2.34. f(z) =log,(Jz] — 2).

2.35. f(z) = sgn(cos2z). 2.36. f(z) = zsgn (z2 - 4).

2.37. f(z) = E [z7]. 2.38. f(z) = E [tgz].

2.39. f(z) =tgE[z]. 2.40. f(x) = cosh (Jz] — 1) — cosh 1.
2.41. f(z) =2 Ictgh -’25| 2.42. f (2) = 2o

Zbadaé (z definicji) monotonicznosé funkcji, okresli¢ rodzaj monoto-

nicznosci, a,b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi (Zad 2.43-2.48)

2.43. f(z) = ;15 2.44. f(z) = ?2%}_1
2.45. f(z) = ”*‘;. 2.46. f()=a+ .
2.47. f(z) = \%-2T4. 2.48. f(z) = m[:cic+ 3.
2.49. f(z) = —

mlz]+1
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Zbadaé (z definicji) parzysto$é badZ nieparzystos$é funkcji
(Zad. 2.50-2.60)

i+ 22+2 3z + 222 -4

2. = o1. = ————

50. £ (@) = TS 251 (=) = 1
2.52. f(z) =sin (1:2 + i) ) 2.53. f(z) =cos (23 —z).
2.54. f(z) = cosh2z. 2.55. f(z) = sinhz - cosh 3z.

1

2.56. f(z) =tghz . ctghz. 2.57. f(z) =l —— 1727
2.58. f(z) = log3 277, 2.59. f(z) = ze” +1.
2.6 —e”

.16 = S

Zbadaé (z definicji) okresowo$é funkeji, wyznaczyé okres podstawowy
(Zad. 2.61-2‘72)

2.61. f(x) =sin 10" 2.62. f(z) =sin(az +b).
2.63. f(z) = ctg (E) . 2.64. f(z) =zsinz.

2.65. f(z) = sin 2z + cos 3z. 2.66. f(z) =sinz + ctg(2 — z).
2.67. f(2) = _Si_";l’:w 2.68. f(z)=m[3z+2].

2.69. f(z) =m[322+2]. 2.70. f(z) = sgn[tgz].

2.71. f(z) = E[tgz]. 2.72. f(z)= s1n 2 feos=

3.
Podaé ograniczenia gérne i dolne funkcji (Zad. 2.73—2.78)

2.73. f(z) = 1 -::::2’ 2.74. f(z) = E[rsinz].
2.75. f(z) = :-;—ﬁ—; 2.76. f(z) =sinz + cosz.

sinz dla z<0 e dla <1

2.77. f(z) = z? da 0<z<1 2.78.f(:c)={lnx dla 1<z<e?

z+7 dla z>1 e~ dla = >e?
z+3

2.79. Podaé przyklady funkcji przedzialami rosnacych, okresowych, nieograniczonych.
2.80. Podaé przyklady funkeji przedzialami malejacych, okresowych, nieograniczo-
nych.

2.81. Podaé przyklady funkeji przedzialami rosngcych, okresowych, ograniczonych.
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2.82. Podaé przyklady funkcji przedzialami malejacych, okresowych, ograniczonych.
2.83. Podaé przyklady funkcji niemalejacych (slabo rosnacych), ktére nie sg scisle
rosnace.

2.84. Podaj przyklady funkcji nierosnacych (stabo malejacych), ktére nie sg scisle
malejace.
Sporzadzi¢ wykresy podanych funkcji sklejanych (Zad. 2.85-2.90)
z3, z<0

2 l—-z, z2<0
2.85. f(z) =4 %' & 0<z<1 986 f(z)={ 22+1, 0<z<1.
— z>1 2¢—-3, z>1
2z + 4
cosh z<0 sinz, =€ m o
2.87.f(x)={ OSAT, SY . 288 f(z)= ’ 792/ .
sinhz +1, 2>0 1, dla pozost. z
z+1, z<0 e®, <0
2.89. f(z)={ 222+1, O0<z<1l. 290. f(z)=4 1, O<z<e.
3, z>1 Inz, z>e

Wyznaczyé funkcje odwrotng funkeji f (Zad.2.91-2.98)

2.91. f(z)=In(z>+1),z>-1. 2.92. f(z)=3sin2z+4,z € (0,7/2).
2.93. f(z) = cosh (l) ,z>0. 2.94. f(z) =2arctg(2z +3), z € R.
2.95. f(z )— T #-5/2. 2.96. f(z) =Vz¥+2z+1,z2< -1

2.97.f(.'c)=1: +3:L‘ +3:L'+l,:c€R. 2.98.f(z)=2+exp(a:2~—1),z'20.

Zbadaé lub okreélié, postugujac sie wykresem, réznowartosciowosé po-
danych funkcji. W mozliwych przypadkach wyznaczyé funkcje odwrotna
(Zad. 2.99-2.108)

2.99. f(z) = z%sgn(z). 2.100. f(z)=z+ E[z] dla z€(-2,2).
2.101. f(z) =3 +2°"L 2.102. f(z) = cosh (222 +1).

2.103. f () = log(z — 2). 2.104. f(z) = (z +2)°.

2.105. f(z) = zsinz. 2.106. f(z) =1+ gz:;

2.107. f(z) = log, 2. 2.108. f(z) = VzZ+2z — 1.
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Sporzadzi¢ wykres podanej funkcji. Dla kazdej z nich podaé takie
obcigcia (zawezenia), ktére maja funkcje odwrotna. Wyznaczyé funkcje
odwrotne utworzonych obcigé funkcji (Zad. 2.109-2.114)

2.109. f(z) = |z — 2|+ |z +4]. 2.110. f(z) = 2% + 4z + 6.
2% dla <0
2.111. f(z) = { 3241 dla 250 ° 2.112. f(z) =zE[z], z € (-2,2).

2.113. f(x) = cosz, z € (0, 27). 2.114. f(¢) =3 —2cosh (3z — 2).

Wyznaczyé obraz f(A) oraz przeciwobraz f~!(B) dla funkecji f (Zad.
2.115-2.121)

2.115. f(z) =loglz +2|, A= (0,1), B = (0,10).
2.116. f(z)=2%*% A =(-1,1), B = (8,16).

2.117. f(z) =3sinh(z +2), A= (-2,0), B = (0, 400).
2.118. f(z)==z*+4z-5, A=(-1,3), B=(0,8).
2.119. f(z) =3sin2z, A= (18—57r, Lsgﬂ') , B =(—0,0).

{z2~—6z+9 dla 2<0

2.120. f(z)=< 3-=z dla 0<z<3, A=(-1,1), B=(-1,1).

22+6z+9 dla z>3
—2/z dla z< -1

1

i - = ={(1 .
T dla -1<z<1, A=(0,1), B=(1,+0)
2/z dla z>1

2.121. f(z)=

Zbudowa¢ funkcje zlozone fi (z) = (hog)(z) oraz fr(z) = (goh)(z),
okresli¢ ich dziedziny, jezeli dane funkcje h oraz g sa okre$lone w swoich
naturalnych dziedzinach (Zad. 2.122-2.131)

2.122. h(z) =2z + 3, g(z) = Vz — 4. 2.123. h(z) =sinz, g¢z) = 22

2.124. h(z) = 2% g(z) = log, z. 2.125. h(z) = 2z, g(z) = log, z.
2.126. h(z) = z, g(z) = 2% - 1. 2.127. h(z) =4, g(z) = /=.

. z+4a z+b
2.128. h(z) = lx—;?l, g(z) =sin(z+1).2.129. h(z) = ot g(z) = ot
2.130. h(z) = ,9(z) =22 +0b. 2.131. h(z) = 1+1In2z, g (z) = e*t!.

22 +a
Poda¢ funkcje zlozone fog w postaci wielomianéw (Zad. 3.132-2.135)

2.132. f(z) =logyz, g(2) = 2%*%.  2.133. f(z) = cosz. g () = arccos z.

2.134. f(z) = cos3z, g (z) = arccosz. 2.135. f(z) = sinh? (2z), g (2) = arcosh z.
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Podaé funkcje zlozone f o g w postaci funkcji wymiernych (Zad.
2.136-2.140)

2.136. f(z) =tg2z, g(z) = arctgz. 2.137. f(z) = ctghz, g(z) =Inz.
2.138. f(z) = tgh?(3z), g(z) = In(2? + 1) . 2.139. f(z) = coshz, g(z) =Inz.
2.140. f (z) = ctg(7/2 — z), g (z) = arctg (z + 2) + arctg z*.

Podaé funkcje zlozone f o g w postaci funkcji niewymiernych (Zad.
2.141-2.143)

2.141. f(z) =sin2z, g (z) = arccosz. 2.142. f(z) = cos(z/2), g(x) = arccos z.
2.143. f(z) =sinhz, g(z) = arcosh z.

Utworzy¢ zlozenia f o g, g o f, funkcji sklejanych f i g (Zad. 2.144-2.146)

e da z<1 _f —z? dla <0
2.144. f(z)—{ % —e=% dla z>1" g((l:)—{ 332 dla z>0°

_f 2? dla z<0 _fz-2 dla <2
2.145.f(z)—-{x+2 dla x22>9(x)—{__$2 da 230

— < ST _
2-146‘f($)={x—1 dla x—o,g(x)z{wl dla z€(-1,2)
g2 dla z>0 22 dla z€ (2400

Podaé wartoéé liczbowg wyrazen (Zad. 2.147-2.150)

2.147. 2arcsin % + 4 arccos (—1) — arcsin (—3@) + arctan /3.

2.148. sin (2arccos 1) — cos (3 arcsin 3@) + tan (arcsin (——@)) .
2.149. arcsin (sin %) — arccos (sin %) + 4 arctan (2 sin %) .

2.150. cos (2 arccos 0, 2) + cos (2arcsin0,2).
Wykazaé tozsamosci (Zad. 2.151-2.154)

2.151. arcsinz +arccosz = § dla z € (-1,1).
2.152. arctgz + arcctgz = 3 dlaz e R.
2.153. sin (arccosz) = VI —z? dla ¢ € (-1,1).
2.154. ctg (arctgz) = 1 dla z #0.

Wykazaé tozsamodci dla funkcji hiperbolicznych okreslonych wzorami
(2.4.1) i (2.4.2) (Zad. 2.155-2.158)

2.155. cosh 2z = cosh® z + sinh? z.
2.156. sinh (z + y) = sinhz - coshy + cosh z - sinh y.
2.157. cosh (z + y) = coshz - cosh y +sinh z - sinh y.
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2.158. 1 — tgh2z =

cosh®z’
Nastepujace funkcje wymierne przedstawié w postaci sumy wielomianu
i ulamkéw prostych (Zad. 2.159-2.170)

2.159. f(2) = 2?:_2;35:;)’” " 2.160. f(z) = ~—og =27 19_+122”2

261 £ = TR e -l
2.163. f(z) = ”ﬁ_z:;’f;_f_{_? 2164, f(x) = 2 ::2__12:: +3
2165. (2) = o b 2166, f(s) = S hrt 3t 2e o0t
2.167. f(z) = %}3 2.168. f(z)= xi’(:ﬁ;g 6

2.160. f(z)= % —(:;Z:?;‘: —2. 2170 f(z)= w41+4.



Rozdzial 3

Struktury algebraiczne

3.1 Dzialania w zbiorach

Definicja 3.1.1 Dany jest 2bidr A. Dzialaniem dwuczlonowym wewnegtrznym
lub krdtko dzialaniem D w zbiorze A nazywamy kazde odwzorowanie iloczynu karte-
zjasiskiego A x A w zbidr A, to znaczy kazde odwzorowanie prayporzgdkowujgce do-
wolnej parze elementéw (a,b) € A x A Scisle okreslony element D (a,b) € A. Piszemy
D:Ax A— A

W dalszym ciggu, dla wygody zapisu i analogii do znakéw dzialan w arytmetyce,

zamiast D (a,b) bedziemy czasami uzywaé umownych znakéw dzialania, np.:
a*b, aob, adb, a®b.

Definicja 3.1.2 Element e € A nazywamy elementem neutralnym lub modulem
dzialania *: A x A — A, jezeli

VaoeAaxe=exa=a.

Twierdzenie 3.1.1 Istnieje co najwyzej jeden element neutralny dziatania wewnetrz-
nego x: Ax A — A.

Dowdéd. Istotnie, gdyby bowiem e i ¢/ € A byly dwoma réznymi elementami neu-

tralnymi, e # ¢/, to
Vo€ Aaxe=exa=a,
Vobe Abxe' =e' xb=0b.

Przyjmujac w pierwszym zwiazku a = e/, w drugim za$ b = ¢, otrzymujemy:
exe=exe =¢,

exe' =e xe=ce,

73
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skad ¢’ = e, co przeczy temu, ze e # e’. To koriczy dowdd.

Definicja 3.1.3 Jezeli istnieje element neutralny e dzialania * : AX A — A w zbiorze
A, to dla dowolnego a € A kazdy element x € A taki, ze a*z = z * a = e, nazywamy

inwersem elementu a i oznaczamy a*.

Dla elementu neutralnego dzialania * zawsze istnieje inwers, jest nim on sam, gdyz

exe = e. Inwers dowolnego elementu a € A moze istnieé lub nie, zalezy to od wlasnosci

dzialania *.

Definicja 3.1.4 Dzialanie * : A x A — A nazywamy dzialaniem:
— lacznym, jezeliVa,b,c€ A ax*(bxc)=(axb)*ec,

—~ przemiennym, jezeliVa,b€ A axb="bx*a.

Twierdzenie 3.1.2 Jezeli dzialanie * jest lgczne i ma element neutralny e, to dla

dowolnego a € A istnieje co najwyzej jeden inwers.

Dowdd. Istotnie, gdyby bowiem a’ 1 a”” € A byly dwoma inwersami a, wéwczas
uwzgledniajac, ze e jest elementem neutralnym, mielibysmy:
axa' =ad *xa=ce,
axad’"=da"+a=ce,
a"=a"+e=a"x(a*xad')=(a"+a)xa =exa' =d,

czyli istotnie a’ = a”. Co konczy dowdd.
Przyklad 3.1.1 Zbadaj wlasnosci dzialari @, ®, * okreslonych w zbiorze R liczb rze-
czywistych tak, ze dla dowolnych x,y € R jest

z+ 2y
B

tPy=2z+y, zTOY=z-y THrY=

Dzialanie &, czyli dodawanie liczb rzeczywistych, jest dzialaniem lacznym i prze-
miennym. Elementem neutralnym jest liczba 0. Dla kazdego elementu a istnieje jego
inwers, zwany w tym dzialaniu elementem przeciwnym, jest nim liczba —a, to
znaczy a* = —a, co zapisujemy:

VaeR a+0=0+a=a,
VaeR a+(-a)=0.
Dzialanie ©®, czyli mnozenie liczb rzeczywistych, jest dzialaniem lacznym, prze-

miennym. Elementem neutralnym jest liczba 1. Dla kazdego elementu a € R\ {0}
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istnieje jego inwers, zwany w tym dzialaniu elementem odwrotnym, oznaczamy go

a~!, to znaczy a* = a~! = —. Zapisujemy:
a

VaeR a-1=1.a=aq,
va € R\ {0} a-%:l.

Dzialanie * nie jest dzialaniem lacznym, poniewas:

z+2y*xz) x+"’+72z- _2z+y+2:

Vz,y,2 € R zx(y*2) =

2" 4 ’
t+2y 2
Vz,y,z€ R (x*y)*z=(z*y;+2z= 2 2+ Z=:c+2z+4z‘

Latwo wigc zauwazyd, ze istnieja z,y, z € R takie, ze

zx(y*2z)#£ (z*y)*z.

Mozna sprawdzi¢, ze * nie jest dzialaniem przemiennym i nie ma elementu neutral-
nego.

Przyklad 3.1.2 W zbiorze N liczb naturalnych okreslamy dziatanie nastepujgco:
Va,be Naob=r,
gdzie r jest resztg z dzielenia (a + b) przez 5. Zbadaj wlasnosci tego dziatania.

Dzialanie o jest laczne i przemienne ze wzgledu na lacznoéé i przemiennodé
dodawania. Nie istnieje element neutralny; gdyby istnial element neutralny z, to

Va € N aoz = a, co jest sprzeczne dla a > 5.

Przyklad 3.1.3 Dla dowolnego niepustego zbioru Q niech P(Q) oznacza rodzing

wszystkich podzbioréw zbioru Q. Oczywiscie:
0eP(Q), QEP(Q), VA BEP(Q) ANBEP(Q).
Okreslimy dziatanie ® : P(Q) x P (Q) — P (Q) nastepujgco:
VA, BeEP(Q) A B:=ANB.
Zbadaé wlasnosci tego dziatania.

Dzialanie ® jest laczne, przemienne, ma element neutralny, ktérym jest Q. Inwers
istnieje jedynie dla zbioru @Q, jest nim ten sam element, to znaczy zbiér Q. Pozostale

elementy nie maja inwersu, gdyz réwnoéé AN Q = Q speknia tylko zbiér A = Q.
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Definicja 3.1.5 Niech bgdzie dana para zbiordw (X, A). Kazde odwzorowanie d :

X x A — A nazywamy dzialaniem zewngtrznym w zbiorze A. Oznacza to, ze
VAeXVacAIWeA d(Aa)=hb.
Zwykle elementy zbioru X nazywamy skalarami, a caly zbidr X zbiorem skalaréw.

Analogicznie jak w przypadku dzialann wewngtrznych w zbiorze, réwniez dla ozna-
czenia dzialania zewnetrznego d mozna uzywaé umownych symboli. W dalszym ciagu

zamiast d (), a) bedziemy pisali np. A < a lub krétko Aa.

Przyklad 3.1.4 W zbiorze R" rozwaimy dwa dziatania

— dzialanie wewnelrzne + R” x R* — R", zwane dodawaniem wektordw,
okreslone nastepujgco: dla dowolnych wektoréw

a=(ayaz,-.,an), b=(b1,b,....00) €R®
a+b:=(ay+bi,az+bs,...,an +by),

— dzialanie zewngtrzne - : R x R” — R", zwane mnozeniem wektora przez skalar,
okreslone nastepujgco: dla dowolnego wektora a = (a1,az,...,aq) oraz dowolnej
liccby A € R

X-a:=(Xaj,das,...,Aan).

Dzialania te majg nastgpujgce wlasnosci:

- VaeR" 1.a=agq,

-~ Y\ peR VaeR" X-(p-a)=p-(A-a)= (M) -a,

— VAeR VYa,b € R® A-(a+b)=X-a+X-b, wlasnosé ta oznacza rozdzielnosé
mnozenia przez skalar wzgledem dodawania wektordw,

-~ VA peR YaeR® (A+p)-a=X-a+p-a, wlasnosé ta oznacza rozdzielnosé
mnozenia przez skalar wzgledem dodawania skalaréw.

Definicja 3.1.6 Struktura algebraiczna jest uktadem zbioréw wyposaionym w
pewng liczbe dzialari wewngirznych i w pewng liczbe dzialari zewngirznych speinia-
jacych okreslone wlasnosci.

W zastosowaniach najczesciej wystgpuja struktury zlozone z jednego zbioru
oraz jednego lub dwéch dzialann wewngtrznych i co najwyzej z jednego dzialania
zewnetrznego. Do podstawowych struktur naleza:

— grupa,
— pierscien,
— clalo,

— przestrzen liniowa.
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3.2 Grupa

Definicja 3.2.1 Grupa nazywamy strukture algebraiczng (X, D) zlozong ze zbioru
X i jednego dzialania dwuczlonowego wewngirznego D : X x X — X, majgcego
wlasnosci:

1. Dzialanie D jest lgczne.

2. W zbiorze X isinieje element neutralny.

3. Dla kazdego a € X isinieje inwers a* € X.

Grupe oznaczamy G = (X, D). Jezeli ponadto dziatanie D jest przemienne, to parg
(X, D) nazywamy grupa przemienng lub grupa abelowa.

Przyklad 3.2.1 Struktura (R, +) , to znaczy zbior R z dodawaniem, jest grupg prze-
mienng, podobnie jak zbidr R\ {0} z mnozeniem liczb rzeczywistych jest grupg prze-

mienng.

Przyklad 3.2.2

Dany jest zbiér A = {0,1,2,3,4}. Okreslamy Joli]2]3]4
bt Bt g} 0 0 1 2 3 4

w nim dzialanie o jak w Przykladzie 3.1.2, to i1z 131410
znaczy Va, b € A aob =r, gdzie r jest reszig 2(2(3|4]0]1
z dzielenia a+b przez 5. Wyniki dzialari za- 3[314]0j1)2
4141011 (2]3

notujemy w tabelce.

Symetria tej tabelki wskazuje na to, ze dzialanie jest przemienne, pierwsza ko-
lumna i pierwszy wiersz wskazuja, ze elementem neutralnym jest e = 0. Poniewaz
w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje si¢ element neutralny oraz dzialanie
jest przemienne, wigc dla kazdego elementu istnieje element odwrotny. Mozna réwniez
sprawdzié, ze dzialanie jest laczne, zatem zbidr A jest z wprowadzonym dzialaniem o

grupa przemienna.

Z definicji grupy oraz z Twierdzenia 3.1.2 wynika:
1. Jezeli zbiér X z dzialaniem * jest grupa, to kazdy element a € X ma dokladnie
jeden inwers a* € X.
. Element neutralny e jest swoim inwersem.
.Va,beXa=b*"=>b=a"
. Va,b€ X (axb)” =b*+a*.

.Va,bceEX asxc=bxc=>a=bi cxa=c*xb=>a=0b.

[< " NV N V]
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Twierdzenie 3.2.1 W grupie (X, *) réwnania (z niewiadomg z)
axz =54, zxa=1b

sg rozwigzalne jednoznacznie, ich jedynymi rozwigzaniami sg odpowiednio a* * b 1

b*a*.

Dowdéd. Gdyby z; i 23 byly dwoma rozwiazaniami np. réwnania a*z = b, wéwczas
byloby a * £, = a * x5, skad z; = z,. Ponadto sprawdzamy, ze element a* * b jest

rozwigzaniem réwnania a * = b, mianowicie:
ax(a**b)=(axa*)*xb=exb=0b.
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié dla drugiego réwnania.

Definicja 3.2.2 Podgrupg grupy G = (X, D) nazywamy kaidy podzbidr zbioru X,
ktory wraz z dzialaniem D jest grupg.

Przyklad 3.2.3 Zbiér liczb wymiernych z dziataniem dodawania jest grupg. Grupa
ta, to znaczy para (Q,+), jest podgrupg grupy (R, +).

3.3 Izomorfizm grup

Definicja 3.3.1 Rozpatrzmy dwie grupy: (A, Dy), (A, D3). Jeseli istnieje odwzoro-

wanie wzajemnie jednoznaczne (bijekcja) f: A — B, takie ze

V.’B,yEA f(D]_(Z?,y))=D2(f(:c))f(y)))

to nazywamy je izomorfizmem przeksztalcajgcym A na B, a grupy (A, D1), (B, D2)

nazywamy grupami tzomorficznymi.

Przyklad 3.3.1 Rozpatrzmy grupy (R, +), (R.,.,-) oraz funkcje f : R — Ry

okreslong wzorem f(x) = 2°. Poniewaz f (z) jest bijekcjg oraz
Vz,y eR fF@)eR{AFW) ERFAf(z+y) =221 =272 = f(2)- f(v),

zatem grupy (R, +) , (R.,., ) sg izomorficzne.



3.3 Izomorfizm grup 79

Poniewaz w naszych rozwazaniach interesujemy si¢ nie charakterem elementéw
zbioru, lecz wlasno$ciami dzialan wykonywanych na tych elementach, wigc grupy izo-
morficzne uwazamy za nierozréznialne. Izomorficznosé grup jest relacja rtéwnowaznos-
clowa w zbiorze wszystkich grup. Klase réwnowaznosci wzgledem tej relacji stanowia
wszystkie grupy izomorficzne.

Jezeli pojecie izomorfizmu i grup izomorficznych poddamy pewnemu uogdlnieniu,
zmieniajac wymagania co do odwzorowania f, to otrzymamy nowe, bardziej przydatne

pojecie, a mianowicie:

Definicja 3.3.2 Odwzorowanie f nazywa sic homomorfizmem grupy (A, D) w

grupe (B, D), jezeli f : A— B i dla dowolnych z,y € A jest

f(Di(=,9)) =Dz (f (), f(v))-
Grupg (A, Dy) nazywaemy wtedy grupg homomorficzng z grupg (B, D2).

Przyklad 3.3.2 Pozpatrzmy dwie grupy: (Z,+), (R4,-), gdzie Z jest zbiorem liczb

catkowitych, oraz funkcje f : Z — R, okreslong wzorem f(z) = 2°. Wowczas mamy:
Ve,y€Z f(e+y)=2""=27-2V=f(z) f(v).

Grupa (Z, +) jest homomorficzna z grupg (R+,-) . Zavwazmy jednak, ze istniejg
liczby rzeczywiste dodatnie, kidre nie s¢ wartoSciami funkcji f (z) dla Zadnej liczby

catkowitej, zatem grupy te nie sqg izomorficzne (gdyz f (Z) £ R;).

Poniewaz izomorfizm jest bijekcja, homomorfizm za$ odwzorowaniem jednej grupy
w druga, wigc kazdy izomorfizm grup jest jednoczesnie ich homomorfizmem.
Homomorfizmy maja nastepujace wlasnosci:
1. Niech f bedzie homomorfizmem (A, D;) w (B, Dz) . Niech e i ¢’ oanaczaja elementy
neutralne tych grup. Wtedy
fle)y=¢,
VzeA f(z*)=(f(z)".
2. Niech f bedzie homomorfizmem (A, D) w (B, D3).
— Jezeli (A',D;) jest podgrupa grupy (A4,D;), to jej obraz poprzez f, czyli
(f (A), D7), jest podgrupg grupy (B, D3).
— Jezeli (B’, D,) jest podgrupa grupy (B, D2) , to jej przeciwobraz poprzez f, czyli
(f~*(B'), D1), jest podgrupa grupy (4, Dy).
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Definicja 3.3.3 Jadrem homomorfizmu f grupy (4,D,) w (B, D3) nazywamy
2bior:

kerf:={zecA:z=f"({D},

gdzie ¢’ jest elementem neutralnym grupy (B, D), to znaczy jgdro jest przeciwobra-

zZem zera.

Oznacza to, ze jadrem homomorfizmu jest zbiér wszystkich elementéw grupy

(A, D:), ktére poprzez odwzorowanie f przechodza W element neutralny grupy
(B, D2), to znaczy

kerf={z€A:f(z)=¢}.

Przyklad 3.3.3 Wyznaczyé jedro homomorfizmu z Przykladu 3.3.2.

kerf={e€Z:z=f"({Y)}={z€Z:z=1g1}={0}.
Jadrem w tym przykladzie jest zbi6r jednoelementowy {0} .
Definicja 3.3.4 Obrazem homomorfizmu f nazywamy 2biér
imf={b€B:3a€A b= f(a)}.

Przyklad 3.3.4 Okreslié obraz homomorfizméw grup okreslonych w Przykladach 3.3.1
i3.3.2.

Dla funkcji f z Przykladu 3.3.1 mamy:
im f = R, ,a dla funkcji f z Przykladu 3.3.2:

imf={becRy:3a€Z b=2%}.

Obecnie podamy twierdzenie, ktére jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na

to, by homomorfizm byt izomorfizmem.

Twierdzenie 3.3.1 Na to, by homomorfizm byl izomorfizmem, potrzeba i wystarcza,

by f(A) = B i by jedro odwzorowania f bylo zbiorem jednoelementowym.

Dowéd. Niech e i e/ oznaczaja elementy neutralne, odpowiednio, grup (A4, D;) i
(B, D3). Z zalozenia mamy: f jest homomorfizmem, takim ze f(A) = B ikerf =
{a}. Aby wykazaé, ze f jest izomorfizmem, nalezy pokazaé, ze jest to odwzorowanie

réznowartosciowe.
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Przypusémy, ze tak nie jest, to znaczy istnieja elementy ai,as, a1 # a2, takie ze

D;(f(a1),f(a3))=¢"

Z wlasnoéci homomorfizmu i z faktu, ze jadro jest jednoelementowe, wynika, ze
réwnosé powyzsza jest rtGwnowazna nastepujacemu faktowi: istnieje dokladnie jeden

element e’ € B, taki ze:
[D2(f(a1), f(a3)) = €'] & [f (D1 (a1,03)) = €'] & [D1(a1,03) = ] & (a1 = a2).

Konicowa réwnosé jest sprzeczna z przyjetym zalozeniem, zatem twierdzenie jest praw-
dziwe.
Wykazane twierdzenie jest bardzo wygodnym kryterium badania homomorfizméw,

uzywanym w wielu zadaniach i zagadnieniach.

Przyklad 3.3.5 Niech G bedzie zbiorem przeksztalceri f zbioru R na siebie postaci:
f(z)=az+bdlazeRR, gdziea #0.
1. Wykazaé, ze (G, o) jest grupg, jezeli dzialanie o oznacza skladanie przeksztatcen.
2. Pokazaé, ze odwzorowanie h przyporzgdkowujgce przeksztalceniu f liczbe a jest
homomorfizmem grupy (G, o) w grupe (R\ {0}, ) .

3. Wyznaczyé jedro tego homomorfizmu.

Ad 1. Wiadomo, ze skladanie odwzorowan, jezeli jest okreslone, jest laczne (patrz
wnioski z Definicji 1.5.10). Superpozycja odwzorowan postaci f jest zawsze okreslona,
wigc dzialanie o jest laczne. Elementem neutralnym dzialania o w zbiorze G jest
odwzorowanie identycznoéciowe Id(z) = z dla z € R. Rzeczywiscie, z wlasnosci
odwzorowania identycznosciowego, dla kazdego f, mamy (patrz wnioski z Definicji
1.5.11):

Idof = fold = f.
Ponadto Id € G, (a=1,b=0).

Niech f € G, f(z) = az + b, a # 0, z € R. Wyznaczmy inwers dowolnego prze-
ksztalcenia f € G, to znaczy odwzorowanie g € G postaci g(z) = cz+d,c # 0,z € R,
takie by

fog=gof=1Id.
Poniewaz

(fog)(x)=f(9(z))=f(cz+d)=acz+ad+b, z€eR,
(gof)(x)=g(f(z)) =acz+cb+d, z€R,
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wiec aby g bylo inwersem, musi zachodzi¢

ac=1,
ad+b=0,
ch+d=0,
. 1 b .. .
skad otrzymujemy: ¢ = > d= - a # 0, czyli inwersem odwzorowania f, f(z) =

az + b, a # 0 jest odwzorowanie g,
g(z) = %m- —Z dla z € R,
nalezace do G i bedace oczywiscie odwzorowaniem odwrotnym do f.

Zatem para (G, o) jest grupa. Nie jest to grupa abelowa, poniewaz skladanie od-
wzorowan nie jest przemienne.

Ad 2. Mamy pokazaé, ze odwzorowanie h : G — R\ {0}, h(f) = a, gdzie
f(z)=az+b,a#0,zeR, jest homomorfizmem grupy (G, o) w grupe (R\ {0},").
Nalezy zatem pokazaé, ze dla dowolnych przeksztalcen fi, f2 € G, fi (z) = a1z + by,
f2(z) = asz + bs, a1,a2 # 0, z € R, zachodzi:

h(fio f2) = h(f1) - h(f2) = aias.
Istotnie: (f1 o f2) (z) = f1 (f2(2)) = a1 (azz + b2) + by = ajasz + a1bs + by, skad
h(fi0 f2) = a1as.

Ad 3. Poniewaz elementem neutralnym grupy (R\ {0},-) jest liczba 1, wigc
jadrem homomorfizmu h bedzie zbidér tych odwzorowan f, f(z) = ax + b, a # 0,

ktérych obrazem poprzez h jest liczba 1, to znaczy
kerh = {fEG:f(:c)::z:+b, beR}.

Poniewaz nie jest to zbiér jednoelementowy, wigc homomorfizm ten nie jest izomorfi-

zmem.

3.4 Cialo

Definicja 3.4.1 Cialem nazywamy sirukiure algebraiczng (X,®,®) zlozong ze
zbioru X i okreslonych w nim dwdch dzialaii dwuczlonowych wewnetrznych ®, © o
nastepujgcych wlasnosciach: ,

1. Struktura (X, ®) jest grupg przemienng, jej element neutralny nazywamy zerem

ciala i oznaczamy symbolem O.
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2. Struktura (X \ {O},®) jest grupg przemienng, element neutralny dzialania ®
musi byé réiny od O, nazywamy go jednoscia ciala i oznaczamy symbolem 1.
3. Dzialanie ® jest roztgczne wzgledem dzialania @ (przyjmujemy, ze najpierw wy-

konujemy dzialanie ©), to znaczy

Va,bceX (a®b)Oc=aGchboe.

Z definicji tej wynika, ze do zbioru X musza nalezeé co najmniej dwa elemen-
ty:Oi1 L

Dzialanie © nazywamy dzialaniem addytywnym (dodawaniem), invers ele-
mentu a nazywamy elementem przeciwnym elementu a i oznaczamy —a,
dzialanie ® za$ nazywamy dzialaniem multiplikatywnym (mnozeniem), invers
elementu a nazywamy elementem odwrotnym i oznaczamy a~! lub =

Jezeli struktura (X,®,®) jest cialem, w ktérym X jest zbiorem liczbowym,
dzialania @, © za$ sa odpowiednio dodawaniem i mnozeniem liczb, to cialo (X, ®, ®)

nazywamy cialem liczbowym.

Przyklad 3.4.1 Cialami liczbowymi sg np. struktury
(Q,+,-) - gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych ~ cialo liczb wymiernych,
(R, +, ) ~ gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych - cialo liczb rzeczywistych.

Przyklad 3.4.2 Struktura (Z, +,-) - gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych — nie jest

ciatem, poniewas (Z\ {O},-) nie jest grupg (nie wszystkie elementy majg element
odwrotny)

Przyklad 3.4.3 Struktura (X,+,0) - gdzie X jest zbiorem funkcji liniowych postaci
y =az, a € R, natomiast + dodawaniem funkcji, o skladaniem funkcji - jest cialem
(nieliczbowym).

W nastepnym rozdziale podamy przyklad ciala liczbowego bedacego uogdlnieniem
ciala liczb rzeczywistych. Beda oméwione wlasnodci dzialan w tym ciele. Bedzie to
cialo liczb zespolonych.
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3.5 Zadania

Zbadaé wlasnosci dzialania * okreslonego w zbiorze R, (Zad. 3.1-3.6)

3.1l.a*xb:=a+b+ ab. 3.2.axb:=a+b+1.
3.3.axb:=ab—a-—0». 3.4.a*b:=a_2'_b.
3.5.axb:=Ina+1nb. 3.6. axb:=ad.

Zbada¢ wlasnosci dzialania o okreslonego w zbiorze R (Zad. 3.7-3.11)

3.7.z0y:= 12:+y 3.8. zoy:= /22 + 2.

_z '
3.9. zoy:= z3 + 38, 3.10. zoy =z + |yl .

3.11. z oy := arccos z + arccos y.

Zbadaé wlasno$ci dzialania ¢ okre$lonego w zbiorze R’ (Zad. 3.12-3.17)

3.12. (z1,22) 0 (y1,¥2) == (z1y1, Z2y2) -

3.13. (z1,22) ¢ (y1,¥2) := (z1y2, Z211) -

3.14. (z1,z2) o (¥1,y2) == (21,¥2) -

3.15. (z1,22) o (y1,¥2) := (191 — T2y2, T1y2 + Tay1) -
3.16. (z1,z2) o (v1,42) = (z1 + Y1, T2+ ¥2) .

3.17. (z1,22) 0 (y1,¥2) := (1 + Y2, 22+ 1) .

Sprawdzié, czy superpozycja (skladanie funkcji) jest dzialaniem wew-
netrznym w zbiorze A (Zad. 3.18-3.23)

3.18. A - zbidr funkeji liniowych y = az, a € R.

3.19. A - zbiér wszystkich funkcji liniowych y = az + b, a,b € R.

3.20. A - zbiér homografii y = g:—}:—g, a,bc,de R, ad —bc #0.

3.21. A - zbidr tréjmianéw kwadratowych y = az? + bz +¢, a,b,c € R.
3.22. A - zbiér wielomianéw dowolnego stopnia.

3.23. A - zbidr funkcji trygonometrycznych.

Zbadaé wlasno$ci dziatania * okre§lonego w zbiorze zdan (Zad. 3.24-3.27)
3.24. pxq:=pAq. 3.25. pxq:=pVyq.
3.26. pxqg:=p=>gq. 3.27. pxq:=p&q.

W zbiorze dzielnikéw naturalnych liczby 6 okreslamy dzialania *, A w
nastepujacy sposéb: a*xb:= NWW (a,b), alAb:= NWD/(a,b) (Zad. 3.28-3.32)

3.28. Zbadaé wlasnoéci tych dzialan.



3.5 Zadania 85

3.29. Zbada¢, czy dzialanie  jest rozdzielne wzglgdem dzialania A.
3.30. Zbada¢, czy dzialanie A jest rozdzielne wzglgdem dzialania *.
3.31. Zbada¢, czy dzialanie A jest rozdzielne wzgledem dzialania A.

3.32. Zbadaé, czy dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania *.

3.33. Dzialaniu o okreslonemu w zbiorze {a,b,c,d} (i odpowiednio w w zbiorze
{a,b,c,d, f}) odpowiada tabelka:

ollalblc|d]|f

coelp el o [alad]7

a) 55 Tdale b) bllalbld|albd
ccadb’ clelbleld|f
dild{c|b]|a dfjalbld]/ld
fldififld|rf

Czy tak okreslone dzialanie ma element neutralny, a jesli tak, to czy kazdy element

ma element odwrotny, czy dzialanie jest dzialaniem przemiennym?
Zbadaé, czy para (X, ) jest grupa (Zad. 3.34-3.39)

334. X =272, axb:=a+b+2.
3.35.X={:c:a+b\/§:a€Q/\b€Q}, zxy:=z+Yy.
3.36. X =(1,+0), asxb:=ab—a—-b+2.

a+b
337. X =R, axb:= 7

338. X =R, axb:= a+b.
1—ab

3.39. X =R, axb:=+a?+b%

Sprawdzié, czy zbiér X = R? wraz z dzialaniem * jest grupa. Dzialanie *
okreslamy dla dowolnych z,y € X, z = (z1,22), ¥y = (y1, y2) (Zad. 3.40-3.43)

3.40. z xy := (z1y1, T1Y2 + 1) - 341. z+xy:=(z1+y2, 22+ Y1) -
3.42. z %y 1= (T1y1 — T2Y2, T2U1 + T1Y2) - 3.43. z*y := (T2y1, T1Y2) -

Wskazaé najmniejszg podgrupe grupy (Z,+) zawierajaca zbiér X (Zad.
3.44-3.47)

3.44. X = {2}. 3.45. X = {0}.
3.46. X = {0,1}. 3.47. X = {n}, gdzie n € N.

3.48. Wskazaé wszystkie podgrupy grupy (Z, +) .
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Sprawdzié, czy odwzorowanie f grup (Rz, +) , (Rs, +) Jjest homomor-
fizmem. Wyznaczyé jadro tego homomorfizmu (Zad. 3.49-3.52)

3.49. f((z1,22)) = (21,22,0). 3.50. f((z1,22)) = (z1 — zo, 2129, T2 — z1).
3.51. f((z1,22)) = (z1, 21 + T2,221). 3.52. f((z1,22)) = (21 — 22,0,z — z1).

Wskazaé, jezeli istnieje, homomorfizm grupy G w grupe H (Zad.
3.53-3.54)

3.53.G=(Z,+), H=(Q+). 354.G=(R,+), H=(R\{0},).

Wskazaé, ktére z podanych odwzorowarn f: G — G sa homomorfizmami
grupy G = (Z, +) w siebie, ktdre sg izomorfizmami, podaé ich Jadraiobrazy
(Zad. 3.55-3.58)

3.55. f(z) = 3z. 3.56. f(z) = z2.
3.57. f(z) =0. 3.58. f(z) = 2°.

Wskazaé, ktére z podanych odwzorowari f:G — H sa homomorfizmami
grupy G = (R, +) w H = (R, -), ktére sg izomorfizmami, podaé ich jadra i
obrazy (Zad. 3.59-3.60)

3.59. f(z) = €%2. 3.60. f(z) =1+ 10°.

3.61. Wykazaé, ze zbiér M, macierzy kwadratowych, to znaczy wyrazen postaci
[ @ Z } , gdzie a,b,c,d € R, ad # be, jest grupa ze wzgledu na dzialanie mnozenia

¢
ap b ]'[02 bZ]:[ala2+blc2 01b2+bldz]

1 tepujaco:
zdefiniowane nastgpujaco [ o dy s dy craz+dics ciby +dydy

Wskazaé podgrupy grupy M., okreslonej w poprzednim zadaniu, za-
wierajace element A (Zad. 3.62-3.63)

a 0
0 1

3.64. Kiedy podgrupa (G, o) grupy (G, o) jest homomorficzna z (G,0)?

x

3.62.A=[ },an. 3.63.A=[0 2],gdziex,y€R.

Zbadaé czy dane struktury sa cialami (Zad. 3.65-3.70)
3.65. (Q(\/ﬁ) ,+, ), gdzie Q(\/§) = {q eR:g=a+b/2, a,beQ}.
3.66. (Z(V2),+,), gdzie Z (v2) :={geR:qg=a+bv3, a,b e Z}.
3.67. (L, +,0), gdzie L jest zbiorem funkgji liniowych postaci y=az+b, abecR,

+ dodawanie funkcji, o skladanie funkcji.
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ar +b

3.68. (H,+,0), gdzie H jest zbiorem homografii postaci y = pl

ad — be # 0, + dodawanie funkcji, o skladanie funkcji.

a,be,d e R,

3.69. (Zs,*,4\), gdzie X, zbiér dzielnikéw naturalnych liczby n, * okresla najmniej-
sza wspélna wielokrotnoéé, A najwigkszy wspdlny dzielnik.

Wskazaé najmniejsze cialo liczbowe (X,+,-), ktére zawiera zbiér X
(Zad. 3.70-3.72)

3.70. X = {0,1}. 3.71. X ={0,1,2}. 3.72. X ={2,3}.






Rozdzial 4

Dzialania na liczbach
zespolonych

4.1 Liczby zespolone
4.1.1 Cialo liczb zespolonych
Cialem liczbowym bedacym uogdlnieniem liczb rzeczywistych jest cialo liczb zespolo-

nych, ktére definiujemy nastepujaco:

Definicja 4.1.1 Niech C = R x R bedzie zbiorem uporzgdkowanych par liczb rze-
czywistych. W zbiorze C wprowadzimy dziatania dodawania @ oraz mnozenia ® w
nastepujgcy sposob:

21 ® 2 = (a,b)® (c,d) :=(a+¢c,b+d),
Va,22€C 21 © 22 = (a,b) © (¢, d) := (ac — bd, ad + be) .

Strukture (C,ﬂ;,@) naezywamy cialem liczb zespolonych ¢ oznaczamy w skrécie

C.

Dzialania @,® nazywamy odpowiednio dodawaniem i mnozeniem w ciele liczb
zespolonych. Latwo sprawdzié, ze sa one przemienne, laczne oraz ze mnozenie jest

rozdzielne wzgledem dodawania. Sprawdzimy, dla przykladu, prawo rozdzielnoéci.

((a,0) ®(c,d)) © (e, )

(a+c,b+d)O (e, f) =

(ae +ce—bf —df,af + cf + be + de) =
(ae —bf,af + be) ® (ce — df,cf + de) =
((a,0) © (e, ) ® ((c,d) © (e, f)) -

89



90 4 Dzialania na liczbach zespolonych

W dalszym ciggu dzialania dodawania i mnozenia w zbiorze C bedziemy oznaczali
odpowiednio: +, -, a tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozumien, symbol mnozenia -
moze byé pomijany. Elementy zbioru C bedziemy nazywaé liczbami zespolonymi,
1 oznaczali najczesciej literami 2z, w, &, €.

Zerem ciata C jest liczba 0 = (0,0), a elementem przeciwnym elemetu z = (a, b)
jest —z = (—a, —-b).

Jednoscia ciala jest liczba 1 = (1,0), a elementem odwrotnym elementu z =

(a,b)¢(0,0)jest%=z‘1=( a4 b )

Dla przykladu pokazemy, jak wyznaczy¢ element odwrotny, to znaczy % dla z =
(a,b).
Niech o= (z,y) . Para ta ma spelniaé réwnosé (a, b)-(z,y) = (1,0) . Wykorzystujac

definicj¢ mnozenia, otrzymujemy uklad réwnan

ar—by=1
br+ay=0"

ktérego rozwigzaniem dla (a,b) # (0,0) jest para

(2,1) = a -b
Y=\ etz )
Podobnie jak dla ciala liczb rzeczywistych, odejmowanie z; — z; okreslamy jako

. . .21, .. 1
dodawanie z; + (—z2), a dzielenie — jako mnozenie 2, - Pl # 0. Zatem
22 2

21— 23 (a,b) = (c,d)=(a—c,b—d),
z1_ (a,b) _ fac+bd bc—ad
z2 (c,d)“(c2+d2’cz+d2 dla z; #0.

Wezmy dwie liczby zespolone postaci 21 = (a,0), z2 = (¢, 0) . Korzystajac z definicji

sumy i iloczynu liczb zespolonych, otrzymujemy:
21+ 22 =(a+¢0),
21 - z2 = (ac,0).
Powyzsze wyniki pozwalaja na to, aby liczbg zespolona (a,0) utozsamiaé z liczbg
rzeczywista a, to znaczy:

YaeR a=(q,0)€C.
Ponadto cialo liczb rzeczywistych zawiera si¢ w ciele liczb zespolonych.
Definicja 4.1.2 Liczbg zespolong z = (0,1) nazywamy jednostka urojong i ozna-

czamy symbolem i, zatem

i:=(0,1).
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Pomnézmy liczbg i przez siebie, to znaczy i = (0,1)- (0,1) = (-1, 0). Stad
=1
4.1.2 Postaé kartezjariska liczby zespolonej
Twierdzenie 4.1.1 Kazdg liczbe zespolong z = (a, b) mozna przedstawié w postaci
z=a+ bi,
gdzie a,b sg liczbami rzeczywistymi, natomiast i jest Jednostkg urojong.
Istotnie, mamy: z = (a,b) = (a,0) + (0,5) = (a,0) + (5,0) - (0,1) = a + bi.

Postaé liczby zespolonej 2z = a + bi nazywamy postacia kartezjariskg. Liczbe a
nazywamy czg$cig rzeczywistg liczby z, liczbe b za$ nazywamy cze$cia urojong

liczby 2. Oznaczamy:
Rez:=a, Imz:=b, abelR,

czytamy odpowiednio: realis z, imaginaris z.

Dzialania takie jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie wykonywane na
liczbach zespolonych danych w postaci kartezjariskiej wykonujemy jak na wyrazeniach
algebraicznych, pamigtajac o tym, ze i2 = —1. Dlatego czesto postaé kartezjariska
nazywamy postacig algebraiczng liczby zespolonej.

Wobec tego dla z; = a + b, 22 = ¢ + id otrzymujemy

zitze = (a+e)+ (b+d)i,
z1z2 = (ac— bd) + (ad + be)s,

-z = —a-bi
zi—zz = (a—c)+(b—d)i
1 a b .
z a2+b2+a2+bzz’z¢0’
21 _ ac+bd cb—ad,
Z = cz+d2+cz+d21,22¢0.

Definicja 4.1.3 Liczba sprzezong do liczby z = a + bi nazywamy liczbe
Z=a- bi.

Liczby zespolone z i Z nazywamy liczbami sprzezonymi.
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Dla liczb sprzezonych, jezeli z = a + b7, sa sluszne zaleznosci:

z24+Z = 2a=2Rez,
z—Z = 2bi=2i-Imz,
z-7 = a’+b%
antz = T+,
ZiZ3 = 7173,
(—E_j = z,

(z=%) & =z jest liczbg rzeczywista.

Przyklad 4.1.1 Rozwigzaé uklad réwnan z niewiadomymi zespolonymi z,1 :

(442)z — (2+30)t = 5+4i
(B-i)z + (4+2i)t = 2+6i

Wykorzystujac znane ze szkoly wzory Cramera, mamy:

4492 -2-3i ) _ . _ .
w = 3_j 4_*_21.I=(4+21)(4+2t)—(3—-1)(—2—31)=21+23z,
544i —2—3i ) _ ‘ ' .
W. = 2+ 6i 4+2i|=(5+4')(4+21)—(2+61)(—2—3z)=-—2+44z,
442 5+4i ) ] , ' .
Wi = 3_; 2+6,~|=(4+2z)(2+6z)—(3-1)(5+41)=_23+21,
oraz
W, -2+44i .
z WS oigom L th
L= W -t
T W T 21423

Do rozwiazania tego uktadu réwnan liniowych mozna bylo uzyé innych znanych

metod rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych.

4.1.3 Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Liczba zespolona z zostala zdefiniowana jako para liczb rzeczywistych, z = (a,b),
a,b € R. Mozemy ja zatem utozsamié z punktem na plaszczyznie R%.

Dlugosé r wektora _O-;, laczacego poczatek ukladu z punktem 2z, nazywamy
modulem liczby z i oznaczamy |z|, patrz Rys. 4.1.1. Z Twierdzenia Pitagorasa

wynika:
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|z] = Va? + b2

v4
. . ts s R S z
Kazdy kat ¢ czyniacy zados¢ réwnos- b ;
ciom :
cos(P__a_E’,ez 2|
r el >
o= b Imz a =
LA P Rys. 4.1.1

nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy ¢ = argz. Ten sposréd argumentow
danej liczby z, ktéry spelnia warunek 0 < arg z = o < 27, nazywamy argumentem

gléwnym liczby z i oznaczamy Argz. Zatem
0 < Argz = po < 2m,

argz = po+2mn, neN.

Arg z jest katem nachylenia wektora Oz do osi rzeczywistej.
Z geometryczne] interpretacji modutu i argumentu liczby zespolonej wynika, ze

kazda liczbe zespolona z # 0 mozna przedstawi¢ w postaci
z=r(cosp+ isinyp),

zwanej postacig trygonometryczng liczby zespolone;j.

Dla dowolnych liczb zespolonych z1, 2, sa prawdziwe nastgpujace wlasnosci:

lz1] = lz2] < |21 £ 22| < 21| + 22|,

|z1z2] = |=:llz2l, 2" = 2",
2 @ dla 25 #£0,
22 |z2|

natomiast dla z # 0, z1 # 0, 22 # 0:

arg(2122) = argz +argz: =¢1+ g2,
argz2z” = mnargz=nyp,
argz—: = argz —argz = p1— P2

Podamy, dla przykladu, dowéd wlasnosci okreslajacej argument iloczynu liczb ze-

spolonych. Niech

r1(cos 1 +isingy),

21

273 = ra(cosps+isings).
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Wtedy

z1z2 = 1173 [(cos ¢y cospy — sin ¢, sin p2) + i (sin @y cos g3 + sin g, cos e =

r1r2 [cos (p1 + ¢2) + isin (o1 + p2)],

co koniczy dowéd wlasnosci.

Z podanych wlasnosci wynika ponadto wzér, znany pod nazwa wzoru Moivre’a:
2" = |2|" (cos ny + isin ny). (4.1.1)
Przyklad 4.1.2 Korzystajgc ze wzoru Moivre’a, wyprowadzi¢ wzory okreslajgce
sind3a¢ i cos3a.
Korzystajac ze wzoru Moivre’a, otrzymujemy réwnosé
(cosa + isina)® = cos 3 + isin 3a, (4.1.2)

natomiast stosujac wzér Newtona do dwumianu (cos a + i sin a)?, otrzymujemy:

(cosar+isina)® = cos® o + 3icos? arsina — 3 cos asin® o — isind @ =
" = cos N~ Scosasm a—isin (4.1.3)
= (cos® @ — 3cosasin® &) +i (3 cos? asina — sin ) .
Poréwnujac wzory (4.1.2) i (4.1.3), otraymujemy:

3 2

cos 3o = cos® a — 3 cos a sin® ¢,
3

sin 3a = 3 cos? asin a — sin® a.

Przyklad 4.1.3 Wyznaczyé modut i argument glowny liczby zespolonej z = —2 + 2i.

Wyznaczymy najpierw |z| :

Il = V/(-2)? + 22 = 23,

nast¢pnie argument ¢ :

- =2 _ _ 1
Cosp = 55 = ——
2 1

sin(p:m=75

Zatem argumentem gléwnym jest liczba

=><p=4§7r+21rn,n€N‘

Argz = %w.
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4.1.4 Postaé wykladnicza liczby zespolonej

Warto wspomnie¢, ze dla liczb zespolonych definiuje si¢ nie tylko dodawanie, mnozenie
i potegowanie z wykladnikiem rzeczywistym, ale réwniez inne dzialania, miedzy in-
nymi: potggowanié z podstawa i wykladnikiem zespolonym, logarytm liczby zespolo-
nej.

Blizsze informacje na ten temat mozna znalezé w dowolnym podreczniku zawie-
rajacym wstep do analizy funkcji zmiennej zespolonej.

Przytoczymy jedynie definicje funkcji wykladniczej o podstawie e, gdzie e jest zde-
finiowane warunkiem (2.2.2), to znaczy e = limy oo (1+ )" ~ 2,7183.

Mianowicie:

e’ =exp(z) = " ;= ¢” (cosy + isiny) .

Dzialania na wyrazeniu e’ wykonujemy tak jak na potegach z wykladnikiem rze-

czywistym, np.:
gt gngnn gnmn = €8 (e g,
e*3

W szczegdlnosei, kladac z = iy, otrzymamy
€' = cos p + isin p.
Zatem dla dowolnego z € C, z = |2|(cos ¢ + isin ) mamy
z = |z| €' = |2] exp (ip). (4.1.4)
Wzér (4.1.4) okredla postaé wykladniczg liczby zespolonej.
Przyklad 4.1.4 Zapisaé wzér Moivre’a, wykorzystujgc postaé wykladniczg.

Zalézmy, ze mamy dana liczbe zespolong z w postaci wykladdiczej z = |z] €% i
jednoczednie w postaci trygonometrycznej z = |z| (cosp + isingp).

Potege liczby z wyznaczymy, korzystajac ze wzoru (4.1.1), otrzymujac:
2" = |z|" (cos np + isin nyp),
co po zastosowaniu wzoru (4.1.4) daje
2" = |2|" eimP. (4.1.5)

Wzér (4.1.5) jest réwnowazny wzorowi (4.1.1); jest wykladniczg postacia wzoru Moi-

vre’a.
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Przyklad 4.1.5 Obliczyé: (2 - 2\/31')7 .

Zauwazmy, ze

2-2V3i=4 (cos gﬂ’-l- isin g‘n’) .

Zatem
7 35 35 57 5
— ] = 7 — i Sin — =47 — i1sin — | =
(2 2\/51) 4 (cos 37r+zsm 37r) 4 (cos 3 + isin 3)
1 3
7 — — ._ - 6 — 7
4(2 12)_4 (1 \/Ez).

Przyklad 4.1.6 Znale#é rozwigzania réwnania:
7|z 2 = 64

Szukang liczbg zespolona spelniajaca to réwnanie zapiszemy w postaci wykladniczej:
z = re'?, podobnie prawa strong réwnania, to jest 64i = 64¢'(*/2+27k) k¢ 7,
Podstawiamy do réwnania i otrzymujemy:

re=i® . p2 . p3eidp — 64ei(w/2+21rk)’
rbei2e — 64ei(1r/2+21rk),

skad r = 64 oraz 2p = %+ 2k, k€ Z.

Za.temr:?orazgo:%lubqa: %+1r.
Roéwnanie ma wiec dwa rozwiazania:

21 = 2exp (-}z) , 22 = 2exp (%z + m') .

4.2 Plaszczyzna zespolona

Plaszczyzna z kartezjanskim ukladem wspélrzednych, ktérej punktom zostaly przy-
porzadkowane liczby zespolone, nazywa si¢ plaszczyzng zespolong lub plaszczyz-
ng Gaussa. Os OX utozsamiamy ze zbiorem czesci rzeczywistych, a 0s OY jest obra-
zem zbioru liczb urojonych. Obrazami liczb z 1 —z sa punkty symetryczne wzglgdem

poczatku ukladu, liczb z i Z punkty symetryczne wzgledem osi rzeczywiste;j.

. N ’ _ — » . .
Liczbom z;, z2 mozna przyporzadkowaé wektory Oz;, Oz,. Wéwczas liczbie z; + 29

przyporzadkowujemy wektor bedacy suma wektoréw 52 , O_z; , podobnie réznicy liczb



4.3 Pierwiastkowanie liczb zespolonych 97

— réznicg wektoréw, patrz Rys. 4.2.1a). Zauwazmy, ze dlugoséé wektora odpowia-
dajacego rozmcy zl — 23 jest réwna dlugosci przekatnej réwnolegloboku rozpigtego na
wektorach: 0z1, Ozz, laczacej punkty z; 1 zs.
Stad otrzymujemy, ze |2; — 23| jest liczba okreslajaca odleglo$é punktéw zy, zs.
Zauwazmy ponadto, ze mnozenie dwéch liczb zespolonych ma nastepujaca inter-

pretacje geometryczna: niech
z1 =711 (cosp; +isingy),

23 =12 (cos g + isingy).

Woéwezas liczbie 2123 odpowiada na plaszczyznie zespolonej punkt, ktéry jest obrazem
punktu z; otrzymanym przez zastosowanie obrotu dokola poczatku ukladu o kat ¢,
1 jednokladnosci wzgledem poczatku uktadu w stosunku k = 73 lub odwrotnie: punkt

z3 obracamy o kat ¢; i zmieniamy w stosunku k = ry, Rys. 4.2.1b).

a) b)
v4 oy atz
Z? .. !
2z
; "’z,
-2, ‘i S
Rys. 4.2.1

Szczegdlny praypadek iloczynu, mianowicie mnozenie dowolnego z przez liczbe z; =

cos ¢ + isin ¢ o module |z;| = 1, odpowiada obrotowi punktu z o kat ¢.

Przyklad 4.2.1 Na plaszczyinie zespolonej nakresl zbior punktow spelniajgcych wa-
runek: |z — (24 )| < 3.

Na podstawie interpretacji geometrycznej wyrazenia |z; — z3| wnioskujemy, ze od-
legtos¢ zmiennego punktu P (z) od ustalonego punktu 29 = (2, 1) jest mniejsza od 3.
Zatem szukanym zbiorem jest kolo otwarte K (S,r) = K ((2,1),3).

4.3 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja 4.3.1 Pierwiastkiem zespolonym stopnia n, n € N, z liczby z nazywamy

kazdg liczbe € € C, takg ze €™ = z, i oznaczamy podobnie jak pierwiastek rzeczywisly
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symbolem /z. Zatem
Yz=€ <= & =2

Twierdzenie 4.3.1 Kazda liczba zespolona z, z # 0, ma dokladnie n rdéinych pier-

wiastkdw stopnia n. Pierwiastki te wyrazajg sig¢ wzorem:

Vz =& = V7| (cos 2 +n27rk +isin 2 +n27rk> , (4.3.1)

gdzie k =0,1,2,...,n— 1, a = Arg z, a {/|z| jest rozumiany jako pierwiastek aryl-

metyczny z nieujemnej liczby rzeczywistej.
Dowéd. Niech z = |z| (cos a + isin @) , natomiast
Yz = |/z| (cosp + isinp) = &.
Poniewaz /z = £, wigc z = £€" istad
z= || /z| (cosp + isin o))" = | {‘/El" (cosny + isinngp.)

Z powyizszej réwnosci wynika:

2= |2, Vel =7

oraz
np = « + 2wk, keZ,
2wk
skad ¢ = a—i—L, k€ Z.
Dlak=0,1,2,...,n— 1 otrzymujemy rézne wartosci argumentéw gléwnych liczb

i/z,adlak<0lubk >n, k€ Z, argumenty réznigce si¢ od gléwnych o wielokrotnosé
27.

Istnieje zatem n réznych pierwiastkow stopnia n z liczby zespolonej z. Wszystkie
one maja ten sam modul, leza wige na wspélnym okregu o promieniu {‘/l—z_l , W réwnej
miedzy soba odleglosci katowej WYnoszace] Tzr—, pokrywaja sie z wierzcholkami pew-
nego n-kata foremnego. Na Rys. 4.2.3 sa pokazane pierwiastki z liczby —1, kolejno
stopnia 3, 4, 6.
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y AY
o 8 g,
> > z
gs & N ,'
4 =) - 6 1 Nés

Rys. 4.2.3

Wzér (4.3.1) mozna zapisaé w postaci wykladnicze]

Wz =& = Y|z|exp (i%?w—k), k=0,1,...,n-1.

Przyklad 4.3.1 Znale#é wszystkie rozwigzania réwnania z* + 1 = 0.
Przeksztalcajac réwnanie, otrzymujemy
z=+v/—1.

Oznaczajac przez zz, k = 0,1,2,3, rézne pierwiastki czwartego stopnia liczby —1,

V k k
otrzymujemy: zx = v/—1 =+, 1(cos7r+isin7r)=\‘/T(cosw—*_27r +1.Sin7r+27r )

4 4

Stad
zozcos%+isin—g-=g(l+i),
T+2r . wm42r /2 .
21 = cos ) + isin y = —(=-1+1),
T+4r . w447 }5 .
73 = cos — + isin 2 =—2—(—1—z),
T+6r . w461 V2 .
73 = cos — + ¢sin a =—2——(1—z).

Przyklad 4.3.2 Wykazaé, ze zbidr rozwigzan réwnania 26 —1 = 0 wraz z mnozeniem

stanow: grupe.

Rozwigzania réwnania stanowia zbiér Zg = {20, 21, 22, 23, 24, z5}. Argumenty tych

. . L. . ™ , . .
liczb tworza ciag arytmetyczny o réznicy —, moduly za$ sa réwne i wynosza 1.

3

L . IZ,'ZjIZl,
V11]€{0)172)3)4)5} al'g(zizj):g(i'l'j)'

Jezeli i+ 7 < 6, to oczywiste jest, ze 2izj € Zg, jezelii+j > 6, to g(z +j)= 27r+§k,
k € {0,1,2,3,4,5}, co znaczy, ze zizj € Zs.
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Zatem mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze Zg. Liczba z9 = 14 0¢

jest elementem neutralnym. Inwersem liczby 2z, k =0,1,...,5, jest liczba z¢_.
Przyklad 4.3.3 Wyznaczyé rozwigzania réwnania 2% = 3 — 4i.

Rozwigzaniami s pierwiastki v/3 — 4i. Poniewaz arg (3 — 4i) = ¢ nie jest katem,
ktéry daje sig prosto wyznaczyé ze znanych wartosci sing, wigc nie wykorzystamy
metody pierwiastkowania opartej na postaci trygonometrycznej liczby.

Niech v/3 = 4i = a+1ib, a,b € R. Podnoszac réwnosé obustronnie do drugiej potegi,
otrzymujemy

3 —4i=a? — b? 4 2abi.

Poréwnujac czgdci rzeczywiste 1 urojone prawe]j i lewej strony powyzsze) réwnosci,

a2 -2 =3
2ab = —4 ’

otrzymujemy uklad réwnan:

ktéry ma dwa rozwiazania:

a1=2 (12:—2
{b1=1 lub {bz:-—l

Odpowiedzia w przykladzie sa dwie liczby: 23 =244, 20 = -2 — 4.

4.4 Wielomiany zmiennej zespolonej

Definicja 4.4.1 Wielomianem w dziedzinie zespolonej nazywamy wyrazenie po-

staci:

wy (z)=a0+a12+a222+.‘.+anz",

gdzie wspdtczynniki ag,ay, @z, . .., an sg liczbami zespolonymi, z za§ jest zmienng ze-

spolong. Jeieli a, # 0, to liczbg n € N nazywamy stopniem wielomianu.
Miejscem zerowym wielomianu wy, (z) jest liczba zo, taka ze wy (20) = 0.

Méwimy, ze wielomian wy, (2) jest podzielny przez wielomian v, (2), jezeli istnieje

taki wielomian up (2), m < n, p < n, ze
Wn (2) = vm (2) - Up (2), mn=m+p.

Analogicznie jak w dziedzinie rzeczywistej ma miejsce nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.4.1 Liczba zq jest miejscem zerowym wielomianu w (z) wtedy i tylko

wtedy, gdy jest on podzielny przez dwumian z — zo.

Jezeli wielomian w(z) jest podzielny przez (z — zo)k , ale nie jest podzielny przez

(z— zo)k+1 , to zo nazywamy k-krotnym miejscem zerowym tego wielomianu.

Badanie miejsc zerowych wielomianu ma doniosle znaczenie w algebrze. Jednym z
podstawowych twierdzeri w tym kierunku jest tak zwane Podstawowe Twierdze-
nie Algebry. Ma ono bardzo wiele dowodéw, jednak'zaden nie jest dosé¢ krétki i

elementarny, aby go tu cytowaé, zatem podamy go bez dowodu.

Twierdzenie 4.4.2 (Podstawowe Twierdzenie Algebry) Kazdy wielomian stop-
nia n > 1 o dowolnych wspdtczynnikach zespolonych ma w dziedzinie zespolonej co

najmniej jedno miejsce zerowe.

Nalezy zwrécié uwage, ze analogiczne twierdzenie w dziedzinie rzeczywistej nie
musi byé prawdziwe, np. wielomian w(z) = z? + 4 w dziedzinie rzeczywistej nie ma
miejsc zerowych.

Wielomiany zespolone stanowia zatem istotne uogélnienie wielomianéw rzeczywi-
stych.

Prosta konsekwencja Podstawowego Twierdzenia Algebry jest nastgpujace twier-

dzenie.
Twierdzenie 4.4.3 Kazdy wielomian stopnia n
wy, (2) =ag+aiz+ a2+ ... +a.2", a, #0,
mozna przedstawié w postact
wa(2) =an(z—21)(z—22)-...- (2= 2z),
przy czym niektére z liczb z1, za, ..., 2n mogg byé réwne migdzy sobg.

Dowéd. Z Podstawowego Twierdzenia Algebry, jezeli n > 1, wynika istnienie liczby
21, takiej ze
wy (2) = (2= 21) wn-1(2) .
Jezeli n — 1 > 1, to istnieje liczba z3, dla ktdrej wn—_1(2) = (z = z3) wn—2(z) . Bedzie
wiec

wn (2) = (2 — 21) (2 — 22) wn-2(2) .
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Kontynuujac to postepowanie n razy, otrzymujemy:
wa(2)=(2—21)(z = 22)...(2 — zn) wo (2),

przy czym widag, ze wp (2) = a, dla 2z € C, co koriczy dowéd twierdzenia.

Zalézmy teraz, ze rozpatrujemy wielomian w (z), w ktérym zmienna z jest zespo-
lona, wspélczynniki za$ ag,ay,...,a, sa rzeczywiste. Interesuja nas miejsca zerowe

takiego wielomianu, zaréwno rzeczywiste jak i zespolone.

Twierdzenie 4.4.4 Jezeli liczba zespolona z = x + ity jest miejscem zerowym wie-
lomianuy w(z) = ag + @12 + ... + apn2™ o wspdlczynnikach rzeczywistych, to liczba

zespolona sprzgzona Z = = — iy jest réwniez miejscem zerowym tego wielomianu.

Dowdéd. Z wlasnosci dzialan na liczbach sprzezonych wynika, ze dla ag, ay,...,a, €

R zachodzi réwnosé:
w(Z)=ao+a1Z+ ...+ a,7" = w(z2).

Jezeli wigc liczba zp jest miejscem zerowym wielomianu, to znaczy w(z) = 0, to

w(Z5) = w(z) = 0, co dowodzi, ze Zp jest réwniez miejscem zerowym tego wielo-

mianu.

Whniosek 4.4.1 Kazdy wielomian o wspdlczynnikach rzeczywistych mozna roztozyé w

dziedzinie rzeczywistej na tloczyn czynnikéw co najwyzej drugiego stopnia.

Istotnie, z Podstawowego Twierdzenia Algebry wynika mozliwos¢ rozkladu wielo-
mianu w (z) na czynniki liniowe (z — 2;) . Jezeli z; nie bedzie liczba rzeczywista, to

wraz z czynnikiem (z — zx) wystapi czynnik (z — Zx), a ich iloczyn
(z—2)(z—%) =22 — (2 + Z5) 2 + 2%k = 2% — (2Re2)z + |2

jest wielomianem drugiego stopnia o wspdlczynnikach rzeczywistych i wyrdzniku

ujemnym.
Przyklad 4.4.1 W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé rownanie

4925422 -2:-3=0.
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Sprawdzamy, ze w(l) = 0 i w(—1) = 0. Dokonujac dzielenia wielomianu, otrzy-
mujemy:

2422422 -2:-3=(2-1)(2+1)(2* +22+3).

Pozostaje rozwiazaé¢ réwnanie:

2242243=0. (4.4.1)

Wyrdznik tego rownania A = —8. Zatem VA = /=8 = 2/2i lub /=8 = —2/2i.
Aby otrzymaé pierwiastki tréjmianu (4.4.1), za VA przyjmujemy dowolna (ale tylko
jedna) otrzymana wartoéé i korzystajac ze znanych wzoréw na pierwiastki tréjmianu

kwadratowego, otrzymujemy

z3=12—%2-\/—§3=—1+\/§i, za=—1—2%.

Sa to oczywiscie pierwiastki sprzezone.

Ostatecznie, réwnanie ma cztery pierwiastki:

n=1 zm=-1, zz=-1+V2% 2z24=-1-2i

4.5 Zadania

Wykonaé dzialania na liczbach zespolonych (Zad. 4.1-4.6)

4.1. (143d)(4—5i) + (2— 3) (4 +5i) . 4.2. (1+2i)° — (1-2i)°.

1+5i -
4.3. =0k, 4.4. 2+'+2+3 — 4i.
2
9_1——1 4.6. (2“,) 47118
(1+z) +1 3+1

Przedstawié liczby w postaci trygonometrycznej i wykladniczej (Zad.
4.7-4.15)

1 1
4.7. 1+ /3i. 4.8, — — —=i. 4.9. 2i(1-19).
+V3i 57 (1-1)
4.10. —4. 4.11. 2i. 4.12. 2.
1—i 1 v3\
? . . . .
413. 4.14. (-§ + —2—1) 4.15. (1+iv3) 2i.
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Wykonaé dzialania, stosujgc wzér de Moivre’a (Zad. 4.16-4.19)
. 8
4.16. (1+4)'° = (1+4)°. 4.17. ﬁ(‘_%f_f)l-

(—§+il§)12. 4.19. (%)4

Wykazaé nastepujace wlasnosci liczb zespolonych (Zad. 4.20-4.28)

4.18.

4.20. Re(z1 + 22) = Rez; + Rezp.  4.21. Im(2; +

4.22. |2125| = |21 - |22) - 4.23.

ZL
z2

4.24. arg(z122) = argz; +argzz.  4.25. argft =

4.26. z1 + 20 =71 + Z3.

4.28. |z’ =z - =

22) =Imz; +Imz,.

=|%},22;60.

arg zy — arg z;.

4.27. 712 = 71 - Z3.

Obliczyé i przedstawié w postaci kartezjanskiej pierwiastki (Zad. 4.29-4.37)

4.29. \/—4. 4.30. \/—8:. 4.31. /3= 4i.
4.32. /=15 + 8. 4.33. /=11 + 60:. 4.34. /=8 — 61.
V=4, = Y=4 4.36. 1. 4.37. /—64.

Wyznaczyé warto$é wyrazen (Zad. 4.38-4.44)

4.35.

4.38.

4.41.

4.44.

(1+3i)(1-4d)? (1 +/3)°

Re . 4.39. Im—z-
3+1 (=1+479)
N\ 5
‘ _fi l 4.42. Arg (2—&) )
14iV3 347 i
. 1
|-8 + 15i] - Re =T

(1 _ i)lO
(V3+4)°®
4.43. 3i +2(4 —1)°.

4.40. Im

Przedstawié za pomoca sin z i cos z nastepujace wyrazenia (Zad. 4.45-4.46)

4.45.

cos 3z, sin 3z. -4.46. cos bz, sin 5.

Wyznaczyé wszystkie pierwiastki wielomianu w(z). (Zad. 4.47-4.66)

4.47.
4.49.
4.51.
4.53.
4.55.
4.57.
4.58.

w(z) =22 - (24+4)z+(-1+T7i). 4.48. w(z) =22 — (83— 2i)z + (5 — 57).
w(z) =224+ (1+4)z—-(5+1). 4.50. w(z) =2+ 22— (5—i)z+(2—2).
w(z) = 2% + 6iz — 10. 4.52. w(z) = 22 + (-2 + 2) z — 4.

w(z) =22+ (1+3i)z+4i+4. 4.54. w(z) =22 — 2z +6.

w(z) =23+ 2-322-3. 4.56. w(z) = 23 +42% + 62 + 4.

w(z) = 23 — (1 —6i) 22 — (10 + 61) z + 10.

w(z) =28+ (1+3i)22 = (1+2i) z+5i — 1.
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4.59. w(z) =22+ (+3+49) 22 +32+3—i. 4.60. w(z)=22—22+(3—i)z—-2—2i.

4.61. w(z) = z* — 3022 + 289. 4.62. w(z) =2z — 2224 2.
4.63. w(z) = z* — 622 4+ 25. 4.64. w(z)=2*+(2—4i) 22 +4i - 3.
4.65. w(z) = 25 + (—1+1i) 23 — i. 4.66. 27 +iz% — 28 —i.

Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania (Zad. 4.67-4.74)

4.67. 22 = (1+4)®. 4.68. 23 = 2746, 4.69. 23 = 2%
4.70. 22 = |z, 4.71. 22 = (7). 4.72. 724 = 32.
4.73. (2)° = L (1-9)*. 4.74. 23 = —87.

Zaznaczy¢ na plaszczyZnie zespolonej zbiory punktéw spelmiajgcych
warunki (Zad. 4.75-4.91)

4.75. |z| < 2 A|argz| < % 4.76. |z +5i| < 1ARez > 0.
477 |- (4+3i)| <2 A 2<Imz<4. 478.1<|z+3+1<3.
4.79. |2+ 1-2i] = |z — 24]. 4.80. |z -2| =2z —1].
4.81. |2+ 3i|<3ARez=Imz. 4.82. |z|+z+Z=3.

4.83. |z —1+i =Rez. 4.84. 27+ 2+7=0.

4.85. Rej-_}_: =0. 4.86. Re(2 +2) = ||

4.87. 1< |z 42| <2V0 < argz < g 4.88. |§+3| >1AImz < —2.
4.89. 0 < arg (2%) < % 4.90. arg (—iz*) = ?627&
4.91. 0 < arg (%) < g-/\ Rez =3.

Znajac jeden pierwiastek wielomianu, wyznaczyé pozostale i rozlozyé

ten wielomian na czynniki rzeczywiste nierozkladalne (Zad. 4.92-4.95)

4.92. w(z) = 2% — 823 + 2622 — 4024+ 25, z; = 2 —i.
4.93. w(z) =24 - 222+ 622 - 2245, 2y =1+ 2i.
4.94. w(z) =2* - 623+ 1722 - 242452, 2z, =3+ 2.
4.95. w(z) = 2z* — 623+ 1522 — 182+ 10, z; =1+1i.

Wyznaczyé liczbe z wiedzac, ze dwa kolejne pierwiastki z tej liczby

(pewnego stopnia) wynoszg z; 1 2x41 (Zad. 4.96-4.100)

4.96. zp = 1414, 24 = —1 +1i. 4.97. 2z = =1 —iV/3, zp g1 = 1 — 4V/3.
4.98. zp = 2+ 34, 241 = —2 — 3i. 4.99. z; = 71-5(1+i), z=1(1+4V3).

4.100. z; = exp (i837), zp41 = exp (i3L7).
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Ile réznych miejsc zerowych ma wielomian w(z) (Zad. 4.101-4.103)

4101 w(2) =26 -2t =22 + 1.
4.102. w(z) = 2° + 2v/225 — 82% — 161/2.
4.103. w(z) = M + 210 4 2% 4 22

Niech z, k = 1,2, 3,4, beda pierwiastkami stopnia 4 z liczby 1. Zaznaczy¢
w ukladzie wspélrzednych wskazane punkty (Zad. 4.104-4.106)

4104, we = 2+izp. 4.105. wp = 2z, 4.106. wg = 2+ + (1 + ) 2.

Zaznaczyé w ukladzie wspétrzednych zbiér A= {z€C: |z -1 = |2 - i}
oraz zbiér B (Zad. 4.107-4.109)

4.107.B={w€C:w=E.z€A}. 4.108.B={w€C:w=2+z,zEA}.
4.109. B={weC:w=1+2iz, z € A}.

4.110. Niech z bedzie dowolnym punktem plaszczyzny zespolonej oraz ¢ dowolng

liczba, ¢ € (0,27). Zaznaczyé na tej plaszczyinie liczby:
z

144

wy = 2z, We = iz, w3 = €2, wqg = z+1+1, ws = —2e*?z, wg = (1 +19) z, wr =

Rozwiazaé uklad réwnani z dwoma niewiadomymi (Zad. 4.111-4.115)

z+iw=2(1+1) l-d)z+iw=1-3i
4'111'{1'2-{-10:0 ’ 4.112'{(1+i)z+w=3+i
2%+ (B-i)w=3+i hiv =342
ans § NPT, ana Ju-te—
- z+it =2i

22— w+2it=6-—31
4.115. —z+t==-1-2i

z4+iw+it=3+1



Rozdzial 5

Przestrzenie wektorowe

5.1 Przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa, nazywana réwniez przestrzenia wektorowa, jest przykladem struk-
tury algebraicznej bardziej ztozonej niz te omawiane w rozdziale pierwszym.

W teoriach matematycznych rozpatruje si¢ przyklady przestrzeni liniowych zbudo-
wanych nad dowolnymi cialami. Jednak najbardziej uzyteczne sa te, ktére sa zbudo-
wane za pomocyg cial liczbowych, to znaczy ciala liczb rzeczywistych lub ciala liczb
zespolonych. My zajmiemy si¢ przykladami przestrzeni liniowych z zastosowaniem
ciala liczb rzeczywistych.

Definicja 5.1.1 Przestrzenig liniowg lub przestrzenia wektorowa rozpietg nad
cialem R nazywamy strukture algebraiczngV = (V,R, @, @) zlozong ze zbioru V, ciala
R oraz dwéch dzialari - wewngtrznego @ : VxV — V i zewngtrinego® : RxV — V.
Elementy ciala R nazywamy skalarami, elementy zbioru V wektorami i na ogot w
celu odréznienia od skalaréw oznaczamy dodajgc kreske, np. a@.
Dzialania majg nastepujgce wlasnosci:
1. Struktura algebraiczna (V,®) jest grupg przemienng, element neutralny tej grupy
nazywamy zerem przestrzeni i oznaczamy 0.
2. Dzialanie zewngtrzne jest rozdzielne wzgledem dziatania wewnetranego, to znaczy:
VAeR va,beV Ao @ebd)=10a0rob.
B.VApeR YaeV (A+p)0a=X0a0p0d ore: Ao(p0ad)=(\p)od.
4. VaeV 00a=0 i 1lea=a, gdze0il sq, odpowiednio, zerem i jednoscig
ciata R.
5. VAeR Xo0=0.

107
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Przyklad 5.1.1 Niech V = (R* R, ®,0), gdzie
R" = {@=(a1,a,...,an) s €R, i=1,2,...,n}

oraz R jest ciatem liczb rzeczywistych. Dziatania ©,© definiujemy nastepujgco:

EEBB:?_: (c1,€2,.--,¢n), gdziec; =a; +bi, 1 =1,2,...,m,
Aod=d=(d,da,...,dn), gdzie d; = Aa;, 1=1,2,...,n.
Dzialania ,® spetniajg warunki 1-5 definicji przestrzen:, zerem przestrzent V jest

wektor 0 = (0,0,...,0), zatem struktura V = (R*, R, @, ©) jest przestrzenig liniowg.

W przyszlosci, dla wygody, dzialania ©,0 te] przestrzeni oznaczaé¢ bedziemy
krétko: +, -, jednakze musimy pamigtaé, jakich dotycza elementéw; w przypadkach

nie budzacych watpliwosci znak mnozenia mozna réwniez pomijac.

Przyklad 5.1.2 Niech W3 (t) oznacza zbiér wielomiandw rzeczywistych w (t) co

najwyzej trzeciego stopnia, to znaczy
w(t) = ao+a1t+a2t2+a3t3, g eR, i=1,2,3 ¢ eR.

Dzialania @, niech bedg, odpowiednio, dodawaniem wielomiandw ¢ mnozeniem
wielomianu przez liczbg.

Dziatania te spelniajg warunki definicyjne, wigc struktura (W3,R,€B,®) jest prze-
strzenig liniowg. Zerem tej przestrzeni jest wielomian zerowy, to znaczy 0=w(®)=0
dlat e R.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, umawiamy sig, ze W przyszlosci znaki
dzialafi @,® w odniesieniu do tej przestrzeni zastapimy znakami: +, -, a jezeli nie

bedzie prowadzilo to do nieporozumies, to znak mnozenia mozna réwniez opuscié.

5.2 Liniowa zaleznoé¢ i niezaleznos¢ wektorow

Rozwazmy przestrzen liniowa (wektorowa) V nad cialem R i niech @;,us, . .., Ut beda
wektorami tej przestrzeni, natomiast a, az,...,ax skalarami z ciala R.

Definicja 5.2.1 Kombinacja liniowa wektoréw Wy, o, ..., Ux o wspdlczynnikach
ai,as,...,a, a; € R, i=1,2,...,k, nazywamy wektor

U =a1%; +astz + ...+ aglg.
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Definicja 5.2.2 Méwimy, ze wektory Uy, U, ..., U tworzg uklad liniowo zalezny,
jezeli istnieje cigg wspdiczynnikéw ay,as,...,ax, z ktérych nie wszystkie sg zerami,
takich se kombinacja liniowa a3%; + az¥z + ...+ arUy jest wektorem zerowym, to

znaczy:
k k
Soa@ =0, Y af>0 (5.2.1)
i=1 i=1
Uklad wektoréw nazywa si¢ liniowo niezalezny, gdy nie jest liniowo zalezny.

Niezaleznosé¢ liniowa oznacza, ze

k
Za,u,—ﬁ = a=ay=...=a;=0
1=
Definicja 5.2.3 Jezeli wektor U jest kombinacjg liniowg wektoréw Uy, Uy, . . ., U, 1o
mowi sig, ze U zalezy liniowo od Uy, Uy, ..., Ug.
Twierdzenie 5.2.1 Na to, aby uklad wektordw Uy, U, ..., U byl liniowo zalezny,

potrzeba i wystarcza, by jeden sposrdd nich byt liniowo zalezny od pozostalych.

Dowéd. Istotnie, niech wektory @y, ..., U tworzg uklad liniowo zalezny, to

zZnaczy Zf_:l a;W; = 0 i nie wszystkie a; sa zerami. Jezeli np. a; # 0, to otrzymujemy

—az__ —ag__ —Qg __
1 = — U+ —uz+...+ —U,
a a ai

|

co $wiadczy, ze U zalezy od Ua, U3, ..., Uk.

I odwrotnie, niech Ty zalezy od pozostalych. Wéwczas zachodzi zwigzek:
Uy = a1 + a2l + ... + ak—1Uk—-1
z odpowiednio dobranymi wspdtczynnikami. Pociaga to za soba
a1 + @ty + . .. + Gp—1Tp—1 + axUx =0, ax = —1,
co $wiadezy o tym, ze uklad Ui, Ua, ..., Uk jest zalezny.
Przyklad 5.2.1 Zbadaé liniowg zaleino$é wektoréw vy,72,v3 € Ra, gdzie

7 =(1,2,3),72 = (3,2,1),73 = (4,4,5).
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Jezeli a1y + ag¥s + a3®s = (a1 + 3az + 4as, 2a; + 2a2 + 4a3,3a; + az + 5az) = 0,
to

a; + 3a2 4+ 4az3 = 0
2¢, 4+ 2a, + 4az3 = 0
3a; + a; + bdaz = 0

Uklad réwnari ma jedyne rozwiazanie a; = ay = az = 0, co $wiadezy o tym, ze

wektory T, U2, Vs sa liniowo niezalezne.

Przyklad 5.2.2 Zbadaé liniowg zaleinosé wielomiandyw

2

w1=1, w2=t, ’U)3=t, ‘ll)4=t3

z przestrzeni opisanej w Przykladzie 5.1.2.
Wielomiany te tworza uklad liniowo niezalezny, gdyz wielomian
a1w; + aaws + azws + agwg = a1 + ast +ast® + aqt®, a; €R, i=1,2,3,4,
jest wielomianem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy a; =as =a3 =as = 0.

Wypowiemy kilka twierdzen dotyczacych zaleznosci ukladu wektoréw. Twierdzenia
te méwia o faktach intuicyjnie oczywistych, dowody sa proste, pomijamy je, pozosta-

wiajac czytelnikowi do przemyslenia.

Twierdzenie 5.2.2 Jezeli podzbidr zbioru wektordw tworzy uklad liniowo zaleziny, to

wlasno$é te ma i sam zbidr wektordw.

Twierdzenie 5.2.3 Kazdy podzbidér zbioru wektordw liniowo niezaleznych tworzy

uklad lintowo niezaleiny.

Twierdzenie 5.2.4 Jezeli wektory Uy, WUs, ..., Uy przesirzeni liniowej tworzg uklad
liniowo niezaleiny, to dla dowolnego wektora v istnieje co najwyzej jeden cigg liczb

rzeczywistych ay,as,...,ax taki, ze
UV=a1u +agts+ ...+ apuy.

Definicja 5.2.4 Przestrzei V nazywa si¢ przestrzenia skoficzenie wymiarowa,
Jezeli istnieje liczba naturalng N taka, Ze kaidy uklad (N + 1) wektordw przestrzeni
jest liniowo zalezny.

Wymiar przestrzeni jest najmniejszg liczbg naturalng N o tej wlasnosci. Ozna-

czamy go dimV = N.
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Przestrzen obejmujaca jedynie wektor 0 jest przestrzenig o wymiarze réwnym 0,

jezeli zad zawiera choé jeden element niezerowy, to jej wymiar nie moze by¢ réwny 0.

Definicja 5.2.5 Baza przestrzeni wekiorowej skoiczenie wymiarowej o wymiarze

n > 1 nazywa si¢ kazdy liniowo niezaleiny uklad n wektoréw przestrzena.

7 Twierdzenia 5.2.4 i z definicji wymiaru przestrzeni wynika nastgpujace twierdze-

nie.

Twierdzenie 5.2.5 Jezieli wektory Uy, U, . . ., Uy, tworzg bazg przestrzeniV, to kazdy
wektor T tej przestrzeni daje si¢ przedstawié jako ich kombinacja liniowa i to doktadnie

na jeden sposéb. Méwimy, ze baza Ui, Uy, . .., Un generuje przestrzen V.

Przyklad 5.2.3 Zbidr liczb zespolonych z dodawaniem liczb zespolonych jako dziala-
niem wewnetrznym i mnozeniem liczby zespolonej przez liczbg rzeczywistg jako dzia-
laniem zewnetrznym jest przesirzenig wektorowg nad ciafem R. Jest to przesirzen
dwuwymiarowa, to znaczy dimC = 2. Ukladem dwdch elementéw przestrzeni C, -

niowo niezaleznym, mogg byé np. liczby 21 =1, z9 = i, gdyz
Va,be R az;+bza=0=a+bi=0=a=b=0.

Mamy réwniez

VzeC 3Fa,b z=az +bz.

Baza n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad cialem R pozwala ustalié od-

. . n . . .« . . . .
wzorowanie przestrzeni V w R". Zadajmy mianowicie w przestrzeni n-wymiarowe]

V baze Uy, s, ..., Un. Dowolny wektor ¥ € V mozna jednoznacznie przedstawié w
postaci:

T=a1T + 882+ ...+ anty, ; €R, i=1,2,...,n.
Przyporzadkowujac wektorowi ¥ ciag (ai1,az,...,an) € R", otrzymujemy odwzoro-

wanie przestrzeni V w R". Oznaczymy je symbolem:
T(ﬁ) = (01,02, .. .,a,,) .

Skalary a;,as,...,a, nazywamy wspélrzednymi wektora v w danej bazie.

Zmiana bazy danej przestrzeni powoduje zmiang wspdlrzgdnych danego wektora 7.
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Dla przestrzeni R” najprostsza baza jest uklad wektoréw, ktére oznaczymy e, ez,

... ,ey, 1 okre§limy nastepujaco:

e = (1,0,...,0),
€2 2(0,1,...,0),
e, =(0,0,...,1).
Baza ej, ey, ..., e, nosi nazwe bazy kanonicznej. Dowolny wektor 7,

7 =(ay,as,...,a,) € R”
daje si¢ przedstawié¢ w postaci:
v =aje; +azez+...+aze,,

zatem dla wektora ¥ = (ay, az, ..., an) liczby a; sa jego wspélrzednymi w bazie kano-

nicznej.

Przyklad 5.2.4 Sprawdzié, czy uklad @ = (1,1,1), @ = (1,1,0), w3 = (1,0,0)

stanow: baze w R®. Wyrazié wektor v = (4,3, 2) jako kombinacje wekiordw tej bazy.
Aby sprawdzié, czy uklad jest baza, zbadamy réwnosé:
a1l + axdy + aztz = 0.

Jest ona réwnowazna ukladowi:

ag + a2 + a3z = 0
a;, + as = 0
ay = 0

majacemu jedyne rozwiazanie a; = az = a3z = 0. gwiadczy to o tym, ze uklad jest
niezalezny. Poniewaz dim R® = 3, wigc uklad %, Uy, 3 stanowi baze.

Wyznaczymy nastepnie rozwiazanie réwnania z niewiadomymi a;, az, a3
a,U; + axUs + azuz =,

ktére sprowadza sie do ukladu:

ay + ay + az3 = 4
a; + a = 3,
ai = 2

skad otrzymujemy: a; =2, a3 =1, a3 = 1.
Wspéirzednymi wektora 7 w zadanej bazie Wy, us, U3 sa liczby 2,1,1, to znaczy
v = 2u, + lus + lus.
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5.3 Przestrzen Euklidesa

Dana jest przestrzen liniowa (wektorowa) V nad cialem R.

Definicja 5.3.1 Jezeli kazdej parze wektoréw T,y z przestrzeni liniowej V nad cialem
R przyporzgdkujemy liczbe rzeczywiste oznaczong symbolem (Z,9), tak by speinione
byly warunki:

- (%,9) = (¥, %) - przemiennosé,

- (a%,7) = a(Z,7), a € R - jednorodnosé,

- (T+7%,2)=(T,2) + (¥,2) - rozdzielnosé¢ wzgledem dodawania,

~ (%,%) > 0 dla dowolnego T, 2 réwnoscig jedynie dla T = 0,
to méwimy, Ze zostat okreslony illoczyn skalarny (Z,y) wektoréw Z, 7.

Przestrzen liniowg wyposazong w takie mnozenie skalarne nazywamy przestrzenia
Euklidesa.

Definicja 5.3.2 Normga wektora Z, kidrg oznaczamy ||Z||, nazywamy liczbe

Izl := V(z,%). (5.3.1)

Jezeli dwa wektory spelniaja réwnosé: (Z,9) = 0, to nazywamy je wektorami
ortogonalnymi.
Rozpatrzymy n-wymiarowg przestrzen liniowa V nad cialem R z baza @, %o, . ..

b

Uy,. Niech T,7 € V. Wéwczas mamy:

T=1zI1U + ToUs + ...+ Tply,,
Y=+ Y282+ ...+ YuUn.

Ciagi (z1,22,...,2n), (¥1,¥2, - - -,Yn) sa wspélrzednymi wektoréw Z,§ w zadanej ba-

zie. Liczba (Z,7) , zdefiniowana nastepujaco:

(Z,9) =z1p + 2292+ ... + Tn¥n, (5.3.2)

spelnia warunki Definicji 5.3.1 iloczynu skalarnego. Przy tym okresleniu iloczynu ska-

larnego norma ||Z|| ma postaé:

(5.3.3)

zalezy wigc od wspélrzednych wektora w zadanej bazie.

A oto najprostsze konsekwencje przyjetej definicji normy wektora.
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1. Dla dowolnych Z,7 :
7+ = |IZII° + 2 (z,9) + I3l (5.3.4)

2. Dla dowolnych 7,7 :
@9 < =151 (5.3.5)

Nieréwnoéé ta jest znana pod nazwg nieréwnosci Schwarza-Buniakowskiego.

3. Jezeli Z,7 sa wektorami ortogonalnymi, to
Iz +911° = 11z|> + |13l1*. (5.3.6)

Zwiazek ten jest dobrze znanym Twierdzeniem Pitagorasa dla dowolnej prze-

strzeni euklidesowej.

Uzasadnienie. Ad 1. Wlasnos$é pierwsza jest bezposrednim wnioskiem z definicji
iloczynu skalarnego i definicji normy.

Ad 2. Niech t bedzie dowolng liczba rzeczywista.

Stosujac (5.3.4), dla wektora {Z + y otrzymamy:

1tz + 9112 = 3|71 + 2t (7, 9) + |17ll*.

Wyrazenie to, poniewaz jest kwadratem normy, przyjmuje wartoéci nieujemne. Z dru-
giej strony jest funkcja kwadratowg zmiennej t € R, wiec wyréznik tego tréjmianu
nie moze byé¢ dodatni. Stad:

4(z,5)° - 4lI=PI19l1° <o,

co koniczy uzasadnienie.
Ad 3. Stosujac wlasnosé (5.3.4), dla wektorow ortogonalnych, dla ktérych
2(Z,7) = 0, otrzymujemy (5.3.6).

Nieréwnos¢ (5.3.5) jest rOwnowazna nieréwnosci podwdjnej:

(iay) —_ N = nY
ERE #0.9#

Pozwala to wnioskowaé, ze istnieje dokladnie jedna liczba 8 € (0, ) taka, ze

cos(,:”ﬁ’_a

z|l - 1igll’
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Liczbg 6 nazywamy katem miedzy wektorami T, Y.

Zwiazek ten zapiszemy w postaci
=, 9) = Izl - I3ll cos 6 (5.3.7)
1 podstawimy do (5.3.4), otrzymamy wéwczas
IZ+311° = |[ZI1* + 2 |[Z]] - 1171l cos 6 + |17|*.
Poniewaz cos 6 < 11 ||Z]|, |[7]| > 0, wiec
12+ 11* < 11z11% + 211zl - 131l + 1711 = (li=l + l1g)*

to znaczy

Iz + 3l < Izl + |17l

Powyisza nieré6wnosé nazywamy prawem tréjkata lub nierdwnoscia tréjkata.

Rozwazmy teraz uklad wektoréw Z1,Ty,..., Ty pewnej przestrzeni liniowej V nad
cialem R.
Uklad wektoréw Z1, %, ..., %, nazywamy ukladem ortogonalnym, jezeli kazde

dwa wektory ukladu sa ortogonalne, to zZnaczy
(f,’,fj) =0 dla i#j.

Jezeli ponadto wszystkie wektory ortogonalne ukladu maja norme réwna 1, to
méwimy, ze uklad jest ortonormalny. Zatem dla wektoréw ukladu ortonormalnego
zachodzi:
o F) =6, —d 08yi#j ..
(13,,17]) —61] - { 1gdyi:] y L) = laz"”ym'
Wprowadzone tutaj wyrazenie 6ij, prayjmujace wartosci 0 lub 1, jest powszechnie

uzywane i nosi nazwe symbolu Kroneckera.

Przyklad 5.3.1 Przykladem ortonormalnego ukladu n wektoréw w przestrzeni R” 2
iloczynem skalarnym zdefiniowanym jak w (5.3.2) s¢ wektory bazowe w bazie kano-

nicznej tej przestrzeni.

Dowolny uklad ortogonalny mozna przeksztalcié¢ w uklad ortonormalny, to znaczy

znormalizowaé go, mnozac kazdy z wektoréw ukladu przez odwrotnosé jego normy.
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Zatem, jezeli uklad wektoréw Ty, Ts,...,Tm jest ukladem ortogonalnym, to uklad
wektorow

Ty I Tm

[zl 11Z0 7 [zl

jest ukladem ortonormalnym.

Przestrzenn Euklidesa utworzona z przestrzeni Rk, k = 2,3, z baza kanoniczna i
iloczynem skalarnym okreslonym jak w (5.3.2), oznaczamy, odpowiednio, £2 lub £3.
Wektorom przestrzeni wektorowej £? lub &% mozna nadaé geometryczna interpre-
tacje, utozsamiajac je z wektorami swobodnymi, odpowiednio, na plaszczyznie lub w
przestrzeni.

W przestrzeni £, n = 1,2,3, norma wektora Z, zaczepionego W poczatku ukladu
wspétrzednych, oznacza dhugosé wektora Z, ktora oznaczamy IZ] .

Dilugoéé wektora swobodnego T € £3 okreslonego przez swoje wspotrzedne (w bazie

kanonicznej), to znaczy T = (21, 2, £3) , Wynosi:
IZ| = V(Z,%) = \/2? + 2} + 3.

Inne pojecia dotyczace wlasnosci wektoréw przestrzeni £2 lub €2, np. kolinearnosé
wektoréw czy dzialania na nich, beda oméwione w dalszej czgsci, w rozdziale: Geo-
metria analityczna w przestrzeni.

Analogicznie okreslamy przestrzen £” dla n > 3, mimo ze wtedy nie istnieje w

naszej wyobrazni bezpoérednia interpretacja geometryczna.

Przyklad 5.3.2 Zbadaj ortonormalnosé wektoréw Ty, To, T3 € E3,

1 1 1 1
T = 1)010 )_ = 0)_)_ 1— = 0)_—_)_ .
Obliczamy: .
Z,,T)=1-04+0-—=+0-—==0,
(ZT1,T2) + \/§+ ﬂl

(z1,Z3) =1-040- (—ﬁ)+0-—\7_§=0,
11

(F2,%3)=0-0+ — ( )+

2 V2T RVR
I51| = \/(.78'1,-1?1) =1,
|52| =V (52)52) = 1)

[Zs| = \/(53,53) =1

Zatem uklad T, T2, T3 jest ukladem ortonormalnym.

=0,

Na zakoriczenie podamy jeszcze przyklad przestrzeni z innym niz w £” iloczynem

skalarnym.
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Przyklad 5.3.3 Niech dana bedzie przestrzed W, (t) wielomiandw rzeczywistych
stopnia co najwysej n, patrz Przyklady: 5.1.2 1 5.2.2. Niech z(t) i y(t) bedg elemen-
tami tej przestrzeni. Wowczas mozemy przyjec, ze iloczyn skalarny tych elementow
jest réwny liczbie

1
/ z (t) y(t) dt.
0

Jezeli czytelnikowi jest znane pojecie calki oznaczonej i jej whasnosci, to z latwoscia
stwierdzi, ze wyrazenie to spelnia warunki (5.3.1) definicji iloczynu skalarnego. Norma
elementu z (t) przestrzeni W, (t) z tak okreslonym iloczynem skalarnym jest liczba
llz ()], gdzie

1
llz (&) = /0 [z (1)) dt.

5.4 Zadania

Zbadaé liniowa zaleznos$é wektoréw Z;,%2,7T3 € R® (Zad. 5.1-5.4)

51.7 =(1,2,3), Z2=(0,-1,2), z3 = (4,2,1).
5.2. % =(3,0,0), Z=(1,-1,0), T3 = (4,2,1).
(
(

5.3.% =(0,—1,-1), T =(0,-1,0), Fz=(-1,-1,0).
54.7, =(4,3,2), T2=(3,2,1), T3=(21,0).

Wiedzgac, ze wektory @,b,¢ sg liniowo niezalezne, zbadaé liniowg nie-
zaleznoéé wektoréw (Zad. 5.5-5.6)

5.5 G=a+b+ec,v=2a—b,5=b—C
56.5=20—3¢,v=a+b,7=a—2C
Zbadaé, czy wektory @i,ds,...,d, tworzg baze przestrzeni liniowej R".

Jesli tak, znaleZé wspéirzedne wektora T w tej bazie (Zad. 5.7-5.10)

5.7.a = (5,-3), a=(2,4), T=(»,-11).

5.8.a =(1,0,1), @=(2,-30), @=(0,52), 7=(323).

59.a =(3,2,2), @=(231), @a=(1,13), z=(5111).

5.10. @ = (2,0,2,4), @& = (1,1,0,2), a3 = (0,0,3,4), @ = (L, 1,L,1), T =
(2,0,-1,0).
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Okredli¢ dla jakich warto$ci parametru k dane uklady wektoréw tworzg
baze w przestrzeni R® (Zad. 5.11-5.14)

5.11. @ =(1,3,1), @ = (k,0,-1), a3= (2,k,0).
5.12.a = (0,k1), @ =(k0,1), @ =(21,0).
5.13. @, :(O,I,k), Eg:(k,o, 1), 53:(1&7,1,1-{-/6).
5.14. @, = (3,0,k), @ =(2k,—1,k), a3=(2, 1,-1).

Zbiér W (t) jest zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego. Wy-
kazaé, ze uklad fi, fo, fs € Wa (1), fi(t) =2, f2(t) = t+3, f3(t) = 2t>+1 tworzy
baze, znaleié wspélrzedne wektora f w tej bazie (Zad. 5.15-5.18)

5.15. f = f(t) =2 - 3t. 5.16. f= f(t) =3t — 1.
5.17. f = f(t) = 4¢2. 5.18. f=f(t)=—2t2 -2t + 1.

Wyznaczyé warto$é wyrazenia (Zad. 5.19-5.21)
5.19. (=2,1,3)0 (1,2, —4)| +]|(=2, 1,3)] - (1,2, ~4)|.
5.20. (@ + 23) ) (26+_5) yJezelid = (1,a,a+1), b = (2¢,-1,a — 1),ae R

s s et
2 Tinas ooy et o= (L vA), b= (1,0).

Sprawdzi¢, czy wektory tworzg uklad ortogonalny (Zad. 5.22-5.23)
5.22. (1,2,-2), (4,-1,1), (0,3,3). 5.23. (3,-2,2), (2,6,3), (—18,-5,1).
Sprawdzié, czy wektory tworzg uklad ortonormalny (Zad. 5.24-5.26)

5.24. (2/3,-2/3,1/3), (v2/2,v2/2,0), (-2/3,+2/3,-1/3).

5.25. (3/5,4/5,0), (—4/5,3/5,0), (0,0,1).
5.26. (1/2,1/2,0), (~1/2,1/2,0), (0,0,1).

Tak dobraé trzeci wektor, aby uklad byt ortogonalny (Zad. 5.27-5.28)
5.27. (1,2,-1), (3,-1,1). 5.28. (a,2,-1), (2, —q,0).

Tak dobraé trzeci wektor, aby uklad by} ortonormalny (Zad. 5.29-5.30)
5.29. (1/3,2/3,2/3), (0,v2/2,—v2/2).  5.30. (1/v/2,0,1/v/2), (0,1,0).

Wiedzgc, ze wektory @,b,¢ tworza uklad ortogonalny, zbadaé ortogo-

nalnoséé ukladu @, 7, w (Zad. 5.31-5.32)

5.31.U=a+b+¢,v=2a-b,T=5b-C.  5.32.u=25-3¢,7=a+b w=a-2c
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Sprawdzié, czy wskazane struktury s3 przestrzeniami nad cialem R (Zad.
5.33-5.36)

5.33. (K,R,+,"), gdzie K jest zbiorem okregéw K (S,r) o érodku w punkcie S i
promieniu r, oraz

K ((z1,31),m) + K ((z2,92) ,72) = K ((z1 + 22,91 + y2) , 71 +72),,

A-K((z,y),r) = K ((Az, Ay), Ar).

5.34. Przestrzen ciagéw zbieznych.
5.35. Przestrzen ciagéw zbieznych do zera.
5.36. (L,R, +,-), gdzie L jest zbiorem prostych L o réwnaniu y = az + b, oraz
Li+Ly=1Ls, Li:y=aiz+by, Ly:y=azx+by, La:y=(a1+az)z+ (bi+bs),
AMLi=Ls, Ly:y=az+b, Ly:y=Aaz+ Ab.

5.37. Poda¢é przykladowa baz¢ w przestrzeni prostych (patrz poprzednie zadanie).
5.38. Niech (RS,R,-}-, ) bedzie przestrzenia wektoréw tréjwymiarowych. Cazy

dzialanie

(a1,az2,a3) 0 (b1,b2,b3) = a1 +az+as+b+by+ b3

jest 1loczynem skalarnym?






Rozdzial 6

Macierze i wyznaczniki

6.1 Macierze, dzialania na macierzach

Prostokatna tablice

ain a2 ain
a a a
A= 21 22 m o
am1 Gm2 ... Qmn
ktérej elementy a;5, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, naleza do ustalonego ciala, nazy-

wamy macierzg o wymiarze m X n. Liczby m, n nazywamy wymiarami macierzy.
Jezeli elementy a;; naleza do ciala liczb rzeczywistych lub zespolonych, to macierz A
nazywamy macierzg liczbowg, rzeczywista lub zespolona.

W rozdziale tym ograniczymy si¢ jedynie do rozpatrywania macierzy liczbowych.

Dla ustalonego i, 1 < ¢ < m, oraz j = 1,2,...,n elementy a;; macierzy A nazy-
wamy elementami i-tego wiersza. Odpowiednio dla ustalonego j, 1 < j < n, oraz
i=1,2,...,m elementy a;; macierzy A nazywamy elementami j-tej kolumny tej
macierzy.

Macierz A o elementach a;; i wymiarach m,n bedziemy oznaczali symbolem
[agj]mx o lub Agn, lub — jesli wczedniej zostanie okreslony wymiar tej macierzy
— symbolem [a;;] . Zbidr wszystkich macierzy o wymiarach m,n oznaczaé bedziemy
M [m,n].

W szczegdlnosci, jezeli m = n, to macierz nazywamy macierzg kwadratowg.
Wtedy liczbe n nazywamy wymiarem macierzy lub stopniem macierzy i zapisujemy
[as;],, ub A,.

Macierzg zerowg nazywamy macierz dowolnego wymiaru zlozona z samych zer,

oznaczamy ja O lub Oy, xn.

121
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Macierzg transponowang macierzy A = [aij],,,,, Dazywamy macierz AT =
(B3], xm » taka ze b;j = aji, to znaczy macierz uzyskang przez zamiang wierszy na
kolumny. Zatem (AT)T =A.
Macierza diagonalng nazywamy macierz kwadratowa A = [a;;], , dla ktérej
{ 0 jezelii # j
a5 = SR T
a;; jezeli i =j
Macierz diagonalna, dla ktérej

0 = Odlai#3j
T 1dlai=j "’

nazywa si¢ macierzg jednostkowg i oznaczamy ja I lub I, to znaczy:

1 0 0
1= 0 1 0
0 0 1

Macierza tréjkatna (gérng lub dolng) nazywamy macierz kwadratowg A =
[aij],, , dla ktdrej
_J 0 jezelii>j _ [0 jezelii<j
%;j ‘{ aij jezeli i< WP % T\ gy jeteli i3 j
Jezeli macierz kwadratowa A = [a;;],, spelnia warunek AT = A, to nazywamy ja

macierzg symetryczna, to znaczy dla dowolnych 4,5 = 1,2,...,7n jest spelniona

r6wnosé a;; = aj;.

W zbiorze M [m,n] macierzy liczbowych okreslimy dzialanie wewngtrzne — doda-
wanie macierzy i dzialanie zewnetrzne — mnozenie macierzy przez liczbg w spos6b
nastepujacy.

Niech A = [a;;] oraz B = [b;;] beda dwoma macierzami o tych samych wymiarach,
A, B € M[m,n].

Definicja 6.1.1 Sumg macierzy A i B nazywamy macierz C = [cij], takg Ze

cj=aij+bij,i=12,....mj=12,...,n 1 piszemy C = A + B.

Definicja 6.1.2 Iloczynem macierzy A = [a;;] przez liczbe A (rzeczywistg lub
zespolong) nazywamy macierz B = [b;;], takg ze bij = Aaij, i = 1,2,...,m, j =

1,2,...,n i piszemy B = MA. W szczegélnodci, gdy A = —1, piszemy B = —A.
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Oczywiscie, A + B € M [m,n] oraz AA € M [m,n].

Dla dowolnych A, B, C € M [m, n] oraz dowolnych liczb A, yu zachodzi:
1. A+ B =B+ A - przemiennoéé dodawania,

2. (A+B)+C=A+(B+C) - lacznosé dodawania,
3. A+ pu)A = AA + pA - rozdzielnoé¢ mnozenia liczby przez macierz wzgledem

dodawania liczb,

4. A(A+B) = M + AB - rodzielno$é¢ mnozenia liczby przez macierz wzgledem

dodawania macierzy,
5. A(pA) = (M) A - lacznoéé mnozenia przez liczbe,
6. (A+B)T = AT + BT, (AA)7 = )AT.

Okreslimy réwniez mnozenie macierzy.

Definicja 6.1.3 Jezeli macierz A = [a;;] € M [m,n] oraz B = [bij] € M [n,k], to
iloczynem AB nazywamy macierz C = [c;;] € M [m, k], takg ze

n

Cij = Zaisbsj = aithyj + @izbaj + ...+ ainbnj, i=1,2,....m,j= 1,2,...k.

s=1

Oznacza to, ze iloczyn AB jest wykonalny, gdy liczba kolumn macierzy A jest
réwna liczbie wierszy macierzy B. Wynik mnozenia Jest macierza, ktérej liczba wierszy
Jest zgodna z liczbg wierszy macierzy A, liczba kolumn zas Jjest réwna liczbie kolumn
macierzy B.

Jak wida¢, mnozenie macierzy na ogdl nie jest przemienne, nawet w przypadku
macierzy kwadratowych.

Przez potege A™ rozumiemy n-krotne mnozenie macierzy kwadratowej A przez
siebie, to znaczy A™ = A"~ 'A oraz dodatkowo A® = 1.

Jezeli macierze A, B, C maja wymiary zezwalajace na wykonanie ponizej opisanych
dzialan, to zachodza réwnosci:
1. A(BC) = (AB)C - laczno$¢ mnozenia,

A(B+C)=AB+AC
"(A+B)C = AC +BC

3. AI=1IA = A - macierz jednostkowa jest elementem neutralnym mnozenia macie-

2

} - rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,

rzy kwadratowych,

4. AO=0A=0.
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Przyklad 6.1.1 Wykonaé wskazane dzialania: 2A—B, A+3(B — A), AC na ma-
cierzach A, B, C, jezeli:

5 0
_[3 0 -1 _[41 o0 _
A‘[zl—z]’ B"[23—1]’C‘ .

Wykonujemy dzialania zgodnie z ich definicjami:

3 0 -1 41 0
2A-B = 2[2 1 —2]“[2 3 —1]—
_ e o 2], [-2-10o]_[2 -1 -2
= 14 2 —4 —2 =3 1|7 |2 -1 =3]|"
3 0 -1 41 0 3 0 -1
A+3(B-4A) = [2 1 2]+3([2 3 —1]‘[2 1 —2])=

_ 3o 1] [3 3 3]_[6 32
= 121 -2 06 3|72 71

Aby lepiej zapamigtaé kolejnosé wykonywanych obliczeri podczas mnozenia dwéch
macierzy, oméwimy schemat mnozenia zawarty w odpowiednie] tabelce.

Dla danych dwéch macierzy: A = [ai5],, ., » B = [bijl,, tworzymy tabelke zawie-

rajaca (m + n) wierszy i (n + p) kolumn, zapisujac w niej elementy danych macierzy
w sposéb wskazany na schemacie:

B
Al AB
Na przyklad:
bn b12 b13
bay bao b33

ayy Qa2 wp © kl wp © kz wp ° k3
asy Q22 wg O k1 w9y O kz wsy O ka
agz; aa2 || wso k1 wg o k2 w3 o k3

Elementem c;j macierzy C = AB jest iloczyn skalarny w; o k; wektoréw: i-wiersza

oraz j-kolumny i znajduje si¢ w tabeli na pozycji i-wiersza macierzy A oraz j-kolumny
macierzy B.
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Przyklad 6.1.2 Wyznaczyé macierz AB, jezeli

2 1
A= [ ‘; (2) g ] , B={3 2
0 -1
Tworzymy tabelke
2 1
3 2
0 -1

24640 —1+4-3
6+0+0 3+0-2

LW =
o N
N W

_ 140
za,temAB_[6 1].

6.2 Wyznacznik macierzy kwadratowej

Przed przystapieniem do zdefiniowania wyznacznika macierzy kwadratowej przypo-
mnijmy, ze przez permutacje zbioru {1,2,...,n} rozumiemy dowolne uporzadko-
wanie elementéw tego zbioru. Jezeli w danej permutacji zamienimy miejscami dwa
elementy, to méwimy, ze dokonaliémy inwersji. Przez N oznaczamy liczbg inwer-
sji potrzebna do przejicia od permutacji naturalnej (gdy liczby s3 uporzadkowane

rosnaco) do danej permutacji.

Przyklad 6.2.1 Rozpatrzymy zbidr {1,2,3,4} oraz jego permutacj¢ 2,4,3,1. Permu-
tacje t¢ mozna uzyskaé przez kolejne inwersje: 1,4; 2,4. Zatem N = 2. T¢ samg per-

mutacje moina uzyskaé réwniez przez inwersje: 2,3; 1,4, 3,1; 3,2. Wowczas N =4.

Uwaga 6.2.1 Liczba inwersji N dla danej permutacji nie jest wyznaczona jedno-
znacznie, jednak wszystkie dopuszczalne wartosci liczby N sg albo parzyste, albo nie-

parzyste.

Wyznacznikiem kwadratowej macierzy liczbowej jest liczba przyporzadkowana
w jednoznaczny sposéb tej macierzy. Oméwimy dwie rézne, oczywidcie réwnowazne

metody wyznaczania tej liczby.

6.2.1 Obliczanie wyznacznika bezposrednio z definicji

Definicja 6.2.1 Dana jest macierz kwadratowe A = [a;;], . Jezeli rozpatrzymy

wszystkie mozliwe permutacje ji,j2,--.,Jn 2bioru {1,2,...,n} i utworzymy iloczyny
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(——l)N @15, *Q2j, " - -+ Qnj,, gdzie N jest liczbg inwersji dla danej permutacji, wéwczas

sumg tych iloczyndw nazywamy wyznacznikiem macierzy i oznaczamy:

a1 ... Qip
det A b |A|, lub

an1 ... Qpp

Wspomniane iloczyny tworzymy, wybierajac z kazdego wiersza tej macierzy po
Jednym elemencie tak, aby zadne dwa nie nalezaly do tej samej kolumny. Otrzymamy

w ten sposéb iloczyn:
a1j, - @253 * - .. Qnj,.

Pierwsze wskazniki elementéw oznaczajace numer wiersza sa uporzadkowane wedlug
rosnacej wartosci, czyli tworza porzadek naturalny, drugie za$ tworza pewna permu-
tacje zbioru: 1,2,...,n.

Zatem:
det A := Z(—I)N @y, - @j, - ... Gnj,,

gdzie znak sumy oznacza sume rozciagnieta na wszystkie mozliwe permutacje
J1,d2y -+, dn 2zbioru {1,2,...,n}.
Elementy, wiersze, kolumny, stopieri macierzy nazywamy odpowiednio elementami,

wierszami, kolumnami, stopniem wyznacznika.

Przyklad 6.2.2 Pokazemy, jak praktycznie stosowaé definicie wyznacznika do wy-

znacznikéw stopni: 1,2,3. Mamy kolejno:

det [a11] = a1,

a;; a2
det = @11a22 — @210:2,
a1 aa

a11 a2 a13
det az1 @G22 Q33 = @11G22a33 + a12@23031 + a13a21032 —
asy asz ass
—@31G22313 — (32423811 — A33021012.

Schemat wyboru elementéw do iloczynéw, ktérych suma tworzy wyznacznik stop-
nia trzeciego, oraz okreslania ich znakéw, uzyty w Przykladzie 6.2.2, nazywa si¢

regulg Sarrusa. Dokladniej okresla go nastepujaca ilustracja:
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+ + +
~ ~ ¥ P4 {V
a ajs )<a13 a1 ay
021> asg @23 ‘121/ aza
/a31 a32>< ag asi asz
- - A RN M

6.2.2 Obliczanie wyznacznika regula Laplace’a

Obliczanie wyznacznika stopnia n > 3 bezposrednio na podstawie definicji jest sprawa
uciazliwa. Oméwimy wigc inna metode pozwalajaca obliczyé wyznacznik stopnia n za
pomoca wyznacznikéw stopnia (n — 1). Metoda ta, zwana regula Laplace’a, wymaga
dodatkowego wprowadzenia nowych pojeé.

Skreslajac w wyznaczniku macierzy kwadratowej A dowolny, np. i-wiersz i dowolna,
np. j-kolumne, otrzymamy wyznacznik stopnia (n — 1), ktéry nazywamy minorem
macierzy kwadratowej i oznaczamy symbolem M;;.

Dopelnieniem algebraicznym elementu a;;, ktére oznaczamy A;;, nazywamy

liczbe otrzymana z pomnozenia minora M;; przez liczbg (—1)i+j , to znaczy:
A,‘j = (—I)H-j Mij.
Pojecie minora macierzy jest uzywane réwniez w odniesieniu do dowolnej macierzy,
niekoniecznie kwadratowej. Jezeli w macierzy prostokatnej A skreslimy pewna liczbg

wierszy i pewna liczbe kolumn, tak zeby elementy nieskreslone utworzyly macierz

kwadratowa M, to wyznacznik det M nazywamy minorem macierzy.

Przyklad 6.2.3 Obliczyé trzy dopetnienia algebraiczne dowolnych elementéw macie-

rzy:
2 1 0
A=13 1 -1
1 4 5
Obliczmy przykladowo dopelnienia algebraiczne elementéw ay1, a2, asa.
1 -1
An=(ED)"T T =m0 =9,
R i B .:—(15—-(——1)):—16,
2 0
Az = (—1)3-"2 1 5 \ = -10.




128 6 Macierze i wyznaczniki

Przyklad 6.2.4 Ile minoréw stopnia k mozna utworzyé z macierzy Apxn, k < n,
k<m?

Sposréd m wierszy wybieramy k na (T) sposob6w, analogicznie wyboru k kolumn
sposréd n dokonujemy na (2) sposobéw. Kazdy wybdr k wierszy laczymy ze wszyst-
kimi wyborami k kolumn, co wyznacza (',’:) . (2) macierzy stopnia k. Zatem macierz
Amxn ma (}) - (}) minoréw stopnia k.

Ponizsze twierdzenie nazywamy Regula Laplace’a rozwiniecia wyznacznika

wedlug elementéw dowolnego wiersza lub kolumny.

Twierdzenie 6.2.1 Wyznacznik det A jest réwny sumie tloczyndw kaidego ele-
mentu dowolnego i-tego wiersza lub j-tej kolumny i odpowiadajgcego temu elementow:

dopelnienia algebraicznego, to znaczy:

n

det A = a1 iy + ai2Aiz + ...+ Gindin = ZaikAik (6.2.1)
k=1
lud N
det A =aj;A;; + agj Az + ...+ anjAn; = Z ay; Agj- (6.2.2)
k=1
Dowdd tego twierdzenia pomijamy.
3 0 2
Przyklad 6.2.5 ObliczyédetA =1 -1 4
0 0 -3
Wybieramy np. druga kolumne i zgodnie z (6.2.2) mamy:
det A = 0-Ayp+(=1) Agp +0 - Agp = —1 - (—=1)**? g _g ' =—(-9)=9
Przyklad 6.2.6 Obliczyé wyznacznik macierzy tréjkginej
aiy Gi2 ... QGipn
detA: 0 agsy ... Qop
0 P | P

Dokonujac rozwinigcia Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny, otrzymujemy

a11 @12 ... Qin az2 @23 ... Qaz2n

0 azz ... Q2 0 ass ... Qs
det A = " l=an "

0 cee ... Gpp 0 cer ee. Qpp

powtarzajac te czynnosé (n — 1)-krotnie, dostajemy

det A = ajiaz ... Apn. (623)
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Definicja 6.2.2 Jezeli wyznacznik danej macierzy kwadratowej jest réwny zeru, to

macierz nazywamy macierzg osobliwg.

Macierz nieosobliwa jest macierzg kwadratowg o wyznaczniku réinym od zera.

Wiasnosci wyznacznikéw:

Wyznacznik macierzy, w ktdrej co najmniej jeden wiersz lub kolumna sklada sie z
samych zer, jest réwny zeru.

Wtasnos¢ ta wynika natychmiast z Twierdzenia Laplace’a, wystarczy rozwinaé wy-

znacznik wedlug wiersza lub kolumny skladajacych sie z samych zer.

. det AT = det A, to znaczy zamiana wierszy na kolumny nie zmienia wartosci wy-

znacznika.

W celu udowodnienia tej wlasnosci wystarczy rozpisa¢ zgodnie z definicja kazdy z
tych wyznacznikéw.

Przestawienie miejscami dwéch wierszy (kolumn) w macierzy powoduje zmiane
znaku wyznacznika.

Istotnie, zmiana taka powoduje zmiang o jeden liczby inwersji w ciagu wskaznikéw,
co zgodnie z definicja wyznacznika zmienia jego znak.

Wyznacznik o dwéch jednakowych wierszach (lub kolumnach) jest réwny zeru.
Jezeli przestawimy w wyznaczniku miejscami dwa jednakowe wiersze (lub ko-

lumny), to wyznacznik nie ulegnie zmianie, a jednoczesnie wlasnosé 3. zapewnia

zmiang znaku, zatem musi by¢ réwny zeru.

- Wspdlny czynnik wszystkich elementéw danego wiersza (lub kolumny) mozna wy-

nies¢ przed znak wyznacznika, to znaczy:

ay a2 ... Qin ay a2 ... Qin
ta;; taia ... taig, |=t-| a1 aj2 ... ain
ani an2 ce. Qpn Ani1 Qpn2 ... Qupn

Aby uzasadni¢ te¢ wlasno$é, wystarczy oba wyznaczniki rozwinaé wedlug i-tego
wiersza.
Wyznacznik, ktérego dwa wiersze (lub kolumny) sg utworzone z elementéw odpo-

wiednio proporcjonalnych, jest réwny zeru.
W celu udowodnienia tej wlasnosci nalezy z jednego z wyréznionych dwéch wier-
szy (kolumn) wyniesé przed wyznacznik wspélezynnik proporcjonalnosci, co uczyni

wyznacznik z dwoma jednakowymi wierszami (kolumnami), a wiec réwny zeru.
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7.

Prawdziwy jest wzor:

ail e ain a1 ... Qin ayy ... Qin

! 1" A " — / ! n" 1"
ay,+ay ... aptan, |=|ay ... oay |[+Hlay o0 ay,
an1 .. Ann Ap1 ... Qpp An1 ... Qnpn

W celu udowodnienia tej wlasnoéci wystarczy rozwinaé metoda Laplace’a wszyst-
kie wyznaczniki wedlug i-wiersza i po lewej stronie réwnosci zastosowaé prawo
rozdzielnosci mnozenia liczb wzgledem dodawania liczb.

Wartosé wyznacznika nie ulegnie zmianie, jezeli do elementéw jednego wiersza (lub
kolumny) dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (lub kolumny), pomnozone

przez dowolng liczbe, to znaczy

ay N A ai QAin
a1 ¢ F Y a;1 :l-.iakl Qin + ;fak,,
(175} coo Qgn B a1 Akn
any ... Qppn ani SN QAnn

Operacje taka zapisujemy umownie w; := w; + twg.

Przedstawiona wlasno$¢ jest konsekwencja dwéch poprzednich i mozna ja uogdlnic,
to znaczy: wyznacznik nie ulegnie zmianie, jezeli do pewnego wiersza (lub kolumny)
dodamy kombinacje liniowa pozostalych wierszy (kolumn).

Suma iloczynéw elementéw pewnego wiersza (lub kolumny) i dopelnien algebraicz-
nych odpowiednich elementéw innego wiersza (innej kolumny) jest réwna zeru, to
zZnaczy:

ajiAix +aziAor + ...+ aniAnr =0
dla ustalonych i,k, i £k, 1<i<n, 1<k<n.

W celu udowodnienia tej wlasnosci rozpatrujemy dwa wyznaczniki:

ay; ... @43 ... @1k ... Q1n
det A =
any1 ... QQui ... QGug ... Qnn
oraz
a; ... @iy ... @13 ... Qi
detA1=

Gnl ... Qpi ... Qupi ... Qun
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réznigce si¢ tym, ze w wyznaczniku det A; w k-tej kolumnie jest powtérzona i-ta
kolumna. Z wlasnosci 4. wynika, ze det A; = 0. Rozwifimy ten wyznacznik wedhug

_k-kolumny. Otrzymamy:
ajiArg + agiAsr + ...+ aniAng =0, (6.2.4)

gdzie Aji, j = 1,2,...,n, sa dopelnieniami algebraicznymi elementéw k-tej ko-
lumny wyznacznika det A;. Poniewaz det A; rézni si¢ od det A tylko k-ta kolum-
ng, wigc Ajr sa réwniez dopelnieniami algebraicznymi k-tej kolumny wyznacznika
det A. Réwnosé (6.2.4) jest wigc trescia wlasnosci.

10. Dla macierzy kwadratowej A stopnia n i dowolnej liczby ¢t € R zachodzi réwnosé
det (tA) =t" det A.

Aby udowodnié, wystarczy n-krotnie zastosowaé wlasnogé 5.

11. Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych tego samego stopnia jest réwny ilo-

czynowi wyznacznikéw tych macierzy, czyli

det (AB) = det A - det B.

Powyisza wlasnos¢ mozna udowodnié, stosujac do obu stron réwnosci definicje

wyznacznika oraz wykonujac wskazane dzialania na macierzach i wyznacznikach.

Z wlasnosci tej wynika, ze wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych tego sa-

mego stopnia nie zalezy od kolejnosci czynnikéw, to znaczy:
det (AB) = det (BA) = det A - det B.

12. Wyznacznik macierzy tréjkatnej jest réwny iloczynowi aj; - as2 - ... - @nn.

Z wlasnosci 8. wynika, ze jesli wiersze (kolumny) macierzy kwadratowej A stop-
nia n potraktujemy jako wektory przestrzeni n-wymiarowej i dla danej macierzy

wektory-wiersze (wektory-kolumny) sg liniowo zaleine, to det A = 0, cayli:
Jag,...,on €ER(qur +.. .+ anwn =0)A(ad +... 4+ a2 £0) = det A =0
lub
Jay,..,an € R (k1 + ...+ ankn =0)A(af+...+ 02 #0) = det A =0,

gdzie w; = (ai1,ai2, ..., ain) lub k; = (ayj,a25,...,a,5),4,j=1,2,...,n.



132 6 Macierze i wyznaczniki

Przyklad 6.2.7 Obliczyé wyznacznik

5 6 7
detA=] 8 9 10 |.
11 12 13

Dwukrotnie wykorzystamy wlasnoéé 8., dokonujac operacji na wierszach
wy = wy + (1) wa,  wai= wa+(—1)ws,

nastepnie stosujac dodatkowo wilasnosé 6., otrzymujemy:

-6 -6 —6
detA=|-3 -3 =3 |=0.
11 12 13

Przyklad 6.2.8 Dla danych macierzy A, B sprawdzi¢ wlasnosé 11.

(2] =3

4 1 18
A]?‘“[12 —3]’ BA"[?, 0]’
detAB=—24,  detBA=—24.

Tak wigc AB # BA, lecz det AB = det BA.

6.3 Rzad macierzy

Definicja 6.3.1 Rzgdem macierzy A, A # O, nazywamy liczbe, kidra jest
najwysiszym stopniem minora sposréd niezerujgcych sig minordw danej macierzy.
Rzgd macierzy oznaczamy: rank A lub r (A), lubrp, lubr [ai;].

Przyjmujemy réwniez r(0) = 0.
Zauwazmy, ze jezeli A =[aij] ., , to 7 (A) < min(m,n).
Przyklad 6.3.1 Okresli¢ rzgd macierzy:

3 2 -1 5
A=I|5 0 4 1|, B=

2 -2 5 -4

OO = W
—-O N O
N DO
O = N
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Poniewa? macierz A jest wymiaru 3 x 4, wigc 7(A) < 3. Z macierzy tej mozemy
utworzyé cztery minory trzeciego stopnia. Jezeli chociaz jeden z nich bedzie rézny od
zera, to r (A) bedzie wynosil trzy. Latwo jednak sprawdzié, ze tak nie jest; wektory
wierszowe sa zalezne, w; — wq + w3 = 0, wigc r (A) < 2. Sposréd (;) (g) minoréw
drugiego stopnia istnieja rézne od zera, np. g ?) , stad 7 (A) = 2.

W celu okreslenia rzedu macierzy B obliczymy det B, stosujac rozwinigcie Laplace’a

wedlug elementéw trzeciego wiersza:

3 0 -2 30 1
detB=4(-1**|1 2 1 |+1(=1)%**"*|1 2 0|=4-19-21=55+#0,
51 0 5 1 —

stad r(B) = 4.

Twierdzenie 6.3.1 Rzgd macierzy nie ulegnie zmianie, jezeli:
1. w danej macierzy zamienimy wiersze na kolumny, to znaczy r(A) =r (AT) ,
2. przestawimy miejscami dowolne wiersze (kolumny) macierzy,
3. wiersze (kolumny) macierzy pomnozymy przez liczbg réing od zera,

4. dowolny wiersz (kolumng) zastgpimy sumg danego wiersza (kolumny) i dowolnej

kombinacji liniowej pozostatych wierszy (kolumn) danej macierzy.

Dowdd twierdzenia jest bezposrednia konsekwencja wlasnosci wyznacznikéw i

przyjetej definicji rzedu macierzy.

Przyklad 6.3.2 Wyznaczyé rzgd macierzy

A=

o O = O
—_ N WO

1 3
0 2
0 0
00
Macierz A jest macierza tréjkatna, ktérej wyznacznik (réwny iloczynowi elementow

przekatnej, wlasnos¢ 12.) jest réwny zeru, zatem r(A) < 3. Zamieniajac ostatnie

kolumny miejscami, otrzymamy

130 0
023 -1
r@)=rig o2 o|=%
001 0

gdyz w otrzymanej macierzy istnieje niezerowy (pogrubiony) minor trzeciego stopnia.
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Uwaga 6.3.1 Rzgd dowolnej macierzy tréjkgtnej jest réwny liczbie niezerowych ele-

metdw w ciggu aji, @as, ..., Gnn.

Przyklad 6.3.3 Wyznaczyé rzgd macierzy A

25 1 1 35
22 -1 2 1 2
A=171 1 1 211
03 2 -1 23

Dokonamy (opierajac si¢ na Twierdzeniu 6.3.1) odpowiednich ”operacji” na wekto-
rach wierszowych, ktére nie zmienia rzgdu macierzy, a jednoczesnie sprowadza macierz
A do macierzy, w ktdrej zawiera si¢ maksymalnie duza macierz tréjkatna. Dokonujemy
najpierw podstawiel wsy := wy — wy; w3 := 2ws — w, (to znaczy najpierw mnozymy
trzeci wektor wierszowy przez 2, a nastepnie do otrzymanego wektora dodajemy wek-
tor —w;). Czynnosci te powoduja, ze w otrzymanej macierzy w pierwszym wektorze
kolumnowym wystepuja zera (z wyjatkiem pierwszego elementu), nastgpnie dokonu-
Jemy podstawienn w3 := w3 — wa; wy = wg + wo, dzieki ktérym otrzymujemy dwa
zera w drugim wektorze kolumnowym. W otrzymanej w ten sposéb macierzy ostatni
wiersz sklada si¢ z samych zer, zatem r (A) < 3. W macierzy tej zawiera sie¢ jednak

macierz tréjkatna o rzedzie wynoszacym trzy, stad

2 5 1 1 3 5
0 -3 -2 1 -2 -3 | _
rA)=rly 3 1 1 5 —3|=
0 3 2 -1 2 3
2 5 11 3 5
o212 3
=Tlo o 30 -3 0T :
0 0 00 0 0

6.4 Macierz odwrotna

Definicja 6.4.1 Jezeli dla danej kwadratowej nieosobliwej macierzy A istnieje ma-
cierz B, taka ze AB = BA = I, to B nazywamy macierza odwrotng do A i

oznaczamy A~'. Tak wiec:

AAT1=A"TA=1
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Twierdzenie 6.4.1 Jezeli macierz kwadratowa A jest macierzg nieosobliwg, to ist-

nieje macierz A~ odwrotna do niej, przy czym zachodzi réwnosé:

Ay Ar .. A T
T v I I (6:41)
Anl AnZ Arm

gdzie A;x oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;x macierzy A.

Dowdéd. Sprawdzimy, ze macierz okreslona wzorem (6.4.1) spelnia definicj¢ macie-

rzy odwrotnej, to znaczy:

An An1
) G141z ... Gin detA 77 detA
AA~l = AU I = [eijlwn
apn1 Qp2 ... Qnpn Aln Ann .
det A 777 detA
A A12 Aln 1 = —
f = Mg A+ 23ga T TG A T detA Z““A“' b
Agy Agg Aap 1
= Agi =
12 Sty A+ 1235 A tA+ .+a lndetA detAZah 2i = 0.

Wszystkie elementy c¢;; = 1, poniewaz wystgpuje w nich rozwinigcie wyznacznika
wedlug i-wiersza, natomiast na podstawie wlasnosci 9. wyznacznikéw okazuje sig, ze
wszystkie a;; dla i # k s3 zerami. Stwierdzamy wigc, ze AA~! = 1. Podobnie mozna

przeliczyé, ze A~1A = I, a zatem twierdzenie jest udowodnione.

7 Twierdzenia 6.4.1 wynika nastepujaca kolejnosé czynnosci wykonywanych pod-
czas wyznaczania macierzy odwrotnej:

1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, to nie istnieje macierz odwrotna.

2. Jezeli det A # 0, to wyznaczamy dopelnienia algebraiczne A;; wszystkich ele-
mentow macierzy.

3. Z dopelnien algebraicznych tworzymy macierz AP, a nastepnie transponujemy ja,

otrzymujac macierz (AP )T

. Otrzymujemy A~1;

. 1
4. Elementy macierzy (A? )T mnozymy przez ———r

Al=

det A ( D)
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Przyklad 6.4.1 Wyznaczyé macierz odwroing macierzy:

3 2 1
A=101 -2 7.
15 0

Macierz A jest nieosobliwa, gdyz det A = 25 # 0. Postepujemy wiec wedlug
oméwionego schematu i otrzymujemy kolejno:

An= ()] -g ’=10, Ap=-2, Aiz=-1,
/421‘:("1)2"'l g é =5, A22=—1, A23=—13,
A31=(—-1)3+1 % _; ’::—-5, Azs = 6, Azz = 3.
10 -2 -1 r 10 5 -5
AP=1 5 -1 -13], (AD)Y' =|-2 -1 6 ]|.
-5 6 3 | -1 -13 3
2 1 -
10 5 -5 ] 5 5
1 T 1 -2 -1 6
Al = (AP) =_{_2 -1 6]: = = 2
det A 25 25 25 25
S S o S R )
25 25 25
Sprawdzamy poprawno$¢ obliczeri, wykonujac mnozenie:
2 1 -1
3 2 1 3 9 9 100
AAT'=1[0 1 -2 =2 2 80101 0.
15 o] % B % 00 1
25 25 25

6.5 Zadania

Wykonaé dzialania na macierzach (Zad. 6.1-6.8)

sa[§ ]-a[3 8] [3 ]2 4]

a b P q a b P q
6'2°[c d]—'g[r s]’[c d][r s]
1 -3 2 3 5 6
63. |3 -4 1 1 2 5 {.
2 -2 3 3 21



6.5 Zadania

64. | 6

6.5. | 0

v L} L}
[ [ [ [
[ I} |
N © oo
|
[SURLS
O = N L )
| [—

_ T
a -1 1 e 1 T a -1
6.8. 3 a | + [ ] 3 a .
a -3 a
| a -1 a -1

Wyznaczy¢ iloczyny macierzy zespolonych (Zad. 6.9-6.11)
3—1 =2 3i 4 1—¢ 1414 2 1
6‘9‘[ 5i 0” 0 5-:‘]' 6'10'[ % —2i][i 2]'
611.[1 & -1 —i|[1 i -1 —i]".
Wykona¢ dzialania na macierzach (Zad. 6.12—6:15)

2 0 -1 2 5 0
A=1]3 -1 01, B=| -3 4 11].
1 0 -2 3 -3 -1

6.12. A’B+2B+B7. 6.13. 3A+2B+AB. 6.14. A3, 6.15. (B —1I)?

Wykonaé wskazane dzialania na macierzach
i 1 -1 1 41
A= 1 -2 0}, B=|:¢ 1 1 (Zad. 6.16-6.19)
-1 0 i 1 —i 1

6.16. A’2B+2B+BT. 6.17.3A+2B+ AB. 6.18. AS3.

137

6.19. (B—1)°.
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Wyznaczyé iloczyn AAT (Zad. 6.20-6.24)

4 113
6.20. A=|3 21 2|. 6.21 A:[?1 i g “(1)].
0 -1 20 -
1 4
: 2 3
622.A=[1 11 1]. 6.23. A=|3
0 -1

6.24.A=[2+i 1 3_1].

4 —1 -2t 0

Wykonaé potegowanie macierzy (Zad. 6.25-6.31)

- 3 - 4

6.25. _z _f] . 6.26. | ¢ }}W ,a,beR.
1 -3 27° T

6.27. 3 -4 2 . 6.28. 0 1 .
| -2 -2 3 L -

6.29 [ cosp —sing " 6.30 1 i ]"

T L sing  cosp | D VA

aj;; dlai=j

6.31. AF jezeli A = [aij],,,,,, gdzie a;j = { 0 dlai#j

Obliczyé wyznaczniki (Zad. 6.32-6.46)

1 -3 2 3 5 6
632.13 —4 1 6.33.|1 2 5

2 -2 3 3 21

5 8 —4 3 2 -2
6.34. {6 9 -1 6.35.{1 0 -5

2 -2 3 3 4 -1

0111 3 -3 -5 8

1011 -3 2 4 -6
6.36. 1101/ 6.37. 9 _5 -7 &

1110 -4 3 5 -6

3 -3 -2 -6 1 2 3 4

2 5 4 6 0 3 41
6.38. 5 5 8 7 6.39. 00 1 2

1 1 0 -1 0 0 0 3

0 0 0 4 10 0 0 O

0 0 4 10 17 00
6.40. 0 4 10 24| 6.41. 2 4 2 0

4 10 24 32 9 2 0 6
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1 2 3 4 1 2 1 -2
2 3 41 -2 0 -1 1
6.42. 3 4 1 9 6.43. 3 _4 1 9
4 1 2 3 4 1 2 -3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 2 3 40 -1 0 3 4 5
644.11 2 3 0 0 6.45. | -1 -2 0 4 5
1 2 000 -1 -2 -3 0 5
10 000 -1 -2 -3 4 0
1 2 -3 0 4
2 0 3 41
6.46. | —3 2 0 10
1 -2 3 1 2
0 0 2 -1 1

Wyznaczyé warto$§é wyznacznikéw stopnia n (Zad. 6.47-6.49)

1 2 3 n 3 2 2
-1 0 3 n 2 3 2
6.47.| -1 -2 0 n 6.48. 2 2 3
-1 -2 -3 0 2 2 2
1 1 1 1
1 2—-z 1 1
6.49. 1 1 3—-z 1
1 1 1 n—z

Zbadaé, dla jakiej wartoéci parametru A macierz A Jjest macierzg nieoso-
bliwa (Zad. 6.50-6.55)

~

3 0 1 4 1 -3 Al
6.50. | -1 X -3 |. 6.51. | 3 -1 =X |. 6.52. | 1 X 1
. A1 0 |1 A -1 1 1 )]
[1-2 2 0 [1-) 2 i A1 ]
6.53. 2 A —=1]. 6.54. 2 A -11]. 6.55. 111
i 0 -1 o0 i i =1 0 i1 A
Zbadaé, dla jakich liczb z € R wyznacznik ma wartosé rzeczywistg (Zad.
6.56-6.59)
o i [ir i
6.56. | -1 = -3 6.57. 1 . .
;0 t ¢ 0 -1
zot 1 -1 0
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-1 0
0 5
-1 -11.
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-5 =10
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Rozdzial 7

Uklady réwnan liniowych

7.1 Podstawowe wiadomosci
Uklad m réwnan liniowych o n niewiadomych zapisujemy w postaci

@1121 + 41222+ -+ A1aZn = by
@21Z1 + G22T2 + - -+ Gop Ty = ba (7.1.1)

An1T] + Am2Z2 4 -+ A Tn = by

Wprowadzajac oznaczenia

an G2 ... Q1n :1 z1
a a ... a 2° z2
A=loln=| 7 0 0|, B= . X= :
Gmi1 Om2 ... Gmn i’m Zn
mozemy uklad (7.1.1) zapisa¢ w réwnowaznej postaci
A-X=B. (7.1.2)

Macierz A nazywamy macierzg wspélezynnikéw, macierz X — macierza nie-
wiadomych lub wektorem niewiadomych, macierz B — macierzg wyrazéw wol-
nych lub wektorem wyrazéw wolnych.

Zapis (7.1.2) nazywamy postacig macierzowg ukladu réwnai liniowych.

3zy 42z = 5
Przyklad 7.1.1 Uklad réwnai liniowych Tx, —4z3 = 3 mozna zapisaé w
Ty -T2 = 0
3 2 5
postaci macierzowej AX =B, gdzieA=| 7 -4 |,X= [ #1 ] , B=13
1 -1 2 0

143
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Rozwigzaniem ukladu (7.1.1) nazywamy kazdy ciag wartosci A1, Az,...,Aq (to
znaczy taki wektor T = (A1, Az, ..., As)), ktdre podstawione w miejsce niewiadomych,
zamieniaja go w uklad tozsamosci.

Zbiorem rozwigzan ukladu (7.1.1) nazywamy zbidr wszystkich wektoréw zi, T,

..., Tk, ktdre sa rozwigzaniami tego ukladu.

Rozpatrzmy dowolny uklad réwnan liniowych. Zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

1. Zbidr rozwiazan jest zbiorem pustym. Uklad taki nazywamy ukladem sprzecz-
nym.

2. Zbiér rozwiazan zawiera dokladnie jeden element. Uklad taki nazywamy ukladem
oznaczonym.

3. Zbiér rozwiazan zawiera nieskonczenie wiele elementéw. Taki uklad nazywamy

ukladem nieoznaczonym.

Jezeli uklad ma rozwiazania, to znaczy jest oznaczony lub nieoznaczony, to

méwimy, ze jest zgodny.

Kazde przeksztalcenie ukladu réwnar, nie zmieniajace zbioru jego rozwiazan, na-
zywamy przeksztalceniem tozsamosciowym.

Do tozsamosciowych przeksztalcen ukladu réwnan liniowych naleza:
1. Zamiana miejscami dwéch dowolnych réwnan.
2. Pomnozenie obu stron dowolnego réwnania przez dowolng liczbe rézna od zera.

3. Dodanie do dowolnego réwnania dowolnej kombinacji liniowej pozostalych réwnan

tego ukladu.

Zauwazmy, ze wymienione przeksztalcenia tozsamosciowe pokrywaja si¢ z prze-
ksztalceniami nie zmieniajacymi rzedu macierzy wykonywanymi na, wierszach tej ma-

cierzy, patrz Twierdzenie 6.3.1.

7.2 Uklad n ré6wnan o n niewiadomych

Dany jest uklad réwnan w postaci (7.1.1). Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem naj-
prostszym, gdy m = n, to znaczy liczba réwnan jest zgodna z liczba niewiadomych.
Wtedy w macierzowej postaci tego ukladu macierz wspdlczynnikéw jest macierza
kwadratowa stopnia réwnego liczbie niewiadomych.

Jezeli macierz A, macierz wspdlczynnikéw, jest macierza nieosobliwa, to ist-

nieje macierz odwrotna A~1. Obie strony macierzowego réwnania liniowego AX =
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B mnozymy lewostronnie przez A~! i otrzymujemy A~'AX = A7!B. Poniewaz
ATAX = IX = X, wiec
X=A"'B. (7.2.1)

Wazér (7.2.1) okreéla rozwigzanie ukladu (7.1.1) w przypadku gdy m = n i macierz
wspdlczynnikéw ukladu jest macierza nieosobliwa.

Uklad réwnan spelniajacy te zalozenia nazywamy ukladem Cramera.

Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n, wraz z mnozeniem ma-
clerzy, stanowi grupe, zatem réwnanie AX = B ma doktadnie je.dno rozwiazanie
okreslone wzorem (7.2.1), patrz Twierdzenie 3.2.1.

Pokazemy, ze rozwiazanie ukladu w postaci macierzy (7.2.1) mozna uzyskaé inng
metoda, mianowicie przez zastosowanie do ukladu réwnan tak zwanych wzoréw Cra-

mera.

Twierdzenie 7.2.1 (Cramera) Jezeli wyznacznik det A macierzy wspdlczynnikow
ukladuy n réwnai liniowych o n niewiadomych jest réziny od zera, to uklad ten ma

dokladnie jedno rozwigzanie okreslone wzorami

_ det A )
P17 GetA
29 = det A2 L
det A ) (7.2.2)
o = det A,
"7 detA
gdzie det Aj, j = 1,2,...,n, s¢ wyznacznikami macierzy uzyskanymi z macierzy A

przez zastgpienie w niej j-tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych.

Wzory (7.2.2) nazywamy wzorami Cramera.

Dowdd. Pokazalismy, ze wektor X = A~!B jest jedynym rozwiazaniem omawia-

nego ukladu. Wykorzystujac metodg wyznaczania macierzy odwrotnej A1, otrzymu-

jemy
[ A An ... Am zl
X = 1 Aya Ass ... Apg ) 2 _
det A
| Ain A2 ... Ann b,
[ A11by + Aarba + -+ Anibn
_ 1 Ajaby + Ay + -+ Anaby
Todet Al o
L Alnbl + A2nb2 +---+ Annbn
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Wynik mozna zapisaé w postaci

Zzy det A1
ZTa 1 det A2

T det A Sl
Ty det A,

gdzie det A; jest wartoScia wyznacznika macierzy rézniacej si¢ od macierzy A je-

dynie j-tg kolumng (stanowi j3 kolumna wyrazéw wolnych),

rozwiniecia tego wyznacznika wedlug elementéw j-tej kolumny.

spos6b rozwiazanie okreslone wzorami (7.2.2).

uzyskana w wyniku

Otrzymujemy w ten

3z, +zy —2z3 = 6
Przyklad 7.2.1 Rozwigzaé uklad réwnai =, -2z, +5z3 = 4 }.
z; Hzo +zz = 8
Obliczamy kolejno wyznaczniki
3 1 -2 6 1 -2
detA=|1 -2 5 |=-23#0, detA; ={4 -2 5 |=—46,
1 1 1 8§ 1 1
3 6 -2 3 16
detA, =1 4 5 |=-92 detAg=|1 -2 4 |[=-—46.
1 8 1 1 1 8
Zatem
—46 -92 —46
$1—-:2—§—2, xz—:—é—3——4, 1?3—_—23—2.

7.3 Badanie ukladu m réwnan o n niewiadomych

Zajmiemy si¢ teraz badaniem ukladu (7.1.1) m

rownan o n niewiadomych, to znaczy

ustaleniem, przy jakich warunkach uklad ten jest zgodny lub sprzeczny.

Utwérzmy dla ukladu (7.1.1) dwie macierze:

Amxn; Unx(n1), Postaci

a1 a2 ain aj; a2 ain b

a a a as a2 a b2
A= | 0 o2 > | U= 1 a2 2n

Gm1  Am2 Amn Gm1 QAm2 @mn  ba

Sa to, odpowiednio, macierz wspdlczynnikéw i tak zwana macierz uzupelniona
(rozszerzona), ktéra powstaje z macierzy A przez dolaczenie kolumny wyrazéw wol-
nych.
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Poniewaz kazdy minor macierzy A jest jednoczesnie minorem macierzy U, wiec

rzedy tych macierzy spelniaja warunek
r(A) <r(U).
Udowodnimy twierdzenie, ktére stanowi kryterium zgodnosci ukladu réwnan linio-

wych.

Twierdzenie 7.3.1 (Kroneckera-Capellego) Uktad réwnasi (7.1.1) ma rozwigza-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy rzgd macierzy wspdiczynnikéw przy niewiadomych jest

réwny rzedowi macierzy uzupelnionej tego ukladu, to znaczy gdy
r(A) =r(U).
Dowdéd. Niech uklad (7.1.1) ma rozwiazanie
1=, Ta=A3, ... Tp=An.
Udowodnimy, ze r (A) = » (U).
Z zalozenia, ze liczby Ay, Ag, ..., A, sa rozwiazaniem ukladu, wynika:

anAdi +appda+ - -t apA =
a21A1 + @222 + - - + asp A = by

@n1A1 + @m2da+ - F Gmn A = b

(7.3.1)

Oznacza to, ze ostatnia kolumna macierzy uzupelnionej U jest kombinacja liniowa
Jjej pozostalych kolumn, zatem faktycznie dodajac do ostatniej kolumny macierzy U
kombinacje liniowa —A1ky — Agky — - - - — Ak, wektoréw kolumnowych, otrzymamy
w nowo powstalej macierzy kolumne zer, zatem r (A) = r(U).

Pozostalo wykazaé, ze jesli r(A) = r(U), to uklad jest zgodny, to znaczy ma
rozwiazanie.

Niech r (A) = r(U) = r. Istnieje wéwczas w macierzy A minor M stopnia r # 0,
nazwiemy go minorem bazowym. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze tworza go ele-

menty macierzy A znajdujace si¢ w pierwszych r wierszach i w pierwszych r kolum-

nach
a;py a2 ... ai
az; a .. a
M=detA=| "2 2 4o
ar1 Gr2 ... Qpp

Uproszczenie takie jest mozliwe, poniewaz mozemy zawsze taka sytuacje uzyskaé,

dokonujac zmiany kolejno$ci réwnan, ewentualnie zmieniajac numeracje zmiennych.
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Niewiadome odpowiadajace minorowi bazowemu nazywamy niewiadomymi bazo-
wymi, pozostale - niewiadomymi swobodnymi. Minorowi odpowiada uklad r
rownan
61121+ a12C2+ -+ @12 + - A1aTa = b
az Ty + anTz + -+ azZr + -+ azaZn = by (7.3.2)
ar1Z1 + araZy + -+ ArpZr + -+ Ay = by
Zgodnie z okresleniem rzedu macierzy, wiersze macierzy uzupelnionej odpowiadajacej
temu ukladowi sa liniowo niezalezne, pozostalych za§ (m — r) wierszy macierzy U
jest odpowiednia kombinacja liniowa poprzednich. Zatem jezeli istnieje rozwiazanie
ukladu (7.3.2), to spelnia ono réwniez pozostalych (m — r) réwnar.
Sa mozliwe przypadki:
1. 7(A)=r(U)=r=n.

Uklad (7.3.2) spelnia zalozenia twierdzenia Cramera i ma dokladnie jedno rozwia-

zanie okreslone wzorami (7.2.2).
2. 7(A)=r(U)=r<n.

W tym przypadku r niewiadomych odpowiadajacych minorowi bazowemu stanowi
niewiadome bazowe, pozostalych (n — r) niewiadomych jest niewiadomymi swobod-
nymi. Réwnania, ktérych wspélczynniki wystepuja w minorze bazowym, sa liniowo
niezalezne, pozostalych za$ (m — r) réwnaii, ktére sa kombinacja liniowa réwnan
bazowych, nie ma wplywu na wyznaczenie rozwiazan ukladu. Sktadniki réwnan
odpowiadajace niewiadomym swobodnym przenosimy na prawa strong réwnan i

otrzymujemy uklad

a1z + a2+ -+ a1, = b1 — 1,41 %r 41 — 0 — G120
a21%1 + azra+ -+ a2y = ba — A2rp1Trg1 — 0 — G2 Ty (7.3.3)
121+ @rata+ -+ Gy = bp — Grpp1Trg1 — - — Grpln

Poniewaz r (A) = r, wigc macierz wspdlczynnikéw jest macierza nieosobliwa i uklad
(7.3.3) ma rozwiazanie w jednoznaczny sposéb zalezne od niewiadomych swobod-

nych.

Poniewaz w przypadku r(A) = r(U) = r < n czesto istnieje kilka réznych nieze-
rowych minoréw stopnia r, utworzonych z macierzy A, wigc istnieje pewna dowolnosé
wyboru minora bazowego, a co za tym idzie - dowolnosé podzialu niewiadomych na
niewiadome bazowe i niewiadome swobodne. Jednak przy kazdym ustalonym podziale

niewiadomych wzory wyrazajace wartosci niewiadomych bazowych sa jednoznacznie
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okreslone poprzez niewiadome swobodne, a zbiér wszystkich rozwiazan jest zawsze
ten sam.

Whiosek 7.3.1 Niech A bedzie macierzg wspélczynnikéw ukladu (7.1.1) a U ma-
cierzg uzupelniong.

1. Jezelir (A) = r(U) = n, to uklad (7.1.1) jest ukladem oznaczonym.

2. Jezelir (A) = r(U) < n, to uklad jest ukladem nicoznaczonym.

3. Jezelir (A) # r(U), to uklad jest ukladem sprzecznym.

Przyklad 7.3.1 Zbadaé i ewentualnie rozwigzaé uklad réwnan.

3z; +2xy 4zz3 424 = 5
1 —2z9 +zy = 3
3z —z3 +2z4 = 4

2z; +Tzo +2z4 = 6

Obliczamy wyznacznik macierzy wspélczynnikéw, czyli macierzy A:

3 2 11
1 -2 01

det A = 0 3 -1 2 =0, stad r(A) < 4.
2 7 0 2

3 2 1
M=|1 -2 0 |=11£0, stad r(A) = 3. (7.3.4)
0 3 -1

Aby okresli¢ rzad macierzy uzupelnionej U, zauwazmy, ze czwarte rownanie jest kom-
binacja liniowa trzech pierwszych, wy = w; — w2+ ws. Wobec tego r (U) = 3. Oznacza
to, ze badany uklad jest ukladem nieoznaczonym. Minor (7.3.4) przyjmujemy jako mi-
nor bazowy 1 uzyskujemy uklad

3zy 42z 4z3 = 5 —24
1 —2z, = 3 —z4 3.
3232 —T3 = 4 —21,‘4

Niewiadoma z4 jest niewiadoma swobodna. Rozwiazanie, przy tym podziale na nie-
wiadome bazowe i1 swobodne, uzyskane za pomoca wzoréw Cramera, ma postacé

-3
T = H 3-—1:4 2 0= l-‘]-.z‘l,
4-2z4 -3 -1
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1 3 5-—-.'24 1
T = m 1 3—z4 01]|=0,
0 4—2z24 -1
1 3 2 b-uxzy4 4— 922,
r3 = 1—1 1 2 3—-1:4 = 11 )
0 -3 4—'2.’64
T4 € R

Przyklad 7.3.2 Zbadaé, dla jakich wartosci parametru a uklad réwnan
3zy +4z3 +azz = 5
2, -2z, +z3 = a
az; +3z2 +zr3 =

Jjest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny.

Obliczamy wyznacznik macierzy wspélczynnikéw

3 1 a
detA=|1 -2 1|=2a"+4a-16=2(a®+2a-38).
a 31

Uklad jest oznaczony, jezeli det A # 0, zatem dla a € R\ {2, -4}.

Jezeli a = 2, to det A = 0, 7 (A) = 2, macierz uzupelniona zas ma posta¢
3 1 2 5
U=|1 -2 1 2{.
2 31 3

Zauwazmy, ze trzeci wiersz tej macierzy jest réznica dwéch pierwszych, zatem r (U) =

r(A) = 2. Oznacza to, ze dla a = 2 uklad jest ukladem nieoznaczonym. Poniewas

wyznacznik ? _; = —7 moze by¢ minorem bazowym, wiec rozpatrujemy uklad
3zy +zy = H-—2x3
Iy —2.’!32 = 2— I3 ’
skad
-1 -1
T = 7(5:1:3— 12), =z = —7——(—1:3-}-1), z3 € R.
Jedli a = —4, to det A = 0, r (A) = 2, macierz uzupelniona zas ma postaé
3 1 -4 5
U= 1 -2 1 —4|.
-4 3 1 3

Minor tej macierzy, obejmujacy jej trzy ostatnie kolumny, jest rézny od zera, wigc
r (U) = 3. Oznacza to, ze dla a = —4 badany uklad réwnai jest sprzeczny.

Ostatecznie mamy:
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- dlam#2im# —4 - uklad jest oznaczony, istnieje dokladnie jedno rozwiazanie,

- dla m = 2 - uklad jest nieoznaczony, istnieje nieskoriczenie wiele rozwiazan

okreslonych przez jedna niewiadoma swobodna,

— dlam = —4 - uklad jest sprzeczny, brak rozwiazan.

7.4 Uklady réwnan liniowych jednorodnych

Uklad réwnan liniowych

1121 + @12Z2 + -+ + @12, =0
42121 + a2y + - + gz, =0

@nm1%1 + AmaZ2+ -+ Az, =0

(7.4.1)

nazywamy ukladem réwnaii liniowych jednorodnych. Zauwazmy, ze taki uklad jest
spelniony przez liczby 1 = 2 = ... = 2, = 0, nie Jest wigc nigdy ukladem sprzecz-
nym. Wymienione rozwigzanie nazywamy rozwiazaniem zerowym lub rozwiazaniem
trywialnym.

Poniewaz kazdy uklad réwnar liniowych jednorodnych ma rozwiazanie zerowe, po-
zostaje do ustalenia jedynie przypadek, kiedy oprécz rozwigzan zerowych istnieja inne,
a wigc niezerowe rozwiazania ukladu (7.4.1).

Odpowiedzig na to pytanie, wynikajaca z Twierdzenia Kroneckera-Capellego, jest

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.4.1 Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia niezerowych
rozwigzan ukladu réwnari liniowych jednorodnych (7.4.1) jest to, aby rzgd r (A) ma-

cierzy wspolczynnikéw przy niewiadomych byl mniejszy od liczby niewiadomych, czyli
r(A) < n.

Z twierdzenia tego wynikaja nastepujace wnioski:
1. Dowolny uklad réwnan liniowych jednorodnych, w ktérym liczba réwnan Jest mniej-

sza od liczby niewiadomych, ma zawsze rozwigzania niezerowe.

2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uklad n réwnan liniowych jed-
norodnych o n niewiadomych mial rozwiazania niezerowe, Jjest zeby wyznacznik

macierzy tego ukladu byl réwny zeru.
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Przyklad 7.4.1 Rozwigzal uklad réwnari

z, +3xz2 —z3 = 0
2z, +zxo —4xz3 = 0 .
X —2.’82 —3.’1:3 = 0
N 1 3 .
Poniewaz det A =0, a M = 9 117 -5, wigc 7(A) = r(U) = 2, to znaczy

ze uklad jest nieoznaczony, ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. Wyznacznik M jest
minorem bazowym odpowiadajacym niewiadomym &1, £2. Otrzymujemy stad

2
Ty = 23,

5 .’L‘3€R.

2
T2 = I3,

5

Jezeli 3 = 0, to réwniez z; = o = 0; jest to rozwiazanie zerowe.

7.5 Zadania

Rozwigzaé za pomocg wzoréw Cramera uklady réwnan (Zad. 7.1-7.16)

. { 2 {

20 —y+z=2
3z +2y+2z2=-2
z—y+z=1

3z+2y+z=5
2c+3y+2z=1
2z +y+3z=11

z+2y+32=6 z—y+2z=2
73.¢ 4z+y+4z=9 7T4.¢ 2c+2y+2z2=35
3z+5y+22=10 z+2y+32=6
2z, — 229 =4 4z, — 3z9+ 623 = 2
7.5. 1 +3z2+23=0 . 7.6. 2r1+xo—23=06
3zg — 223 =T 2z, + 2x9 + 423 =8
5z, —4zy + 423 = -9 3z +4x2+ 523 =5
7.7. 2z, + 2z9 4 203 =12 . 7.8. 1+ 222 +423=0
6z, —zo+ 33 =—-1 2z — 29+ 323=0
o —3z3 4414 = -5 ( 221 + 323 + 1123 + 524 = 2
z1—2x3+ 3r4 = —4 21+ zTo+023+224=1
79\ 33, 422 — 524 = 12 710 3 9z, 4 25 + 323+ 224 = —3
4z, + 329 — 523 =5 L 14 2o+ 323 +424 = -3
( Tey + 920+ 43+ 224 =2 ( 2z1+ 322+ 524 =0
2z —2z9+ 23+ 24=6 Ty -2z, +23=4
7.11. 5z, + 622+ 3x3+ 224 =3 7.12. 4 Zotz3—z4=1
2¢1 + 3z + 23+ 24=0 L 3z, — 223+ x4 = -8
(2 +2y+3z+4t=11 ( 2z —y+z—t=1
20 +3y+4z+t=12 2e—y—3t=2
7.13. 4 3z +4y+z+20=13 ° 7.14. 3z —z+4+t=-3
[ 4z +y+22+3t=14 2z + 2y — 2z + 5t = —6
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z2+y+z+t=0
y+z+t=1
z+2y+32=2
y+2z2+43t=-2

7.15.

4z +3y—2+2t =6
z—t=—-4
y—2z4+2t=6

3z —4t =-12

Sprawdzié, czy nastepujace uklady réwnan majg rozwiazania i jezeli ist-

nieja, wyznaczy¢ je (Zad. 7.17-7.27)

z+y—3z=-1

2r+y—22=1
7.17. T+y+z=3
z+2y—-32=1

22+ Ty+32+4+t=6
3z 4+5y+22+2t =4
9z +4y+24+Tt=2

7.19.

z+y+z=-1
dy+z=-2

2z -3y +52+Tt =1
4z — 6y +224+3t =2
20 —3y—112-15t =1

7.23.

20+ 29 —x3—z4+ x5 =1
Ty —Zy+ 23+ 24— 225=0

26 —-y+32=3
3z+y—52=0
dz—y+2=3

z+3y—132=-6

204+ 2y+3z+2t+u=1
z+y+2t—u=0
TH+y+z+2t=-1

3c+y+2=6
y+z=0
z—y+2:2=5
z4+2z=3
2¢+2y+2=5

20 —y+z4+2t+3u=2
6z —3y+2z+4t4+5u=3
6r—3y+42+8t+13u=9
4 —2y+z+t+2u=1

z—-2y+z4+t—u=0
2c+y—z—t+u=0

7.25. 7.26. <

3z1 + 3z5 — 323 — x4+ 425 =2
4zy + 5z — brg — Sy + Tzs =3

T1+z2—223+324=0
7.27.

T+ Ty—52-5t+bu=0 "~
Jz—y—2z4t—-u=0

e +2y+z=1
z—z=3
7.21.{ 4z +5y—2=6

2z) +4z9 — 4z3 + 1024 — 225 =0 .
3214+ 22, — 623+ Tzs+25=0

Znalezé¢, dwoma metodami, rozwigzanie réwnania macierzowego AX = B
(Zad. 7.28-7.35)

2 3 5 10 ]
728. A=13 7 4|, B=| 3 |.
1 2 2
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(5 2 3 -2
731.A=|2 -2 5|, B= 0 .

[ 3 4 2 10

(1 2 3 6
732.A=|4 14|, B=|9].

[ 3 5 2 5

[1 -2 -3 ] ‘—7}
7.33. A=| 3 1 41, B=| 5 |.

|2 5 1] | 18 |

1 1 1 1] [0 ]

0111 |1
T34 A=| 1 5 5 o | B=| 4

[0 1 2 3] | -2 |

3 00 1 0 ]

-1 32 2 -2
735.A=| ", o7 ol B=|_,

0 -1 0 -2 0

Znalezé rozwigzanie réwnania macierzowego AX = B (Zad. 7.36-7.39)

1 2 1 10 37
7.36. A = 01|, B=lo o 1}.

0 2 -1 |

|

CLODN M= DN = O
[
B N =
I
O W =
[ S———— }

[0 1 1
7.38. A = 01|, B=
110

05
739.A=|1 -1 0|, B
2 -1 1

0
0
1 2 -1
737.A=|3 0 -2}, B
4
0
1
1
4

Il
— e - o
1 ’
e

0 -1
-1 1.
-1 1

Dla jakich wartoéci parametru k € R nastepujgce uklady réwnaii maja

rozwigzania? Wyznaczyé te rozwiazania (Zad. 7.40-7.45)

z+2y+82=-5 z+2y+2=2
7.40. ¢ y+3z=-3 . 741. { z—-6y+2z2=-1.

4r+y+1lz=k 2c+z=k

z—y+3z2=2 z)+2z3—23=3
7.42. z+y+z=2 . 7.43. 2z 4+ 22 +223=2 .

:c+y—z=k 3z, —z9—kx3 =8
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2z) —z3+z3=1 z+?2’z-i-t70

744, o +Tey—4dz3=k . 7.45. ¢ Ytoz=-1=
:c1+2:cz—:c3=2 z+dz—t=-2

y+3it=k
Zbadaé, w zaleznosci od parametru, uklady réwnarn (Zad. 7.46-7.52)

kz+y+z=1 4x+y—-32=5

746. ¢ z+ky+2z=1. 747. ¢ 3z —y—az=1.
zt+y+kz=1 z+ay—2z=13
A+Dz+y+22=2) mz) — 6z + 323 =0

748. ¢ dz+(A-1Dy+z=2X 7.49. ¢ 2z +mzy+23=16 .
3Q+Dz+dy+(A+3)z=5 Ty -2zt z3=1
1+ (m+1)zy=5 z; +pry—z3 =13

7.50. 3y +mzy =12 7.51. =3z +z2+prs=4p .
(m+1)z; +42, =10 4z) + 29— 323 =5

3y —2z3+z3=a
7.52. 5z1 — 823 +9z3 =3
2z + 29 +azxz = —1

Zbadaé, dla jakich wartosci parametru k € R uklad wektoréw g, 5,c € R®
Jest liniowo niezalezny (Zad. 7.53-7.58)

7.53. 3= (1,2,k), b= (k,3,2), = (~1,0,k).
7.54. @ = (1,0,k), b= (0,k,0), 2= (0,0,k).
7.55. @ =(2,k,3), b= (-1,k,2),e=(0,3,7).
7.56. = (1,m,1),b=(m,3,3),c=(3,1,1).
7.57.a= (1,m,0),3=(2,m,0),6= (0,2,m).
7.58. @ =(1,1,5), b= (m,m,0),e = (5,5,-2).

Wykazaé, ze wektory %;, i = 1,2,3,4, 7; € R* (Ra) sg liniowo niezalezne
i przedstawié dany wektor T w postaci kombinacji liniowej tych wektoréw
(Zad. 7.59-7.62)

7.59. w; = (1,1,1), a0 =(1,1,2), u3z =(1,2,3), z=(6,9,14).
7.60. u; = (5,6,5), Uy = (8,11,12), u3= (16,18,10), z= (2,5,12).
7.61. u; = (1, 1,0), @y = (1,0,—1), u3 = (0,-1, 1), z= (—1,—2, 1).

7.62. 4 = (1,1,0,1), W =(0,1,1,0), @ =(0,0,1,1), T =(1,0,0,1), zT=
(3,3,3,3).






Rozdzial 8

Geometria analityczna
w przestrzeni

8.1 Wektory w ukladzie wspéirzednych

W Rozdziale 5. wprowadzilismy pojecie przestrzeni Euklidesa, przyjmujac, ze jest to
przestrzenn wektorowa nad cialem R, w ktérej zdefiniowano iloczyn skalarny dwéch
wektoréw i1 norme wektora.

Obecnie oméwimy szerzej wlasnosci wektoréw przestrzeni £3, to znaczy przestrzeni
Euklidesa utworzonej z przestrzeni R®.

Elementami lub wektorami przestrzeni £3 sa uporzadkowane trdjki liczb rzeczywi-
stych (a;,a2,a3), a; € R, i = 1,2,3. Przestrzen &3 jest przestrzenia trojwymiarowa,
to znaczy dim&3 = 3. Umawiamy sie, 7e baza przestrzeni €3 jest tréjka wektorow
(1,0,0), (0,1,0), (6,0,1), ktére oznaczamy 1i,j,k. Jest to tak zwana baza kano-
niczna. Kazdy wektor @ = (aj,a2,a3) € &3 jest kombinacjg wektoréw i,j,k, to
zZnaczy

a = a1i+ agj + ask.

Liczby ay, as, a3 nazywamy wspélrzednymi wektora @, wektory aii, asj, ask nazy-

wamy skladowymi wektora a.

Definicja 8.1.1 Iloczynem skalarnym w przestrzeni £3 oznaczanym (21',3) lub @-b,
Iub @o b dwdch dowolnych wekioréw @ = (a1, az,as), b = (b1, b, b3) nazywamy liczbe
(patrz wzory (5.3.7), ( 5.3.2)):

(5,3) = aby + azbs + agbs = |a_| IE' cos L (E,E) .

157
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Liczba [a| oznacza dlugosé wektora @ i wynosi

[a] := v/(@,a) = \/a? + a2 + a2.

Wektory i,j,k s parami prostopadle i ponadto [i| = [j| = |k| = 1, tworza wigc
uklad ortonormalny. Jezeli rozpatrzymy je jako wektory zaczepione (o wspSlnym
poczatku) i ponadto, jezeli kazdy z nich bedzie wyznaczat Jjednostke na odpowiedniej
osi liczbowej, to otrzymamy uklad trzech wzajemnie prostopadlych osi liczbowych,
oznaczonych OX, OY, OZ. Tworza one prostokatny uklad wsp6lrzednych, nazywany
ukladem kartezjariiskim. Wektory i, j, k nazywamy wérsorami osi. Wspdlny punkt

tych wektoréw nazywamy poczatkiem ukladu wspéirzednych.

z z

Yy
Rys. 8.1.1 Rys. 8.1.2

Porzadkujac kolejnosé wersoréw 1i,j,k , a zatem osi OX, OY, OZ tak, by ruch
postgpowy Sruby prawoskretnej obracanej od osi OX do osi OY wyznaczal zwrot
osi OZ, otrzymujemy uklad wspélrzednych kartezjanskich zwany ukladem prawo-
skretnym, Rys. 8.1.1. Rys.8.1.2 przedstawia uklad lewoskretny.

Uporzagdkowana tréjka liczb (ay, a3, as) wyznacza jednoznacznie punkt przestrzeni
£3, to znaczy A = (a1,az,a3) € £3. Dlatego geometrycznie interpretujemy wektor
@ = (a1, az, a3) jako wektor odpowiadajacy odcinkowi OA, zaczepiony w punkcie O =
(0,0,0), tj. w poczatku ukladu wspéirzednych, skierowany do punktu A i oznaczany
52, lub OA - gdy nie ma obawy o pomylenie z odcinkiem.

Rodzina wektoréw réwnej dlugosci, majacych ten sam kierunek i ten sam zwrot,
stanowi klasg abstrakeji zwang wektorem swobodnym (patrz Przyklad 1.5.5). Dwa
wektory OA, P, Py, gdzie Py = (z1,y1,21) € €3, Py = (23, Y2, 22) € £3, sa sobie réwne
jako wektory swobodne, to znaczy OA = P, P, jezeli sg okreslone ta sama tréjka

liczb, zatem
(41, 82,83) = (22 — 21,92 — Y1, 22 — 21),

gdyz PiPy = (22— 21,y2 — y1, 22 — 21).
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Oznaczymy przez a, 3,7 miary katéw
skierowanych, jakie niezerowy wektor
@ tworzy z osiami wspélrzednych, Rys.
8.1.3. Cosinusy tych katéw nazywamy
cosinusami kierunkowymi wektora

a. Jezeli @ = (ay, az, aa), to liczby ay,

as, a3 okreslaja wzgledne miary rzutéw
tego wektora odpowiednio na osie OX,

0Y, OZ i stad otrzymujemy: Rys. 8.1.3

a az as

cosa=-—, cosff=+=, cosy= .
lal * la| ’ la|

Cosinusy kierunkowe dowolnego niezerowego wektora @ spelniaja nastgpujaca
réwnosé:

cos?a+cos? B+cosly=1.

Dla uzasadnienia przeprowadzimy proste przeksztalcenia:

2 2 2 2., 2, 2
cos” a + cos” f + cos’ y = (g}_) + (0_2) + (a—a) =IHEE
|al lal |al |a2|

L , . .3 .
Poniewaz przestrzen £3 jest zbudowana na elementach przestrzeni R”, wigc wyko-
rzystujac okreSlenie i wlasnosci dzialari dodawania wektoréw i mnozenia przez liczbg

dla wektoréw przestrzeni R”, n = 3, (patrz Przyklad 5.1.1),.otrzymujemy:

@+b = (ay+by,a2+bs,a3+b3),
-@ = (-—aj,—az,—a3),
da = (/\al , Aag, Aaa) .

Definicja 8.1.2 Jeieli dla danych wektoréw @,b € £3 istnieje liczba k € R, taka ze

@=kb, to wektory @,b nazywamy wektorami kolinearnymi.

Wtedy (@,b) = k(b,b) oraz (a,b) =k |3|2 cos £ (a,b) istad cos £(@,b) = 1. Zatem,
jezeli k > 0, to wektory @, b s3 wektorami réwnoleglymi o zwrotach zgodnych; jezeli
k < 0, to wektory réwnolegle @, b maja przeciwne zwroty. Jezeli |k| = 1, to |a] = m

Z definicji wektoréw kolinearnych wynika, ze zachodza zwiazki

a||b <= a1 = kby, az = kbs, a3 = kbs
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lub réwnowaznie

by by  bs

Oznacza to, ze rzad macierzy A, gdzie A = [ Zl Zz ;713 ], jest réwny 1, to znaczy
1 02 03

r (A) =1.
Méwimy, ze punkt C dzieli wektor AB w stosunku k, k # =1, jezeli:

AC =k -CB.

Réwnosé ta dla A = (z1,41,21), B = (22,¥2,22), C = (Z¢, Ye, 2c) daje zwiazki

zc— 21 = k(22— 2.),
Ye— Y1 =k (y2 — yc),
2c— 21 =k (22 — 2¢),
skad
- _z1+kz,y _ Yy +ky z_21+kzz
c—_———l-i-k , yc—_‘—l_l_k) c—_—l_l_k-
W szczegélnym przypadku, gdy k = 1, punkt C dzieli odcinek AB na polowy,

zatem wspolrzedne punktu S, dzielacego odcinek na polowy, wyraszaja sie wzorami:

z _Tit 2z _ Yty ; _a+tz
s = 9 ) Ys = 9 ) S = ) .
Definicja 8.1.3 Trzy niezerowe wektory
@=(a1,az,a3),  b=(by,bs,b3), €= (c1,c2,03)

nazywamy wektoram: komplanarnymi lub wspélplaszczyznowymi, jezeli s¢ réw-

nolegle do lej samej plaszczyzny.

Twierdzenie 8.1.1 Warunkiem koniecznym i wystarczejgcym komplanarnosci trzech

niezerowych wektordw jest ich lintowa zaleznosé.

Dowdd. Przypusémy, ze wektory sag komplanarne. Poniewaz sa réwnolegle do tej
samej plaszczyzny, wigc jako wektory swobodne moga byé traktowane jako lezace
we wspolnej plaszczyznie. Plaszczyzna jest przestrzenia dwuwymiarowa, zatem kazde
trzy wektory sa w niej liniowo zalezne.

Przypusémy teraz, ze wektory sa liniowo zalezne. Oznacza to, ze istnieja stale

ay, a, ag, nie znikajace jednoczesnie, dla ktérych spelniona jest réwnosé

1@+ azb+ a3t =10, (8.1.1)
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skad, zakladajac, ze a3 # 0, mamy:

Z ostatniej réwnosci wynika, ze wektory @, b, leza we wspdlnej plaszczyZnie, sa wige
komplanarne.

Réwnosé (8.1.1) jest wektorowsg postacia uktadu trzech réwnaii liniowych o niewia-
domych a1, 3, 3. Jest to uklad jednorodny, majacy rozwiazania niezerowe, wiec
wyznacznik macierzy tego ukladu, ktéra to macierz jest macierza utworzona ze
wspélrzgdnych wektoréw, jest réwny zeru. Dlatego Twierdzenie 8.1.1 przyjmie po-
stac:

Twierdzenie 8.1.2 Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym komplanarnosci trzech

wektordw jest zerowanie si¢ wyznacznika ulworzonego ze wspdlrzednych tych wek-

a; az ag
tordw, to znaczy | by by b3 [ =0 .
c1 ¢2 c3

Wnhniosek 8.1.1 Gdy dany jest uktad k wektoréw, k > 3, kiérych wspdoirzedne tworzg
macierz A o wymiarze k x 3, wéwczas:

~ jezelir (A) =1, to kazde dwa wektory ukladu sq kolinearne,

— jezelir (A) = 2, to uklad ten jest komplanarny,

— jezelir (A\) =3, to istniejg trzy wektory niekomplanarne, liniowo niezalesne, a

kazdy z pozostalych mozina jednoznacznie przedstawié jako ich kombinacje liniowg.

Definicja 8.1.4 Iloczynem wektorowym dwdch niezerowych wektoréw @, b, na-
zywamy wektor W okreslony warunkami:
1. [w] = [a] - Igl sin Z (E,E), to znaczy dlugosé wektora W jest réwna liczbie
okreslajgcej pole réwnolegloboku rozpigtego na tych wektorach,
2. kierunek wektora W jest taki, ze W 1 @, w L b,
3. zwrot wektora W jest tak dobrany, by uporzgdkowana tréjka wektoréwa, b, @ two-
rzyla uklad o orientacji 2godnej z prayjetg orientacjg ukladu wspélrzednych, to zna-

czy uklad prawoskreiny.

Hloczyn wektorowy oznaczamy W=a X b.

Gdy co najmniej jeden z wektoréw @,b jest wektorem zerowym, przez iloczyn
wektorowy rozumiemy wektor zerowy. Réwniez jezeli @,b sa wektorami kolinearnymi,

to iloczyn wektorowy jest wektorem zerowym.
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Iloczyn wektorowy ma wlasnosci:

— dgzialanie x jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze wektoréow,

Twierdzenie 8.1.3 Jezeli @ = (a1,a2,a3), b= (b1, b2, b3), to
@ x B = (asbs — azby) i + (asby — arbs)j + (arbs — azby) k.
Dowdéd. Zgodnie z definicja iloczynu wektorowego dostaniemy:
ixi=jxj=kxk=0, ixj=k, kxi=j, jxk=i.
Ponadto, wykorzystujac wlasnosci iloczynu wektorowego, mamy:

W = axb=(arit+asj+ aszk) x (bii+ boj+ bsk) =ab; (ixi)+
+a1bs (i x j) + arbs (i x k) + azby (j x i) + azba (j x j) +
+azbs (§ x k) + azby (k x 1) + azba (k x j) + azbz (k x k) =

= (agbs — azbs)i+ (agby — a1bs)j+ (a1bz —azby) k.

Zauwazmy, ze otrzymane wyrazenie, ktére jest teza, moze by¢ réwniez rozwinigciem

odpowiedniego wyznacznika, mianowicie

o li ik
axb=|a ay a3
by b b3

Definicja 8.1.5 Iloczynem mieszanym trzech wektoréw @, b, nazywamy liczbe

_ a az as
('a',b,E) = (EXE) ‘C= b1 b2 b3
c1 C2 C3

Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego jest nastgpujaca:
Rozwazmy réwnolegloécian, Rys. 8.1.4, rozpigty na trzech wektorach @, b, o wspdl-

nym poczatku. Zgodnie z okresleniem iloczynu skalarnego mamy:

(@,5,2) = [ax b] - |¢| - cos £(@ x b,7). (8.1.2)
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Z Definicji 8.1.4 iloczynu wektorowego
wynika, ze liczba |a@ x b| okresla pole podstawy
réwnolegloscianu wyznaczonej przez wektory
@,b, z Rys. 8.1.4 widaé za$, ze liczba |g| -
cos (@ x b,¢) okresla dlugoé¢ odcinka h,

ktéry jest wysokoscia réwnolegloscianu opusz-

czona na wspomniang podstawe. Wynika stad,
ze warto$¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego
trzech niekomplanarnych wektoréw okreéla
objetos¢ réwnolegloscianu zbudowanego na

tych wektorach, to znaczy
V =|(a,b,2)|.

Przyklad 8.1.1 Dany jest czworoscian o wierzchotkach w punkiach A = (3,1,1),
B =(1,4,1), C =(1,1,7), D =(3,4,9). Obliczyé objegtosé czworodcianu.

Utwérzmy wektory @ = AB, b = AC, ¢ = AD. Objetosé¢ czworoscianu ABC D
wynosi |V| = 3 §P - h, gdzie P = IE X El jest polem réwnolegloboku rozpietego
na wektorach @,b, natomiast h = [¢|cos £(@ x b,T) jest wysokoscia czworoécianu @
réwnoleglodcianu) rozpigtego na wektorach @, b, ¢, czyli

V=32 |[axb-[gcos £(ax )| = % |@,5,9)],

| =
N =

patrz (8.1.2). Ostatecznie szukana objeto$é wynosi

I(E,E,E)I:é - _1|—84]=14.

Vi= =5

O NN
oo™

0
3
3

| =

8.2 Niekartezjanskie uklady wspéirzednych

Rozwazmy przestrzen £3 2z prostokatnym ukladem wspoélrzednych. Wiadomo, ze
polozenie dowolnego punktu tej przestrzeni jest jednoznacznie okreslone przez po-
danie jego wspdlrzednych kartezjanskich, tj. liczb z,y, z, Rys. 8.2.1.

Czy jest to jedyne jednoznaczne okreslenie punktu w przestrzeni? Odpowiedzia sg

nastepujace przyklady.
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8.2.1 Wspdélrzedne sferyczne

Obierzmy dowolny punkt P o wspdlrzednych kartezjanskich z,y,z. Przez r,r > 0,
oznaczymy liczbe réwna dlugosci wektora OP. Liczba ¢ niech oznacza miarg lukowa
kata, jaki tworzy rzut wektora OP na plaszczyzng OXY z dodatnim kierunkiem osi
OX,tojest p = £ (OX ,O—Pl), @ € (0,2r). Liczba 6 niech oznacza miarg lukowa kata,
jaki tworzy wektor OP z plaszczyzna OXY, to jest 6 = £ (—O_P_l—,_(jﬁ) ,0 € (—%, %)
Tréjke liczb (r, ¢, 0) nazywamy wspélrzednymi sferycznymi punktu P.

Zaleznoéé miedzy polozeniem punktu a jego 4

SN

wspélrzednymi sferycznymi jest wzajemnie
jednoznaczna z wyjatkiem punktéw lezacych P (:z:,y,z)
na osi OZ, ktérym odpowiada § = % lub '

8 = —% 2z odpowiednio ustalong wartoscia

r # 0 przy dowolnym ¢.

Jezeli natomiast r = 0 (to znaczy punkt jest

poczatkiem ukladu wspdlrzednych), to obie
wartosci ¢ 1 0 s3 dowolne. Rys. 8.2.1

Liczbe r nazywamy modulem punktu P, a liczby ¢, 6§ odpowiednio dlugoscia i
szerokoscig geograficzng punktu P, odcinek oraz wektor OP nazywamy promie-

niem wodzacym punktu P.

Miedzy wspdirzednymi kartezjanskimi i sferycznymi tego samego punktu zachodza

Scisle zwiazki. Poslugujac sie Rys. 8.2.1, otrzymujemy:

z = |OP1|cos<p = rcosf cosp,

|5_PT| sin ¢ = rcos @ sin p,

<
Il

z = rsinf.
W celu wyznaczenia zaleznoéci odwrotnych zauwaimy, ze z2 + y? + 22 = r?, skad
r=z?+y?+ 2%

Ponadto kat ¢ spelnia jednoczesnie dwie zaleznosci:

Yy z

sinp = —_— COS Y = —————x,
4 /1'2 + y2 4 /1.2 + y2
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natomiast 8 jest katem, dla ktérego

z

/22 +y2 + 22

sinf =
Punkty o wspélrzednych
r=R, p€(0,2r), O0¢€ <-%%

leza na sferze 22 + y? + z2 = R2, inacze] méwiac, sfera ta ma réwnanie r = R, i to
)

uzasadnia nazwe tych wspdlrzednych.

Przyklad 8.2.1 Dany jest we wspélrzgdnych kartezjasiskich punkt M = (\/?;, -3, —‘2).
Okreslié¢ jego wspdlrzedne sferyczne.

r=v3+9+4=4,
sintp——_—3——-—=><p—-ﬂv<p—5_7[
2v3 2 3 3 zatem <p=-5—1.
cos ——\/_3_—1:* —EV —:r)l ’ 3
Y=o 2T PT3VYT
Ponadto: sinB:——% i6e€ <—§,%>, zatem 0= —% .

Otrzymujemy wigc P = (4,37, -%).

8.2.2 Wspélrzedne walcowe (cylindryczne)

Obierzmy dowolny punkt P o wspétrzednych kartezjanskich z,y, z, Rys. 8.2.2. Polozenie
punktu P nie lezacego na osi OZ moze by¢ jednoznacznie okreslone przez tréjke liczb
(r, ¢, z), ktéra nazywamy wspéSirzgdnymi walcowymi lub wspéirzednymi cylin-
drycznymi punktu P.

Liczba =, r > 0, oznacza dlugosé
rzutu wektora OP na plaszczyzng
OXY, to znaczy r = |OP|. Liczba ¢
oznacza miarg kata, jaki tworzy pro-

mien r z dodatnim kierunkiem osi OX,

wyrazong w mierze lukowej; to znaczy
¢=L(0X,0P,), ¢ € (0,2r). Liczba z
jest kartezjanska wspolrzedna z punktu
P,zeR
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Z podanych informacji wynika, ze wspélrzedne walcowe sa polaczeniem znanych
wczesniej wspélrzgdnych biegunowych okreslajacych na plaszczyznie OXY punkt Pj,
tj. rzut punktu P na te plaszcayzne, ze wspélrzedna 2z punktu P.

Réwnanie r = R, a wiec zbiér punktéw o wspélrzednych r = R, ¢ € (0,2n),
z € R jest réwnaniem powierzchni walca obrotowego w £3, fakt ten uzasadnia nazwe
wspélirzednych.

Pomigdzy wspdlrzgdnymi kartezjaniskimi a cylindrycznymi zachodza zaleznosci:

T =rcosp,
y=rsingp,
z=z,

gdzier >0, p € (0,27), ze R.

8.3 Krzywe stozkowe na plaszczyznie

Przypomnimy znane z kursu szkolnego informacje o krzywych stozkowych, to znaczy
o okregu, elipsie, hiperboli i paraboli.

Wyrazenia cosh ¢ := %(e"' +e %) isinht := %(e” —e7%), z € R, okreslaja funkecje
hiperboliczne, z ktérymi czytelnik zapoznal si¢ podczas omawiania funkcji elementar-

nych, patrz (2.4.1) na stronie 60.

Omawiane krzywe stozkowe s3 opisane réwnaniami drugiego stopnia.

Kazde réwnanie drugiego stopnia
Az + By’ + Czy+ Dz + Ey+ F =0 (8.3.1)

przedstawia jedna z krzywych stozkowych lub stozkowa zdegenerowana (prosta, uklad
dwéch prostych) albo punkt lub zbidér pusty.

W szczegdlnosci, gdy C = 0, réwnanie (8.3.1) mozna latwo sprowadzié do postaci
kanonicznej, i beda to odpowiednio:
— Jjezeli A- B > 0 - réwnanie elipsy, punktu lub zbioru pustego,

Jezeli dodatkowo A = B - réwnanie okregu, punktu lub zbioru pustego,
— Jezeli A- B < 0 - réwnanie hiperboli lub dwéch przecinajacych sig prostych,
— Jezeli A- B = 0 - réwnanie paraboli lub jednej prostej, lub dwdch prostych

réwnolegtych.

Przyklad 8.3.1 Okreslic, jakie krzywe okreslajg podane réwnania, sprowadzié je do

postact kanonicznej.
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okrag

parabola

definicja
geometryczna

zbiér punktéw, ktérych
odleglo$é od srodka
jest stala i wynosi R

zbiér punktéw
réwnoodleglych od
ogniska i kierownicy

wielkosci
charakterystyczne

So = (zo,y0) — srodek
R - promien

So = (zo0,yo0) — wierzcholek
z = zo — § - kierownica
¢ = £+ zo — ogniskowa

postaé kanoniczna

(z — 20)’ + (y — o)’ = R?

(¥~ )* = 2p(z — 20)

réwnania
przedstawienie { ¢ =Zo+ RC.OSt’ { z = 2o +pt-
parametryczne Y= Yo+ Rsint, Y=o+ Vapt
t € (0,2m) teR
postaé |z —z]=R
zespolona z =z + Re', t €(0,27)
mimosréd e = < e=1
Y
rysunek S\R .
z
P
elipsa hiperbola
.. zbiér punktdw, ktérych zbidr punktéw, ktérych
definicja , . . . , . .
suma odleglosci od ognisk réznica odleglosci od ognisk
geometryczna jest stala i wynosi 2a jest stala i wynosi 2a
| B o | By s
charakterystyczne ’ ’

¢ = Va2 — b? - ogniskowa

¢ = Va2 + b — ogniskowa

postaé kanoniczna
réwnania

!x-‘-‘xof + ﬁ!/-;yo!’ =1

!I-;Io!a _ !y--'yo!2 — 1

przedstawienie
parametryczne

Tz =z + acost,
y = yo + bsint,
t € (0,2m)

T = zg +acosht,
y = yo + bsinht,
teR

postaé
zespolona

|z — 21|+ |z — 22| = 2a
Z1, 22 — ogniska

Jz=z1] =]z — 22] = 2a
21, 22 — ogniska

mimosréd e = £

e<1,

e>1

rysunek

X

%
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a) 22 4+4y°+5=0,

b) 22 —4y? =0,

c) 4z2+ 4y’ + 2 =0,

d) 222+ 12z +3y+15=0.

Ad a) Poniewaz A = 1, B = 4, zatem A-B > 0, A # B. Wobec tego réwnanie
przedstawia elips¢. Ze wzgledu jednak na to, ze lewa strona réwnania jest stale do-
datnia widaé, ze elipsa ta degeneruje si¢ do zbioru pustego, mozna powiedzieé, ze jest
to elipsa urojona.

Adb) Tymrazem A =1, B = —4, czyli A-B < 0. Jest to wiec przypadek hiperboli.

Réwnanie to zapiszmy w postaci réwnowaznej
(z—2y) (z +2y) = 0.

Wynika stad, ze £ — 2y = 0 lub z + 2y = 0, co $wiadczy, ze rozwazane réwnanie
przedstawia dwie przecinajace si¢ proste (hiperbola zdegenerowana).

Ad c) Poniewaz A = B = 4, zatem jest to réwnanie okregu o postaci kanonicznej

z+ s 2 +y = o
8) TV Tw
Ad d) W réwnaniu tym nie wystepuje y?, zatem A - B = 0; jest to wiec rOwnanie

parabbli o postaci kanonicznej
2 —3
(.’L‘+3) - T(y— 1)
Osig symetrii tej paraboli jest prosta y = 1, wierzcholkiem jest punkt S = (-3, 1).

Geneza nazwy stozkowych wiaze si¢ z plaskimi przekrojami stozka obrotowego,
przedstawionymi na Rys.8.3.1.

Jezeli plaszczyzna 7 przekroju stozka tworzy z osia obrotu stozka kat « oraz 3 jest
katem rozwarcia przy wierzchotku stozka, to w przekroju otrzymujemy, w zaleznosci
od kata a, kolejno:

— Jezeli a = 0 - hiperbolg lub uklad dwéch prostych przecinajacych sie,
- Jezeli0< a < —Qﬂ- - hiperbolg, patrz Rys. 8.3.1a),

~ Jjezeli @ = g — parabolg, patrz Rys. 8.3.1b),
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- Jezeli g < a < 7, - elipsg, patrz Rys. 8.3.1c),

- Jezeli a = g - kolo lub punkt.

8.4 Przyklady innych krzywych na plaszczyznie

Obecnie podamy kilka przykladéw krzywych na plaszczyznie, ktérych réwnania nie sa
réwnaniami drugiego stopnia. Beda to krzywe wyzszych stopni lub krzywe przest¢pne.
Z réwnaniami tych krzywych bedziemy sig spotykaé w réznych zagadnieniach w dalszej
nauce.

Cykloida

Cykloida jest to krzywa, jaka opisuje punkt P sztywno zwiazany z kolem toczacym
si¢ po prostej. Otrzymana krzywa opisuja réwnania

{ z =rt — csint, teR.

Yy =r—ccost,

W réwnaniach cykloidy liczba ¢ > 0 oznacza odlegloé¢ punktu P od érodka kola.
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c)

\L@’\/\L@\/

2nr 7 i T
2nr

Rys. 8.4.1

Rozpatrujemy trzy przypadki:

1. Punkt P lezy wewnatrz toczacego si¢ kola (0 < ¢ < r). Otrzymana cykloida nosi
nazwe skréconej, patrz Rys. 8.4.1a).

2. Punkt P lezy na okregu toczacego sig kola (¢ = r), patrz Rys. 8.4. lb) Otrzymana

cykloida ma réwnania:

z = r(t — sint)
{ y=r(l —cost)’ teR.

3. Punkt P jest zewnetrznym punktem (¢ > r > 0) sztywno zwiazanym z kolem.

Otrzymana cykloida nosi nazwe¢ wydluzonej, patrz Rys. 8.4.1c).
Kardioida

Kardioida jest krzywa, jaka opisuje staly y
punkt P ruchomego kola toczacego sie
zewngtrznie po stalym kole o tym samym pro- / R
mieniu, patrz Rys. 8.4.2. Réwnania kardioidy: -3r k 0 -

t € (0,2m).

z =r(2cost — cos 2t),
y=r(2sint —sin 2t),

Asteroida

Asteroida jest krzywa, jaka opisuje staly
punkt P ruchomego kola o promieniu %r
toczacego sie wewnetrznie po stalym kole o
promieniu r, patrz Rys. 8.4.3.

Réwnania asteroidy:

g3
{”:”%;* t € (0,2n).
Yy 7 S1n 1
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Lemniskata Bernoulliego

Lemniskata jest miejscem geome-
trycznym punktu P, dla ktérego iloczyn
odlegloéci od dwéch stalych punktéw

C,—C, zwanych ogniskami, jest staly i

wynosi a?, patrz Rys. 8.4.4.

Réwnanie lemniskaty:
2 Rys. 8.4.4
(22 +12)° = 24? (22 — 7).

Spirale

Ogolnie: spirala nazywamy kazda krzywa, ktéra mozna opisaé¢ we wspdlrzednych
biegunowych réwnaniem r = f(t), t > 0, gdzie f(¢) jest funkcja monotoniczna.
Spirala moze przyjmowaé najrézniejsze ksztalty, nigdy jednak nie ma punktéw ”sa-
moprzecigc” 1 jest krzywa nieograniczona. Najlepiej sa znane trzy spirale:
— spirala Archimedesa - krzywa o réwnaniu r = ¢ -t — zbiér punktéw, ktére maja

wspolrzedne biegunowe postaci
(c-tcost,c-tsint), ¢ > 0 ustalone, t > 0.

Spirala ma te wlasnos$é, ze kazda pélprosta wychodzaca z poczatku ukladu
wspélrzednych przecina si¢ z nia w punktach My, My, ... takich, ze |M;M;;,| =
2mc, dla i =1,2,.--, gdzie ¢ > 0 jest dowolna ustalona liczba rzeczywista, patrz
Rys. 8.4.5a),

— spirala hiperboliczna - krzywa o réwnaniu r = 7 zbidr punktéw, ktére maja

wspolrzedne biegunowe postaci

(% cost, %sint) , k > 0 ustalone, t > 0.

Spirala ta ma asymptot¢ o réwnaniu y = k, patrz Rys. 8.4.5b),
— spirala logarytmiczna - krzywa o réwnaniu r = ke'? — zbiér punktéw, ktére

maja wspolrzedne biegunowe postaci
(Icep tcost, kePtsin t) , k > 0 ustalone, p dowolne, ustalone, t € R.

Spirala ta ma t¢ wlasno$é¢, ze kazda pélprosta wychodzaca z poczatku ukladu
wsp6lrzgdnych przecina ja (nieskoriczenie wiele razy) zawsze pod tym samym katem

a, takim ze p = ctga, patrz Rys. 8.4.5¢).
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Rys. 8.4.5

8.5 Rodéwnanie plaszczyzny

Wyznaczaé bedziemy réwnanie plaszczyzny rozpatrywanej w tréjwymiarowe] prze-
strzeni Euklidesa £3. Poniewaz polozenie plaszczyzny moze byé jednoznacznie okres-
lone na wiele sposobéw, wiec podamy kilka przykladéw odpowiadajacych réznym

przypadkom.

Przyklad 8.5.1 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q przechodzgcej przez ustalony punkt
Mo = (2o, Y0, 20) i prostopadlej do ustalonego niezerowego weklora @ = (4,B,0),

zwanego wektorem normalnym plaszczyzny.

Niech punkt M = (z,y, z) oznacza Z

dowolny zmienny punkt plaszczyzny Q M.I -1, M
S‘ 1 ¥ /n
;._4

Q, a wektor ¥ = OM jego wektor 5 ,‘ .
wodzacy, to znaczy wektor zaczepiony 2 N
w poczatku ukladu. Réznica ¥ — 7o = / o y
OM — OMj jest wektorem MoM, stad ’
(F—T7o) C Q, patrz Rys. 8.5.1.

Rys. 8.5.1

Poniewaz wlQ A (F—75) C @, wigc AL (F— 7o) i stad mamy 7 o (F—To) = 0.

Ostatnia réwnos$é¢ wyznacza réwnanie
A(z—z0)+B(y—yo) +C(z—2) =0,

ktére ze wzgledu na dowolno$é punktu M jest réwnaniem szukanej plaszczyzny Q.
Warunek niezerowoséci wektora normalnego @ = (A, B,C) wygodnie jest zapisaé w
postaci A2 + B2+ C? > 0.
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Po wykonaniu dzialan w tym réwnaniu i dokonaniu podstawienia —Azo — Byo —

Czp = D otrzymujemy
Az+ By+Cz+ D=0, A2+ B4+ C?>0.

Réwnanie to nazywamy postacig ogdlng réwnania plaszczyzny.

Rozpatrzymy szczegdlne przypadki tego réwnania.
1. Jeieli plaszczyzna nie przechodzi przez poczatek ukladu wspélrzednych, to D #0
i wtedy dzielac stronami przez —D, po odpowiednich podstawieniach, otrzymamy

réwnanie

z
£+2+_=1
a c

<o

zwane postacia odcinkowg réwnania

plaszczyzny. Plaszczyzna ta przecina o$

OX w punkcie £ = a, 0§ OY w punkcie
y = b oraz o§ OZ w punkcie z = ¢,
patrz Rys. 8.5.2. Rys. 8.5.2

2. Jeieli A = 0, B2+C? > 0, to wektor mLOX, skad Q||OX. Oznacza to, ze réwnanie
By + Cz + D = 0 przedstawia plaszczyzng Q réwnolegla do osi OX.

Analogicznie, réwnanie Az + Cz + D = 0 przedstawia plaszczyzng réwnolegla do

osi OY, a réwnanie Az + By + D = 0 plaszczyzng réwnolegly do osi OZ.

3. Jeseli A = B = 0, C # 0, to wektor 7 jest prostopadly do plaszczyzny OXY,
natomiast plaszczyzna @ jest réwnolegla do niej i ma réwnanie Cz+D = 0. Oznacza

to, ze plaszczyzna ta jest zbiorem punktéw odleglych od plaszczyzny OXY o |%|

Analogicznie, réwnanie Az + D = 0, A # 0 przedstawia plaszczyzng réwnolegla do

OY Z, réwnanie By + D = 0 opisuje plaszczyzng réwnolegly do OX Z.

Przyklad 8.5.2 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q przechodzgcej przez irzy nie-
wspdtliniowe punkty My (21,91, 21), M2 (22,42, 22), M3 (23,3, 23)-

Niech M (z,y, z) oznacza dowolny zmienny punkt plaszczyzny Q. Trzy wektory
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MlM = (z_zlyy_ylyz_zl)y
MiM; = (22 — 21,92 — y1,22 — 21),
M\ M3 = (23— z1,y3 — y1,23 — 21),

sa wektorami komplanarnymi, Rys. 8.5.3, jest

wiec spelniony warunek

rT—; Y-y z2—z
Ta—2) Y-y 22—z | =0,
Z3—Z1 Y3s—Y1 23— 20 Rys. 8.5.3

ktéry po rozwinigciu wyznacznika jest szukanym réwnaniem plaszczyzny prze-
chodzacej przez trzy punkty.

Wektor normalny tej plaszczyzny ma postaé @ = M; M3 x M; M3 i jest prostopadly
do wektora M; M, Rys. 8.5.3. Réwnanie przyjmuje wiec postaé wektorowa

(Mle X M1M3) OM1M =0.

Zauwazmy, ze warunek niewspélliniowosci punktéw My, Mz, M3 jest istotny, gdyz
w przeciwnym przypadku wektory M; M2, M; M5 bylyby kolinearne i otrzymalibysmy

7 =0, co przeczy warunkowi istnienia réwnania plaszczyzny.

8.6 Prosta w przestrzeni

Rozwazmy dwie nieréwnolegle plaszczyzny o réwnaniach odpowiednio:

{ A12+Bly+01z+D1 =0 (861)

Azz + Bay+ Caz+ Dy = 0.

Wiadomo, ze plaszczyzny takie przecinajg si¢ wzdluz prostej, dlatego uklad (8.6.1)

okresla prosta w przestrzeni i nazywamy go postacig krawedziowa réwnar prostej.

Zapis ten jest malo czytelny, poniewaz nie okresla wprost kierunku proste;j.

Wyznaczymy zatem réwnania prostej {, przechodzacej przez ustalony punkt My =
(%0, Y0, 20), ktérej kierunek okresla ustalony, niezerowy wektor @ = (a, 3,7), nazy-
wany wektorem kierunkowym prostej. Jak wiadomo, prosta taka jest wyznaczona

jednoznacznie.
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Niech M = (z,y,2z) bedzie punktem
zmiennym szukanej prostej [. Wektory MoM
i @ s3 kolinearne, Rys. 8.6.1, i dlatego

MM =t-G teR

Poniewaz MoM = OM —OMy = T — 7o, wigc

F-m=t-a, tek Rys. 8.6.1

Otrzymane réwnanie jest postacig wektorowg réwnania prostej. Jest ono réwnowazne

nastepujacemu ukladowi réwnan:

=2z +1ta
v=w+t8 , teR, o2+ +7*>0,
z=2z+1y

ktéry nazywamy postacig parametryczng réwnan prostej.
Eliminujac t z tych réwnaf, otrzymujemy podwéjng réwnosc:
T—Zo _Y—Y% _ 22— 2
a B v

ktérg nazywamy postacia kierunkowg réwnari prostej.

o+ 42 +4% >0,

Jezeli w réwnaniach tych jeden z mianownikéw ma warto$¢ zero, to przyjmujemy,
ze réwniez odpowiadajacy mu licznik jest réwny zeru.

Na przyklad: réwnanie prostej o wektorze kierunkowyma = (1,0,2) i przechodzacej
przez punkt M = (2,—1,3) zapiszemy

z—2 2z-3

1 - T2
y+1=0.

Przyklad 8.6.1 Napisaé réwnania prostej przechodzgcej przez dwa ustalone punkty

M = (z1,y1,21) @ M2 = (22,92, 22).

Zadanie ma rozwiazanie jednoznaczne, jezeli My # M. Wektorem kierunkowym
@ moze byé wektor MyMz = (z2 — 21,Y2 — Y1, %22 — z1), zatem réwnania kierunkowe
danej prostej maja postaé

T—Z1 _ Y-y _ z2—2
T2 — T Y2—N 22—
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Roéwnania parametryczne prostej przechodzacej przez dwa punkty sa nastgpujace:

z=1x +t(xy —z1)
y=n+t(y2—y) , tek (8.6.2)
z=121 +1t(22 — 21)
Zauwazmy, ze punktowi M; w réwnaniach (8.6.2) odpowiada ¢ = 0, natomiast dla
t = 1 otrzymujemy punkt M;. Gdy t zmienia si¢ przyjmujac wartosci z przedzialu
(0, 1), wéwczas zmienny punkt M przebiega caly odcinek M; M,. Dlatego réwnania

(8.6.2) przy warunku t € (0, 1) s3 réwnaniami odcinka.

8.7 Wzajemne polozenia prostych i plaszczyzn
8.7.1 Wzajemne polozenie dwéch plaszczyzn

Rozwazmy dwie plaszczyzny @; i @2 o réwnaniach odpowiednio:
Q1 :Aiz+ Biy+Ciz+ Dy =0,
Q2 : Az + Boy + Caz+ Dy = 0.

Polozenie tych plaszczyzn wzgledem siebie jest okreslone przez wektory m; =
(A1,B1,C1) 1 s = (Ag, B, Cy), ktére sa odpowiednio wektorami normalnymi
plaszczyzn @), @2, mamy wiec kolejno:

1. Plaszczyzny sa réwnolegle.
Qe = mlim = Ft=2=2

W zapisanej réwnosci stosunkow zakladamy, ze jesli jeden z mianownikéw zeruje

sig, to wynika stad zerowanie si¢ odpowiedniego licznika.

2. Plaszczyzny pokrywaja sie.
L =Q: = ﬁ—:=g—:=g—;=%~

Aby uzasadnié¢ ten warunek zauwazmy, ze pierwsze dwie réwnosci wynikaja

bezposrednio z réwnoleglosci plaszczyzn, ostatnia zas jest konsekwencja tego, ze

dowolny punkt plaszczyzny @i nalezy réwniez do Q.. Dla przykladu, wstawiajac

do obu réwnan punkt przeciecia si¢ plaszczyzn z osia OZ, to znaczy punkt (0,0, zo) ,

otrzymamy Ciz9 + Dy = 0, Caz, + Dy =0, stad %: = %:.
3. Plaszczyzny Q) i Q> przecinaja sie. Miare kata dwusciennego miedzy plaszczyznami

wyznaczamy z nastgpujacego zwiazku:
T oMy A1As + B1By + C1C,

cos L (Q1,Q2) = cos L (T, Tp) = - = .
(@1, Q2) . 72) = B o] VA+B+C A+ B +C?
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4. Szczegdlnym przypadkiem przecinania si¢ plaszczyzn jest ich prostopadloéé:

Q1lQ: <= 7117y <= MonNy =0 <> A A+ B1B, + C,C, = 0.

8.7.2 Wzajemne polozenie dwéch prostych

Rozwazmy dwie proste l; i ls o réwnaniach odpowiednio

L - I—T1 _Yy—-n _z2—2%n
1 . - - )

ai B N
Lo T—=2Z2 Y—UY2
2 =

as B2 72

zZ— 29

Polozenie tych prostych wzgledem siebie jest okreslone przez wektory kierunkowe
tych prostych, to jest wektory: @ = (a1, 81,71), @2 = (a2, B2,72)

1. Proste sa réwnolegle.

NR=" ai||a, <= F*kelRa = kads.

2. Dwie proste pokrywaja sie, to znaczy sa réwnolegle i maja wspdlny punkt.

T2—=T1 _ Y- _ 22—21

h=l <
1= a; o5} T

3. Dwie proste l; i Iy przecinaja sie, to znaczy nie sa réwnolegle 1 leza w tej samej

plaszczyinie. Oznacza to, ze wektory
ay, a2, MiM;=(z2—21,y2— 1,22 — 21)
sa komplanarne. Wtedy iloczyn mieszany (61,62, M M;) =0, to znaczy

T2 —T1 Y2—Y 22—21
oy B N =0 (8.7.1)
as B2 72

gdzie My = (z1,41,21) € h, My = (22,y2,22) € lo. Ponadto kat pomiedzy tymi
prostymi, jako kat pomiedzy wektorami kierunkowymi, jest okreélony zwiazkiem:

ayas + B1f2 + 172
Vai+BE+97- Va3 + B2 ++2

cos £ (I1,12) = cos £ (@y,a2) =
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4. Proste l; i I, sa skosne, to znaczy nie wyznaczaja plaszczyzny. Obierajac dowolne
punkty M; = (21,41,21) € li, Mz = (z2,y2,22) € la, stwierdzamy, ze wektory

@1,@2, My M, nie sa komplanarne, wigc

(61,52,M1M2> # 0.

Warunek ten jest warunkiem koniecznym i dostatecznym skosnosci prostych.

5. Proste I i I w przestrzeni nazywamy prostopadlymi, jezeli ich wektory kierunkowe

sa prostopadle, zatem
Ll <=8 la <= ajaz+bif2+7712=0

Proste prostopadle moga byé skosne lub moga si¢ przecinaé.

8.7.3 Wazajemne polozenie prostej i plaszczyzny

Rozwazmy prosta | i plaszczyzng Q okreslone odpowiednio réwnaniami:
1 - a:—z():y—-yo:z—zo

a B v

Q : Az+By+Cz+D=0.

)

Wektorem kierunkowym prostej I jest wektor @ = (a, 8,7), wektorem normalnym zas
plaszczyzny @ jest wektor @ = (4, B,C).

1. Prosta [ jest réwnolegla do plaszczyzny Q.

|Q < alrn<=aA+fB+7C=0.

2. Prosta | lezy w plaszczysnie Q wtedy i tylko wtedy, gdy I|Q 1 gdy dowolny
punkt prostej spelnia réwnanie plaszczyzny, to znaczy, gdy sa spelnione jedno-

czesnie TOwnosci

aA+pBB+vC =0
IcQ = { Azo+ By +Cz+D=0"
gdzie Mo = (0, Y0, 20) € 1.
3. Kat nachylenia prostej ! do plaszczyzny @ jest to kat ostry ¢, jaki tworzy ta

prosta ze swoim rzutem prostokatnym na dana plaszczyzne.
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Zgodnie z Rys. 8.7.1 i wlasnosciami

funkcji trygonometrycznych otrzymu-

Jemy
sinZ(1,Q) = sinp= lcos (—g:l:ga)l =
- aomn
= |cosl(a,m)| = lla_l H
Rys. 8.7.1
i ostatecznie
sin 2 (1, Q) = laA + BB + C)|

Vel + 2 ++2 VA2+ B2+ C?

4. Prosta [ jest prostopadla do plaszczyzny Q.

1L alln FeRaztmes2=L_1
Q<=1d|n <= FkeRa=in <= Ai"B-C
Jezeli réwnania prostej | dane sa w postaci krawedziowe;j:
i Ajz+ Biy+Ciz+D; =0 - —
l: { Apz + Boy+ Coz+ Do = 0 gdzie 7y x Wy # 0, (8.7.2)

réwnanie plaszczyzny Q ma postaé: Az + By + Cz+ D = 0, to w celu okreslenia
wzajemnego polozenia prostej i plaszczyzny wygodnie bedzie zbadaé zbidr rozwiazan
ukladu réwnan:

Aiz+ Biy+Ciz+D; =0

Asx + Boy+ Coz+ Dy =0 . (8.7.3)
Az + By+Cz+ D=0

— Jezeli powyzszy uklad jest oznaczony, to prosta z plaszczyzna ma jeden punkt

wspolny. Jest to punkt przecigcia.

— Jezeli uklad jest nieoznaczony, to ma nieskoriczenie wiele rozwiazan z jedng zmienna
swobodna i kazdy punkt prostej jest punktem wspdlnym z plaszczyzna, czyli prosta

lezy w plaszczyznie.

~ Jezeli uklad (8.7.3) jest sprzeczny, to prosta jest réwnolegla do plaszczyzny, ale nie

zawiera si¢ w plaszczyZnie.
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8.7.4 Pegk plaszczyzn

Pekiem plaszczyzn wyznaczonym przez prosta ! nazywamy zbidr wszystkich
plaszczyzn przechodzacych przez te prosta.
Niech prosta | dana bedzie w postaci krawedziowe], to znaczy

z‘{ Az +Biy+Ciz+ Dy =0

| A2z + Bay+Caz+Dy=0" (8.7.4)

gdzie (A1, B1,Cy) =7 1 (Az, B2, C2) = T2 sa niezerowymi, niekolinearnymi wek-

torami normalnymi plaszczyzn @Q; 1 Q2 wyznaczajacyth prosta l.

Jezeli wspélrzedne (z,y, z) dowolnego punktu M € I spelniaja réwnania (8.7.4),

to spelniaja one réwniez kazde réwnanie postaci
ki(A1z + Biy+ Chz + Dl) + ko (Ag.r + Boy+Caz+ D3)=0 (875)

dla dowolnych k;,k; € R. Oznacza to, ze réwnanie (8.7.5) przedstawia zawsze
plaszczyzng przechodzaca przez prosta I. Dlatego réwnanie to przy zmieniajacych

sie wartosciach k1, ks € R okresla pek plaszczyzn.

W szczegblnym przypadku, gdy ki = 0, otrzymujemy plaszczyzng Q2, gdy zas k2 =
0, otrzymujemy plaszczyzng Q. Jezeli z peku plaszczyzn chcemy wybraé plaszczyzng,
o ktérej wiemy, ze nie pokrywa si¢ z plaszczyzna @1, to na pewno k3 # 0, mozna wigc

przyjaé k3 = 1 i wtedy réwnanie peku plaszczyzn sprowadza. si¢ do postaci

k(Aiz+ Biy+ Ciz + Dy) + (Asz + Bay + Coz + D2) = 0.
Analogicznie, gdy na pewno ki # 0, otrzymamy:

(A1z + Biy + C1z + Dy) + k(Az2z + Bay + Caz + D2y = 0.
Przyklad 8.7.1 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q przechodzgcej przez prostg | o
réwnaniach

r—2 y—-3 z+1
2 T 1 T 2

i prostopadlej do plaszezyzny P:z+4y—32+4+7=0.

Sprowadzamy réwnania prostej ! do postaci krawedziowej. Mamy wtedy

z—2y+4=0
z—2-3=0
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Poniewaz pierwsza z plaszczyzn tego ukladu na pewno nie jest szukana plaszczyzna,

wiec réwnanie peku plaszczyzn, wyznaczonego przez prostg 1, przyjmie postac:
k(z—-2y+4=0)+(z—-2-3)=0,
skad, po uporzadkowaniu
(k+1)z—2ky— 2+ (4k—3)=0.
7 warunku prostopadloéci plaszczyzn P,Q otrzymujemy warunek:
1(k+1)+4(-2k)—3(-1) =0,

skad k = %. Podstawiajac wyznaczona wartoé¢ do réwnania peku, otrzymujemy
odpowiedz
Q:11z-8y—T72-5=0.

8.8 Odleglosci w przestrzeni
8.8.1 Odleglo$é dwéch punktéw

Niech dane beda dwa punkty A = (ay,b1,¢1), B = (a1, b1, c1).
Odlegloicia punktéw A, B jest liczba réwna dlugosci wektora AB. Zatem

d(A, B) = I-A_B_l = \/(:L‘z - 1:1)2 + (yz - y1)2 + (22 - Z])z.
8.8.2 Odleglo$é punktu od plaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzng Q : Az+By+Cz+D =0 oraz punkt Mo = (2o, Yo, 20) ¢ Q-
Odlegloscia punktu Mo od plaszczyzny Q bedzie dlugosé wektora MoM, , gdzie My
jest rzutem prostokatnym punktu Mo na plaszczyzng Q. Punkt M jest wynikiem
przeciecia plaszczyzny Q prosta [ przechodzaca przez punkt My prostopadle do @:

z = z¢+ At
(llQﬁE;:ﬁq)AMo€I=>1: y=yo + Bt , teR.
z2=1z0+Ct

Rozwiazujac uklad réwnai prostej [ i plaszczyzny Q, otrzymujemy
M = (xo — Ato,yo — Bto, 20 — Cto),
gdzie

_Azo+Byo+Czn+ D
h=—"gpip+C
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Szukana odleglosé¢ d (M, Q) := |MoM1| wynosi

d(Mo, Q) = \/A2t§ + B2t + C242,

skad, po podstawieniu ¢y i uporzadkowaniu, otrzymujemy ostatecznie
|Azo + Byo + Czo + D|
VA?+ B% 4+ C?

Jest to szukany wzér okreslajacy odleglosé punktu od plaszczyzny. Jest on analogiczny

d(MO)Q) =

do wzoru okreslajacego odleglosé punktu od prostej na plaszczyznie z = 0.

8.8.3 Odlegtosé¢ plaszczyzn réwnoleglych

Odlegloscia plaszczyzn réwnoleglych jest liczba réwna odleglosci dowolnego punktu
Jednej plaszczyzny od drugiej plaszczyzny.

Uwzgledniajac warunek réwnoleglosci plaszezyzn, mozemy stwierdzié, ze kazde
dwie plaszczyzny réwnolegle (jezeli nie s np. réwnolegle do osi OZ) mozna opisaé

ukladem:

Q1 : Az+By+z+4D; =0,
Q2 : Az+By+z+Dy=0.

Stad, jezeli na plaszczyznie Q; obierzemy dowolny punkt, np. M = (0,0,-D;), to
szukana odleglo$¢ wyrazi sie wzorem:
D,-D
d(Q1,Q0) = 12 =Ll
VA?+ B2 +1
Gdyby plaszczyzny byly réwnolegle do osi 0Z, to wystarczyloby obraé inny punkt

M, caly proces postgpowania pozostaje analogiczny.

8.8.4 Odleglosé punktu od prostej

Dana jest prosta | i punkt My nie lezacy na niej,
Rys. 8.8.1,

LT Y- 22
bl K

a B v

MO = (ro:y()y 20) . RyS 8.8.1

Szukana odlegloéé punktu od prostej jest wysokoscia h réwnolegloboku rozpigtego
na wektorach @ = (a, 8,7) 1 MgMy, gdzie M; = (21,1,21) jest dowolnym punktem
prostej 1.
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Poniewaz zgodnie z definicja iloczynu wektorowego pole réwnolegloboku wynosi
[MoM; x a| = |a| - h, wigc
IMQM 1 X E'

h=d(M0,I)= la_l

8.8.5 Odlegloéé prostych réwnoleglych
Dane s3 dwie proste réwnolegle Ij,l3. Bu-
dujemy dowolna plaszczyzng @ prostopadia

do kierunku prostych. Rozwiazujac uklad

réwnan prostej [, 1 plaszczyzny @, otrzymu-

jemy wspélrzedne punktu M;. Analogicznie

wyznaczamy punkt Ms jako punkt wspdlny
plaszczyzny @ i prostej [z, Rys. 8.8.2. Rys. 8.8.2

Odlegloé¢ prostych réwnoleglych jest dlugoscia odcinka MMy, gdzie M; i M,
sa punktami przecigcia, odpowiednio, prostej I; lub I plaszczyzna prostopadla do
kierunku prostych.

8.8.6 Odleglosé prostych skosnych

Dane s3 dwie proste skosne Iy i la:

L - T—r1 _Y—hn z—2
aj B T

L. TTT2_Y~¥ _izZ
2 - .

a; Ba T2

W celu wyznaczenia odleglosci tych prostych prowadzimy przez jedng z nich, np. L,

I

]

plaszczyzne Q réwnolegla do drugiej prostej, do I2. Odleglosé prostych skosnych ly, {2
jest réwna odlegloéci dowolnego punktu prostej Iz od plaszczyzny Q.

W praktyce wygodnie jest postapi¢ naste-
pujaco: na prostych lj,l; obieramy po jed-
nym punkcie, np. M; = (x1,y1,21) € b,
M; = (z2,Y2,22) € lz, nastgpnie budujemy

réwnolegloscian rozpigty na wektorach

MM, = (22 — 1,Y2 — Y1, 22 — 21),

@ = (a1,61,m), @2 = (a2,P2,72)
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Szukana odleglo$¢ d jest wysokoscia tego réwnolegloscianu. Poniewasz, zgodnie z
interpretacja iloczynu mieszanego trzech wektoréw, objetodé tego réwnolegloscianu
jest réwna V = I(MIMQ,EI,EQ)I, z drugiej za$ strony jest réwna iloczynowi pola

podstawy P, i wysokosci d, V = P, - d, wigc szukana odleglo$é wynosi

I(MxMz,?il,ﬁz)l

d=d(ly,l) = =
4

Podstawg réwnolegloscianu jest réwnoleglobok wyznaczony przez wektory @y, as, pole

jego powierzchni wynosi P, = [@; X @,|. Ostatecznie:

|(M M, 3y, a) | _ (@1 x @) o My My

d(ly, ) = —— —
(1 2) lal xa2| lalxa2|

Jest to wzdr okreslajacy odleglosé prostych skosnych.

8.9 Powierzchnie drugiego stopnia
8.9.1 Réwnanie powierzchni kulistej (sfery)

Definicja 8.9.1 Powierzchnia kulista, czyli sfera, jest zbiorem wszystkich punktéw
M przestrzeni, ktorych odleglosé od ustalonego punktu S = (a,b,c), zwanego
$rodkiem kuli, jest stala i wynosi R, gdzie R > 0 oznacza promieni kuli. Rys.

8.9.1. przedstawia sferg o Srodku w punkcie S = (0,0,0) i promieniu R.
K(S,R)={M = (z,y,2): |MS|= R} =
= {(x,y,z) : (a:—a)2+ (y—- b)z—i-(z—c)2 = Rz} .

Rys. 8.9.1. przedstawia sferg¢ o srodku w punkcie S = (0,0,0) i promieniu R.

Rys. 8.9.1
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Réwnanie
(x=a)’ +(y-b)’+(z—c) = R? (8.9.1)

nazywamy kanonicznym albo §rodkowym réwnaniem powierzchni kuli. Jezeli
W tym réwnaniu wykonamy potegowanie i podstawimy d = a? + b2 + ¢? — R2, to

otrzymamy postaé:
2’ +y’ + 22— 2z — Wy — 22 +d= 0, (8.9.2)

ktéra nazywamy réwnaniem oglSlnym sfery.

Kazde réwnanie postaci ( 8.9.2) opisuje sfere, jezeli spelniony jest warunek
a?+b*+c*—d>0.

W przeciwnym przypadku réwnanie opisuje punkt lub zbiér pusty.
Réwnanie plaszczyzny Q stycznej do sfery w punkcie My = (20, yo, 20) lezacym na
sferze o réwnaniu (8.9.1) napiszemy, korzystajac z tego, ze wektorem normalnym tej

plaszczyzny moze byé wektor
SMD = ((L'o — a, Yo —b,Zo —c).

Jezeli przez M = (z,y,2z) oznaczymy dowolny punkt plaszczyzny Q, to wektor
MoM = (z — 20,y —y0,2— 20) € Q i SMyLMoM, skad otrzymujemy

(2 —z0) (20— a) + (v — %0) (¥o — b) + (2 — 20) (20 — ¢) = 0. (8.9.3)
Podkresli¢ musimy réwniez fakt, ze My jest punktem sfery, to zZnaczy
(zo — a)? + (yo — )% + (20 — ¢)* = R? (8.9.4)
Dodajac stronami réwnania (8.9.3) i (8.9.4), otrzymujemy, po uporzadkowaniu:

(z—a)(zo—a)+ (y—b)(yo —b) + (2 — ¢) (20 — ¢) = R2. (8.9.5)

Jest to réwnanie plaszczyzny stycznej do sfery (8.9.1), poprowadzonej w punkcie

Moy (0, yo, z0) lezacym na sferze.

Przyklad 8.9.1 Napisaé réwnanie sfery, ktdrej srodek lesy na osi OX i kidra prze-
chodzi przez dwa punkty: M, (1,1,1) i My (~1,0,2).
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Szukane réwnanie powierzchni kulistej bedzie mialo postaé:
2+ y? + 2% — 2ax — by — 2cz +d =0,

a poniewaz wspélrzedne srodka spelniaja réwnanie osi OX, wiec b = 0i ¢ = 0.

Ponadto, z warunku ze punkty M;, M> leza na sferze, otrzymujemy

12412412-2a+d=0
(=12 +02+22-2a(-1)4d=0 "’

skad a = —% oraz d = —4. Ostatecznie:

P2+ 42—z +4=0

NN o, 5, 17

8.9.2 Okrag w przestrzeni

lub réwnowaznie

Najprostszym sposobem okreslenia okregu w przestrzeni jest okreslenie go jako

przeciecia si¢ powierzchni kulistej z odpowiednia plaszczyzna, Rys. 8.9.2.

Tak wiec uklad réwnan

(8.9.6)

(z-a)’+@y-b0)’+(z—c)’=R?
Az +By+Cz+ D=0

przedstawia okrag w przestrzeni, jezeli odleglos¢ érodka S(a,d,¢) od plaszczyzny

wystepujacej w ukladzie jest mniejsza od R, to znaczy gdy

|Aa + Bb+ Cc+ D]
d=s —m—m————
,/A2+BZ+CZ

Srodek tego okregu wyznaczymy jako punkt wspélny plaszczyzny okregu i prostej |
prostopadlej do tej plaszczyzny, przechodzacej przez srodek kuli. Promien okregu r

wyznaczymy ze wzoru, Rys. 8.9.3,

r=+vVR?-d2
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.
Rys. 8.9.2 Rys. 8.9.3
Jezeli réwnania (8.9.6) okreslaja pewien okrag, to réwnanie
(z—a)’+(y—b)’+(2—c)’ — R®+k(Az+ By+Cz+ D) =0, (8.9.7)

gdzie k oznacza dowolna liczbe rzeczywista, okresla pek kul przechodzacych przez ten
okrag.

Przyklad 8.9.2 Wyznaczyé Srodek i promien okregu powstalego w przecieciu sfery :
224+ 2+ 22— 22 —4y+22—13 =0 plaszczyzng Q : 2z — 2y + 2z —6 = 0.

Sprowadzajac réwnanie sfery do postaci kanonicznej, otrzymamy
-1’ +@-2"+(z+1)* =19

i stad odczytujemy, ze srodek kuli S = (1,2, —1), za$ promien kuli R = +/19.
Réwnania prostej | LQ przechodzacej przez S maja postaé:

I_:c—l_y—2_z+1
2 T -2 7 1’

natomiast wspolrzedne srodka okregu, to znaczy wspétrzedne punktu S’, wyznaczymy
g

z ukladu réwnan prostej ! i plaszczyzny @ :
z4+y—-3=0
z2—22-3=0 ,
2c —2y+2—-6=0

skad z =3, y=0, z=0, to znaczy S’ =(3,0,0).

Ponadto d = |2'1“2.24’1("1)“&=3,zatemr=\/R’-dzzw/m.
V22 + (-2 + 12

Oznacza to, ze rozpatrywany okrag ma srodek S’ = (3,0,0), a promien r = v/10.
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Przyklad 8.9.3 Znale#é rédwnanie sfery przechodzgcej przez dany okrgg K i styczny

do plaszezyzny Q, gdzie:

4z —2y—2z+1=0 ’
Q:2x+2y+2—-4=0.

K'{ 2?2+ y? +22 -4z +6y+2:-5=0

Korzystajac ze wzoru (8.9.7) piszemy réwnanie peku sfer wyznaczonego przez o-
krag K. Mianowicie:

2+ P+ —4r+6y+22—5+k(dz—-2y—22+1)=0.

Z peku tego wybieramy sferg, dla ktérej dana plaszczyzna Q jest plaszczyzna styczna.

W tym celu réwnanie peku sprowadzamy do postaci kanonicznej:
[z—(©2-26)2+[y— (k-3 + [z — (k= 1)) = 6k% — 17k + 19.

Odleglosé srodka sfery wybranej z peku od plaszczyzny @ powinna byé réwna pro-

mieniowi sfery. Warunek ten daje réwnanie z niewiadoma k :

2(2— 2k) +2(k — 3) + (k — 1) + 4] ST
= k2 — 17k + 19.
VAtdt1 6k* — 17k +19

Réwnanie to po uporzadkowaniu ma postaé

53k? — 167k + 122 = 0,
61 C . . . . .
skad k=21lub k = h Istnieja wigc dwie sfery spelniajace warunki zadania:

(+22+@w+1) +(z-1)7° =9,
L ’+( Jﬂ): R AR L
53 Y753 53) ~ 3"

8.9.3 Powierzchnie obrotowe

Definicja 8.9.2 Powierzchnig obrotowg nazywamy powierzchni¢ utworzong przez
obrdt linii C dokola prostej I, Rys. 8.9.4.

Okrag utworzony przez dowolny punkt My obracajacej sig linii C nazywamy
okregiem tworzacym. Gdy punkt Mj porusza si¢ po linii C, ktéra obraca sig
dookota prostej I, otrzymujemy cala rodzing okregéw tworzacych, wyznaczajacych
lacznie powierzchnig obrotowa.

Linie¢ C w przestrzeni mozna zapisa¢ na rézne sposoby.
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Jednym z nich jest podanie ukladu
réwnan dwéch przecinajacych si¢ po-
wierzchni:

F(z,y,2)=0
{ Glz.y.2)=0" (8.9.8)

Uklad ten moze réwniez przyjac postaé:

y=f(z)
{ z=g(z) ’ Rys. 8.9.4

Innym, czesto wygodniejszym, przedstawieniem réwnan linii s3 réwnania parame-

tryczne. Mianowicie trzy réwnania postaci:

z=f(t)
y=g9() ,
z="h(t)

gdzie f,g,h sa funkcjami ciaglymi parametru ¢ w pewnym przedziale @ < ¢ < B,
przedstawiaja linig, jezeli odwzorowanie T : (&, ) — R? okreslone tym ukladem jest
réznowartodciowe. Postawiony warunek réznowartosciowosci odwzorowania okresla
linie nie majaca punktéw przecigé ze soba.

Zalézmy, ze linia C okreslona jest ukladem (8.9.8), a prosta I, bgdaca osia obrotu,
okreélona jest réwnaniami:

T—Ty _ Y—Y _ 22— 20
a b c

Obierzmy na krzywej C dowolny, nie nalezgcy do I, punkt P, = (z1,%1,21).

Wspélrzedne tego punktu spelniaja réwnania (8.9.8), zatem:

F(ml)yhzl) =0,

G(z1,1,21) = 0. (8.9.9)

Punkt ten, obracajac sie dokola prostej [, zatacza okrag, ktérego réwnania stanowig
uklad réwnan: plaszczyzny @ prostopadlej do [ i zawierajacej P; oraz kuli o srodku

w punkcie Py = (o, Yo, z0) € | i promieniu Py Py. Stad okrag tworzacy ma réwnania:

{ a(z—z1)+b(y—yp)+c(z—2)=0
(2 — 20)* + (v - 90)° + (2 — 20)° = (21 — 20)" + (1 — W)’ + (21 — 20)’
(8.9.10)

Jezeli punkt P; przebiegnie cala krzywa C, to okregi tworzace, dane réwnaniami

(8.9.10), wyznacza powierzchnig obrotows.
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Dlatego réwnanie powierzchni obrotowej otrzymamy przez wyeliminowamie z
ukladu réwnan (8.9.9) (8.9.10) zmiennych z;, v, 2.

Pokazemy, na dwéch przykladach, zastosowanie powyzszej metody do wyprowa-
dzenia réwnania powierzchni obrotowej, w tym przypadku: paraboloidy obrotowej i

stozka obrotowego.

Przyklad 8.9.4 Dana jest parabola o réwnaniu y*> = 2pz leigca na plaszczysnie
z =0, Rys. 8.9.5. Napisaé rownanie powierzchni powstalej z obrotu tej paraboli dookola
0s1 0Z.

Szukane réwnanie uzyskamy z ukladu réwnan:

y%:2pz1
.’L‘1=0
zZ=21

}punkt P; nalezy do paraboli
t .
LI e s QU JOUps. } okrag tworzacy

Eliminujac z tego ukladu z;, 31, 21, otrzymujemy

z? +y? = 2pz.

Powierzchnie przedstawiona tym réwna- z
niem nazywamy paraboloida obrotows.

Jezeli p > 0, to dana paraboloida obro-
towa jest powierzchnig ograniczona od dolu

przez plaszczyzne z = 0. Jej przekroje

plaszczyznami ¢ = ¢ lub y = ¢ s3 parabolami,

natomiast plaszczyznami z = ¢ > 0, to zna-

czy plaszczyznami prostopadlymi do osi ob-

Rys. 8.9.5

rotu, okregami.

Przyklad 8.9.5 Dana jest prosta l C OY Z o réwnaniach:

z=0
y=b , tekR
z=ct

Napisaé rownanie powierzchni powstalej z obrotu tej prostej dookota o0si OZ.

Prosta [ jest prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspétrzednych. W wyniku
obrotu wyznacza ona powierzchni¢ zwana stozkiem obrotowym. Prosta [ nazywamy

tworzgca stozka, poczatek ukladu — wierzchotkiem stozka.
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Réwnanie tego stozka otrzymujemy z ukladu réwnan

z3=0
Y = bt
z1=ct y
zZ=2z

2+ +2 =iyl +4f
eliminujac ¢, 1,1, 21.
Otrzymujemy:

322? + czy2 = b222.

To jest réwnanie stozka obrotowego z wierzcholkiem (0,0,0), osia obrotu jest o$ OZ.

Przekroje plaszczyznami: z = 0 lub y = 0 s3 ukladem przecinajacych sig prostych,
a plaszczyznami z = k # 0 — okregami, dla k = 0, to znaczy gdy z = 0, otrzymujemy
punkt — wierzcholek stozka.

Poslugujac si¢ opisana metoda, otrzymujemy réwniez réwnania innych powierzchni
obrotowych. Mozemy zmieniaé obracane krzywe, ale réwniez polozenie tych krzywych
w przestrzeni czy osie obrotu.

Do najbardziej znanych przykladéw powierzchni obrotowych naleza te, ktére po-
wstaja z obrotu krzywych stozkowych (w tym dwie proste przecinajace sig i dwie
proste réwnolegle) dokola swoich osi symetrii.

Sa to: sfera, Rys. 8.9.1, elipsoida obrotowa, paraboloida obrotowa, Rys. 8.9.5, walec
obrotowy, Rys. 8.9.6a), stozek obrotowy, Rys. 8.9.6b) oraz hiperboloida obrotowa
jednopowlokowa, Rys. 8.9.7a) i hiperboloida obrotowa dwupowlokowa, Rys. 8.9.7b).
Uzyskane opisana metoda réwnania tych powierzchni sg zawsze réwnaniami drugiego
stopnia.

W kazdym z wymienionych przypadkéw mozna dokonaé uogdlnienia, zastgpujac
okregi tworzace — elipsami. Réwnania tak uzyskanych powierzchni s3 réwniez réwna-

niami drugiego stopnia.

8.9.4 Powierzchnie prostokreslne

Definicja 8.9.3 Powierzchnig prostokreélng nazywamy takg powierzchnig, ze

przez kaidy jej punkt przechodzi prosta leigca na tej powierzchni.

Kazda prosta zawarta w powierzchni prostokreslnej nazywamy tworzacg po-
wierzchni prostokreélnej.
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a) b)
0§ obrotu

Rys. 8.9.7

Definicja 8.9.4 Powierzchniag walcowa nazywamy sume punktéw zakreslonych
przez prostg (tworzaca) o ustalonym kierunku slizgajgcq sie po krzywej - kierow-
nicy powierzchni walcowej, Rys. 8.9.82a).

Powierzchnig stozkowa nazywamy sume punktdw zakreslonych przez prostg
przechodzgcg przez ustalony punkt (wierzcholek) $lizgajgcg sie po krzywej - kie-
rownicy powierzchni stozkowej, Rys. 8.9.8b).

Przyklad 8.9.6 Plaszczyzna jest powierzchnig walcowg, kierownicg jest dowolna
prosta zawarta w tej plaszczyinie, tworzgce majg kierunek réiny od kierunku kie-

rownicy.
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2) b)

Rys. 8.9.8
Przyklad 8.9.7 Plaszczyzna jest powierzchnig stozkowgq, wierzcholkiem jest dowolny
punkt plaszczyzny, kierownicg dowolna prosta nie zawierajgca wierzchotka.

Przyklad 8.9.8 Hiperboloida jednopowlokowa jest przykladem powierzchni prosto-

kreslnéj, réznej od powierzchni walcowej czy stozkowej, Rys. 8.9.9.

Rys. 8.9.9

Powierzchnie walcowe i powierzchnie stozkowe, ktérych kierownicami sa krzywe
stozkowe (w tym prosta, dwie proste réwnolegle lub dwie proste przecinajace sie),

opisane sa réwnaniami drugiego stopnia.

8.9.5- Kwadryki
Kazde réwnanie drugiego stopnia:
A2+ By*+ C2®> 4+ Dzy+ Ezz+ Fyz+ Gz + Hy+ Kz+ L =0

opisuje pewna powierzchni¢ drugiego stopnia lub przypadek zdegenerowany, ktérym
moze byé: zbidr pusty, punkt, prosta, jedna plaszczyzna, dwie plaszczyzny réwnolegle
lub dwie plaszczyzny przecinajace si¢. Powierzchnie opisane réwnaniami drugiego

stopnia nazywamy kwadrykami.
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Badanie ogélnego réwnania drugiego stopnia prowadzace do ustalenia rodzaju kwa-
dryki, jego polozenia i wlasnoéci, czytelnik moze znalezé w podreczniku Geometrii
Analitycznej.

W przypadku, gdy D = E = F = 0, otrzymujemy réwnanie, ktére sprowa-
dzone do postaci kanoniczhej, daje si¢ przyporzadkowaé do jednego z przypadkow
wyszczegdlnionych w klasyfikacji powierzchni drugiego stopnia. Do kazdego z tych
przypadkéw mozina dolaczyé réwnania uzyskane przez odpowiednia zmiang ukladu

wspblrzednych lub przez zmiang polozenia srodka symetrii badZ osi symetrii.

Klasyfikacja powierzchni drugiego stopnia:

172 2 2

z .
= + 3;_2 +5= 0 elipsoida,
2 2 2
z_2 + ¥ _Z _1=0 hiperboloida jednopowlokowa,
a b2 2
2 2 2
% _Y _E 10 hiperboloida dwupowlokowa,
a b2 2
2 2
% + 3;_2 —2z=0 paraboloida eliptyczna,
z2 2 s .
SoETiT 0 paraboloida hiperboliczna,
2 2 2
% + %2. - Z—z =0 powierzchnia stozkowa,
2 2
% + 3;—2 —-1=0 powierzchnia walcowa eliptyczna,
2 y? . . . . :
S 1=0 powierzchnia walcowa Hiperboliczna,
z? . . .
= z=0 powierzchnia walcowa paraboliczna,
2 2
% + 225_ + ‘-z_z- =0 zbidér jednopunktowy,
a b c
2 2
zz 3;_2. 0 para plaszczyzn przecinajacych sig,
a
2 2
z Yy
= + o prosta,
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2
z

P 1=0 para plaszczyzn réwnoleglych,
z2=0 plaszczyzna,

22 42 22 .

;5+b—2-+c—2+1=0 zbiér pusty,

2 P .,

Pl + 53 +1=0 zbidr pusty,

22

= +1=0 zbidr pusty.

8.10 Przyklady zadan

Przyklad 8.10.1 Dane s¢ trzy plaszczyzny:

Qrikz+y—2=1,
Qa:z+ky+3z2=4k,
QR3:3x-52=0.

Oméwié, w zaleinosci od parametru k, wzajemne polozenie tych plaszczyzn.

W celu zbadania wzajemnego polozenia plaszcayzn rozpatrzymy zbiér rozwiazan

ukladu réwnan:

z+ky+3z=k . (8.10.1)

kx+y—2=1
3z —-52=0

E 1 -1
det A = det| 1 k 3 |=-—5k+3k+14,
3 0 -5

7

—5k? 4+ 3k + 14 04:>k=2vk=—g.

Il

Jezeli k = 2, to r(A) = r (U) = 2. Oznacza to (stosujac Twierdzenie Kroneckera-Ca-
pellego), ze uklad (8.10.1) jest ukladem nieoznaczonym, ma zbiér rozwigzan zalezny
od jednego parametru, np. od z. Wtedy

5 7
= - =1—-= = i .
z 3t, y=1 3t, z=t, telR

Otrzymana rodzina rozwigzan, przy t przebiegajacym zbiér R, przedstawia prosta,
ktérej kazdy punkt jest punktem wspSlnym plaszczyzn @1, Q2, Q3. Ta prosta jest ich
wspélng krawedzia.
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Jeieli k = —, to r(A) = 2, za$ r (U) = 3. Poniewaz r(A) # r(U), wigc uklad
(8.10.1) jest ukladem sprzecznym, co oznacza, ze nie istnieja punkty nalezace jedno-
czeénie do wszystkich trzech plaszczyzn.

Jezeli k € R\ {2,—%}, to r(A) = r (U) = 3. Wtedy uklad (8.10.1) ma dokladnie
jedno rozwiazanie, okreslajace punkt wspdlny plaszczyzn @y, Q2, Q3.

Przyklad 8.10.2 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q wyznaczonej przez proste Iy, 1s,
gdzie:

.z—=4 _ y+l _ z .z Y=2 _ z-1
a)11.-———2—1—3, 12'4_'2—6'

b) Iy : z+2y—2z+1=0 L : z+2y—2+3=0
V'l 2e—y+2z+2=0 " %" w—y—2z=0

Ad a) Wektory kierunkowe tych prostych wynosza: @ = (2,1,3), @ = (4,2,6).
Widzimy, ze @; = %52. Poniewaz M; (4,-1,0) €l i M, (0,2,1)€lp, My & 1,
wiec wnioskujemy, ze szukana plaszczyzna na pewno istnieje. Wektor normalny

7 tej plaszczyzny wyznaczymy z warunku

Aalay ATLM M = =7y, x Mi My,

n=

N
[JURN

k
3 | =(=5,—14,-10).
1

Ponadto M, € Q, wigc —5(z —4) — 14(y+ 1) — 10z = 0. Ostatecznie:
5c — 14y — 10z -6 = 0.

Ad b) Zbadamy wpierw, czy proste sg wspélplaszczyznowe. W tym celu sprowadzimy

je do postaci kierunkowej:

G = M XN= (1,2,—1) X (2,—1, 1) = (1, —3,—5),
@ = (1,2,-1)x (2,-1,—1) = (=3,—1,-5).

W celu znalezienia dowolnego punktu na kazdej z tych prostych wyznaczamy
punkt przecigcia kazdej z nich z plaszczyzng z = 0. Wtedy M; = (—1,0,0) € Iy,
M, = (—-‘;—',—-g—,O) € ly, Sk@d

z+1 Y
: = —_—=— Lh:—2="2=2>=—.
h 1 -3 2
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Aby zbadaé wspélplaszczyznowoéé prostych Iy, I, wykorzystamy warunek (8.7.1),

skad:
2 _S 0
5 5
1 -3 =5 |=-20#0,
-3 -1 -5

co oznacza, ze proste l1,ls sa skosne, plaszczyzna @ nie istnieje.

Przyklad 8.10.3 Napisaé réwnanie plaszczyzny wyznaczonej przez prostg I i przez
punkt M, gdzie:

l: T =YV=E o M =(0,2,3).

Réwnanie prostej [ przeksztalcimy do postaci krawedziowej, mianowicie:

I z—-3y—-2=0
"1l e-32-56=0 "~

Poniewaz punkt M nie spelnia np. pierwszego z tych réwnan, wigc pek plaszczyzn

wyznaczony przez prosta ! mozna zapisa¢ w postaci:
k(z—3y—-2)+(x—32-5)=0.

Uwzgledniajac, ze M € Q, otrzymujemy réwnanie: k(0 —6—2) +(0—9 — 5) =0,
skad k = —%. Podstawiajac wynik do réwnania peku, otrzymujemy po uporzadkowaniu

Q:z—Ty+42+2=0.

Przyklad 8.10.4 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q réwnoleglej do plaszczyzny 11 :
2z +y— 2z —1=0 i odleglej od niej o d = 10.

7 warunku réwnoleglosci plaszezyzn wynika:
Q:2z+y—22+D=0.

Jednym z punktéw plaszczyzny Q jest np. punkt M, dla ktérego z =2 =0,y = -D,

to znaczy M = (0,—D,0). Z warunkéw zadania wynika, ze

lO—D+0—1|_|D+1|_1
Ji+t1i+4 =~ 3

skad otrzymujemy: D = 29 lub D = —31. Istnieja wigc dwie plaszczyzny spelniajace

d(M,1I) =

0,

warunki zadania
Q1:2z4+y—224+29=0,
Q2:20+y—22-31=0.
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Przyklad 8.10.5 Napisac réwnania prostej k przechodzgcej przez punkt M i pro-
stopadlej do prostych ly,ly, gdzie:

M=@10), :2=toy+l_ ,2:{ 2x+—zy=+oz_1=0 '

SposSéb I. Wektory kierunkowe prostych ly,l; wynosza: @3 = (2,4,1),a@ =
(2,-1,1) x (1,0,1) = (-1,-1,1). Poniewaz szukana prosta k ma te wlasnos¢, ze
kLl AkLly , wige jej wektor kierunkowy @ = @ x @ = (5, —3,2). Ponadto M € k,
wiec
z-1_y-l_=z

5 -3 2°

Sposéb II. Z réwnaii prostej l; wyznaczymy najpierw wektor kierunkowy tej

k:

prostej. Mianowicie:
a1 (2,-1,1)Aa 1 (1,0,1) = @ = (2,-1,1) x (1,0,1) = (-1,-1,1).

Poszukiwana prosta jest krawedziag dwéch plaszczyzn Qq,Q, takich, ze

MeALlQ1=Q1:2(x-1)+4(y—1)+12=0,
Me@QANLlQ:=>Q2:-1(z—-1)-1(y—-1)+12=0.

Zatem, po uporzadkowaniu réwnan, otrzymujemy:

k- 2r+4y+2-6=0
lze4+y—2-2=0

Uzyskane dwoma sposobami odpowiedzi sa sobie réwnowazne.
Przyklad 8.10.6 Napisaé réwnanie prostej k przechodzgcej przez punkt M i prze-
cinajgcej dang prostg | pod kgtem prostym, gdzie:

M=(1,-20), 1:°222_y+l_=

Poszukiwana prosta k jest krawedzia dwéch plaszezyzn Q,, Q4 takich, ze
Me@QiAICQi, MEeQ:ANILQ,.

Poniewaz | C Q1, wigc kazdy punkt prostej ! jest réwniez punktem plaszczyzny Q;,
w szczegblnosci N = (2,-1,0) € I = N € Q,. Ponadto @ = (1,2,—1). Wektor

normalny plaszczyzny @i, to znaczy wektor 73, wyznaczymy z warunkéw:

miagAmIMN =7, =ax MN = (1,—1,—1),
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skad
Qi:1(z-1)-1(y+2)—12=0 lub z—y—2-3=0.

Réwnanie plaszczyzny @2 otrzymujemy natychmiast
Q:1(z—-1)+2(y+2)-12=0.

Ostatecznie

Jz—y—-2-3=0

"\ z4+2y—24+3=0
Przyklad 8.10.7 Znale#é wspdirzedne punktu M' symetrycznego do punktu M
wzgledem plaszezyzny Q, gdzie

M=(201, Q:3z—y+z+2=0.

W pierwszej kolejnosci wyznaczymy punkt N, to znaczy rzut prostokatny pun-
ktu M na plaszczyzng Q. Jest on punktem wspdlnym plaszczyzny @ i prostej [
przechodzace] przez M prostopadle do Q.

r-2 y _z- 1

3 -1 1

Wspélrzedne punktu N sa rozwiazaniami ukladu réwnan prostej I i plaszczyzny @,

(llQﬁE;:ﬁQ)AMGIﬂII

to znaczy:
z—2 _
=Y
N:{ —y=2z-1 , skad N=(—%,%,—%).
3r—y+z+2=0 :

Wspdlrzedne punktu M’ wyznaczymy z réwnosci wektoréw:
MN=NM'=(-1,3,-2)=(z—3,y—6,2—8) = M' = (z,y,2) = (2,9,6).
Przyklad 8.10.8 Wyznaczyé taki punkt M prostej 1, kidrego odleglosci od dwéch

danych punkiéw My, My sg rowne, gdzie

I‘{ z+2y+2—-1=0

30—y—4az=0 @ Mi=G1-4, M;=(052).

Zalézmy, ze szukany punkt M ma postaé M = (a,b,c). Z warunkéw
M € l/\ |MM1I = |MM2|

otrzymujemy uklad réwnan

a+2b+c—-1=0
3a—b—4c=0
(=3 +0b-17+(c+4)’=a2+ (-5 +(c-2)°
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Z rozwiazania tego ukladu réwnan otrzymujemy

1 9 3
M= (‘ﬁ’ﬁ"ﬁ)'

Przyklad 8.10.9 Napisaé réwnanie plaszczyzny Q przechodzgcej przez prostg | i
tworzgcej z plaszczyzng I1 kgt p = T gdzie

I'{ z+5y+2=0

c—z4d=0 ° M:z—-4y—-82+12=0.

Pek plaszczyzn wyznaczony prosta [ mozna zapisaé w postaci
kE(z+5y+2)+(z—2+4)=0
lub réwnowaznie
(k+1)z+5ky+(k—-1)z+4=0.
Z tego peku plaszczyzn wybieramy plaszczyzne, ktéra z plaszczyzng II tworzy kat
¢ = %, to znacay

1(k+1)—4-5k—8(k— 1) 1

us
COsS— = =

1 ity + (=8 /(b + 1P+ (5B + (k=12 o)

Wyrazenie to jest réwnaniem z niewiadoma k, ktérego rozwiazaniamisa k = 0 i

k=-—%.
3
Jezeli k = 0, to szukana plaszczyzna @ jest druga z plaszczyzn okreslajacych

prosta I, gdy zas k = —%, wéwczas otrzymujemy

Q:z+20y+72—-12=0.

2 +y?+22=9

Przyklad 8.10.10 Wyznaczyé réwnania stycznej do okregu K : { cty+z-3=0

poprowadzonej przez punkt M = (2,—1,2) lezgcy na okregu.

Sprawdzamy, ze punkt M faktycznie lezy na okregu, a wigc spelnia oba jego
réwnania.

Poszukiwana prosta lezy w plaszczyZnie okregu, to znaczy w plaszczyinie Q :
z+y+2z—3=0,1ponadto w plaszczyinie II przechodzacej przez punkt M oraz
prostopadlej do wektora Jl—_/[_g, gdzie S jest srodkiem okregu K. Punkt S wyznaczamy
jak w Przykladzie 8.9.2 z ukladu réwnan

’

z+y+2z-3=0
r=y=2z2
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otrzymujac S = (1,1,1). Wektor M3 = (-1,2,-1) jest wektorem normalnym
plaszczyzny I, stad I : — (2 —2) + 2(y + 1) — (2 — 2) = 0. Zatem szukana styczna
ma réwnania

t+y+2-3=0
z—2y+2—-6=0 "~

Przyklad 8.10.11 Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej do sfery: (:1:—2)2 +
(v +1)* + 2% = 18 w punkcie M = (5,2,0).

Sprawdzamy, ze punkt M nalezy do sfery.

Korzystajac z wyprowadzonego wzoru (8.9.5), otrzymujemy
(z-2)5-2)+(@y+1)(2+1)+2-0=18.
Szukang plaszczyzna jest plaszcayzna ¢ +y =7.

Przyklad 8.10.12 Sprowadzié do postaci kanonicznej i okreslié powierzchnie przed-
stawiong réwnaniem: 22 + 4y® — 22 — 10z — 16y + 62 + 16 = 0.

Grupujac odpowiednio skladniki oraz dodajac i odejmujac stale, otrzymamy

(2> - 102+ 25) — 25+ (44> —~ 16y +16) — 16— (22 =62+ 9) +9+16 = 0,
(-5 +4(y-2)7-(z-3)> = 16,

Y _9\? _ a2
=5 (=2° (z=3° _ |

16 4 16

Korzystajac z klasyfikacji powierzchni drugiego stopnia (str. 194), stwierdzamy, ze
dane réwnanie opisuje hiperboloide jednopowlokowa. Srodkiem symetrii jest punkt

S = (5,2,3), osig symetrii zas prostaz =5,y=2,z=t¢,t € R.

Przyklad 8.10.13 Okreslié rodzaj powierzchni o réwnaniu 22 —4y® — 22 —42+4 =0

badajgc jej przekroje plaszczyznami réwnoleglymi do plaszczyzn ukladu wspdirzednych.
Dane réwnanie mozemy zapisaé w postaci kanonicznej:
(2-2)° -4y - 22=0.

Przyjmujac w tym réwnaniu z = ¢, ¢ € R, otrzymujemy réwnanie 4y%+22 = (c— 2)2 .
Zatem przecigcia badanej powierzchni plaszczyznami réwnoleglymi do OY Z sa elip-

sami, gdy ¢ = 2 elipsa redukuje si¢ do punktu S = (2,0,0).
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Przyjmujac w réwnaniu y = ¢, ¢ € R, otrzymujemy réwnanie (z — 2)2 - 22 =
4c?. Zatem przecigcia badanej powierzchni plaszczyznami réwnoleglymi do OXZ sa
hiperbolami, gdy ¢ = 0 — dwiema prostymi przecinajacymi si¢ w punkcie S = (2,0, 0).

Przyjmujac w réwnaniu z = ¢, ¢ € R, otrzymujemy réwnanie (z — 2)2 —4y? =%
Sa to, podobnie jak poprzednio hiperbole.

Whioskujemy stad, ze badana powierzchnia jest stozkiem eliptycznym o wierz-
chotku w punkcie S = (2,0,0) i osi symetrii prostopadlej do plaszczyzny z = c. O$

symetrii ma réwnania: z =t,y =z = 0.

8.11 Zadania

8.1. Dane sa wspélrzedne sferyczne punktéw A, B, C. Znaleié ich wspélrzedne karte-

zjaniskie. A= (3,3r,%), B=(4,3r,-%), C=(2,4r3).

8.2. Dane sa wspélrzedne walcowe punktéw A, B, C. Znalezé ich wspdlrzedne karte-
zjafskie. A = (3,3r,-5), B=(4,3r3), C=(2,4%nr,-8).

8.3. Dane sa wspdhrzedne kartezjanskie punktéw A, B, C. Znalezé ich wspdlrzedne
sferyczne. A = (0,-5v3,-5), B=(v2,-v2,2), C=(-1,0,1).

8.4. Dane sa wspdhrzedne kartezjanskie punktéw A, B,C. Znalezé ich wspélrzedne
walcowe. A = (3,-3,2), B=(0,-4,-3), C= (—1,\/5, 7).

8.5. Dane sa wspdlrzedne walcowe dwéch punktéw: A "= (10,—%,1), B =
(v2,3n,3). Wyznaczyé odleglosé tych punktéw.

8.6. Dane s3 wspélrzedne sferyczne dwéch punktéw: A = (9, —2x, —aresini), B =

(10, —7,arcsin %) . Wyznaczyé odleglosé tych punktow.

Dane s trzy punkty: A(1,0,-1), B(5,3,1), C(0,2,-6) (Zad. 8.7-8.10)
8.7. Na plaszczyznie OXY znaleié punkt D, aby wektor CD byl kolinearny z wek-
torem AB.

8.8. Na osi OZ znaleié punkt D , aby wektor CA byl prostopadly do wektora DB.
8.9. Na osi OX znaleé punkt D, by wektor CD byl prostopadly do wektora AB.
8.10. Punkt D taki, ze AB = 3DC.

ZnaleZé cosinusy kierunkowe wektoréw (Zad. 8.11-8.13)
8.11.a=(1,-1,2). 8.12.5=(2,1,-2). 8.13.2=(0,1,-1).
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Sprawdzié, czy wektory @, b, ¢ s3 komplanarne (Zad. 8.14-8.18)
8.14. 7= (-4,2,0), b=(3,0,1), ©=(2,5,—4).
8.15.a=(1,-2,4), b=(3,1,2), ©=(-3,8,8).
8.16.a=(0,1,2), b5=(1,2,0), ©=(-1,4,0).
8.17.a=(5,-2,1), b=(4,-3,~1), &= (=1,0,4).
8.18.3=(0,2,6), b=(5-10,-1), €= (-2,1,-1).

Zbadaé komplanarno$é wektoréw 1, 7, w, wiedzgc, ze wektory @, b, ¢ sa
komplanarne (Zad. 8.19-8.21)

®
[V
=
e
]
NS
Q|
+
5%
<~
|
[N
ol
S]]
1]
Qf
|
+
N
ol
e
I
w
Qf
+
o
|
ol

Dane s3 wierzcholki tréjkata ABC, A (=3,1,0), B(2,2,0), C(3,0,5)(Zad.
8.22-8.25) '
8.22. Obliczy¢ obwéd tréjkata.

8.23. Obliczy¢ dlugosé wysokodci opuszczonej z wierzcholka B na bok AC.
8.24. Obliczy¢ dlugosci srodkowych tego tréjkata.
8.25. Okresli¢ wspélrzedne srodka cigzkosci (punkt przeciecia srodkowych).

Dane sg trzy wektory @ = (1,2,3), b= (2,-3,1), ¢=(-3,1,2). Obliczyé
warto$é podanego wyrazenia (Zad. 8.26-8.29)

8.26. @o (2b x 37) . 8.27. 2a® - 2 (a,b) + 3 (3,2) .
8.28. (a,b,¢) . 8.29. |[a x (b x 7).
Dane s3 trzy wektory: @ =(1,2,3), b=(2,-3,1), ¢= (-3,1,2). Wyzna-
czyé wektor d (Zad. 8.30-8.33)
8.30.d=3(a+2)—bxc 83l.d=(axb) xc
8.32. d = 2a — 3} + 4. 8.33.d=(a+b) x (b—2).
Obliczy¢ objgtosé i jedng z wysokosci czworoécianu OABC (Zad. 8.34-8.35)

8.34. 0(0,0,0), A(3,1,0), B=(52-1), C=(1,21).
8.35. 0(0,0,0), A(-2,-1,3), B=(4,-2,0), C=(-1-,21).

8.36. Znalez¢ wektor jednostkowy @ prostopadly do wektoréw @ = (3,0,-1), b=
(2,2,1).
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Wyznaczyé wektor jednostkowy kolinearny z danym wektorem @ (Zad.
8.37-8.39)

8.37.a=(1,-2,2). 8.38.a=(-3,-5+2). 8.39.a=(11,-2,-10).

Wykazaé, ze dla dowolnych wektoréw @, b, ¢ zachodza tozsamosci (Zad.
8.40-8.44)
8.40.ax (b+c)+bx(@+e)+ex(@+d) =0.
8.41. a[(@+b+7¢) x (@+b)] = —(a,b,¢).
8.42. (a+20-¢)[(@a-b) x (@-b-2)]=3(3,b7).
8.43. (@+b) x (@a-b) =2(5,a).
8.44. (@a-b,b—¢,c—a) =0.

Dane s3 cztery wektory @, b, ¢, d. Wykazaé niezalezno$é wektoréw a,
b, ¢. Przedstawié wektor d jako kombinacje liniowa wektoréw @, b, ¢ (Zad.
8.45-8.47)

8.45. a=(2,5,0), b=(1,-1,1), €= (3,0,0), d=(-5,6,-1).
8.46. a = (—1,0,1), b= (2,-2,0), €= (0,0,1), d=(-11,8,8).
8.47. @ = (25,-22,0), b =(0,-3,4), ¢ = (—6,0,1), d = (25,-25,4).

Sprawdzié, czy tréjkat ABC jest prostokatny. Wyznaczyé jego katy (Zad.
8.48-8.51)

8.48. A=(2,-1,3), B=(1,1,1), C =(0,0,5).
8.49. A= (1,1,1), B=(3,0,3), C = (3,3,0).
8.50. A=(2,-1,0),B=(0,1,1),C = (2,2,3).
8.51. A=(1,-1,2), B=(3,2,1), C=(0,1,6).

Dane sg cztery punkty A, B, C, D. Sprawdzié, czy mozna przez nie
poprowadzié plaszczyzng (Zad. 8.52-8.55)

8.52. A=(=8,1,9), B=(2,0,0), C=(1,-3,4), D=(1,-4,5).
8.53. A=(1,2,0), B=(3,3,1), C=(5,4,2), D=(1,0,-1).
8.54. A=(1,2,~1), B=(13,1,0), C=(5,-2,3), D=(1,4,-1).
8.55. A=(0,-8,4), B=(3,-3,1), C=(4,5,2), D =(2,11,0).

Dane sg trzy punkty A, B, C. Sprawdzié, czy mozna przez nie poprowa-
dzié prostg (Zad. 8.56-8.59)
8.56. A=(5,-3,1), B=(—4,3,-2), C=(-1,1,-1).
8.57. A=(-2,5,0), B=(1,1,1), C=(4,-3,2).
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8.58. A=(=3,0,1), B=(4,2,—4), C=(0,9,5).
8.59. A= (7,-1,2), B=(3,15,—4), C = (9,-9,5).

Okreélié wzajemne polozenie plaszczyzn Q1, @2, Qs (Zad. 8.60-8.63)

8.60. Q:2r —y+52—4=0, Q2:5z+2y—132—-19=0, Q,:3z—-2z-7=0.

861. Q,:5z—243=0, Q@2:2z—y—4z+5=0, Q,:3y+2:—-1=0.

8.62.Q;: —4x—3y+92—27=0, Q2:3z—4y—32-5=0, Q,:z+Ty—6z+3=0.

8.63.Q1:22—y—1=0, Q2:3z2—y+2-3=0, Q,:y+2:-3=0.

Tak dobraé parametr k € R, aby trzy plaszczyzny Qi, Q2, Q3 przecinaly

sie¢ w jednym punkcie (Zad. 8.64-8.65)

8.64.Q, :z—4y—224+k=0, Q:kz+y—2-5=0, Q3:kx—12y—-32+7=0.
8.65.Q,:5z —2y+2+k=0, Q2:kz+3y—2z+k=0, Q,:3z—-4z+k=0.

Tak dobraé parametr k € R, aby plaszczyzny Q1, Q2, Q3 mialy wspélng

prosta (Zad. 8.66-8.67)

8.66.Q,:x+2y—2=0, Q:kz—y—2=0, Q,:z—ky+z=0.

8.67.Q1:kz—y+32-9=0, Q:z+ky—z-2=0, Q,:z+Ty—62+3=0.

Oméwié w zaleznodci od parametru k¥ € R wzajemne polozenie

plaszczyzn (Zad. 8.68-8.69)

8.68.Q,: kzx+y—2—1=0, Qr:z+ky+32—k=0, -Q,:3z—-52=0.
8.69. Q;:3z+2y+kz—2=0, Q2:z—6y+22+1=0, Q,:2z+z—-k=0.
Napisaé réwnanie plaszczyny przechodzacej przez trzy dane punkty (Zad.

8.70-8.73)

8.70. A=(0,0,0), B=(3,2,-5), C =(-2,3,-1).
8.711. A=(1,1,1), B=(2,-2,2), C=(0,-1,-1).
8.72. A=(0,0,6), B=(1,1,9), C =(-2,4,-6).

8.73. A=(-2,0,3), B=(3,-1,1), C =(1,-1,0).

Znalezé odlegloéé miedzy plaszczyznami Q, AQ; (Zad. 8.74-8.76)

8.74. Q, : 11z —2y—10z+30=0, Q2:1lz—2y—10z—-90=0.
8.75. Q; :6z+2y—4z+7=0, Q2:9z+3y—62z+1=0.
8.76. Q, 142z —3y—122+6=0, Q2:4z—-3y—122+11=0.
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Obliczyé kat miedzy plaszczyznami Q;, Q, (Zad. 8.77-8.79)

877.Q1:2c4+y—924+5=0, Q2:16z—5y+32—8=0.
8.78. Q1 :6z4+2y—42z4+7=0, Q2:92+3y—6z+1=0.
8.79. Q1:2x—y—2247=0, Q:Tx—y+5=0.

Napisaé¢ réwnanie plaszczyzny Q przechodzacej przez prosta | : ’—;—l =

12 = £ i spelniajacej warunek (Zad. 8.80-8.83)

8.80. Punkt M = (1,-2,1) nalezy do plaszczyzny Q.

8.81. Plaszczyzna Il : 4z + y+ 2+ 1 =0 tworzy z plaszcayzna Q kat <,o
8.82. Plaszczyzna Il : & — y = 0 tworzy z plaszczyzna Q kat ¢ = I
8.83. 05 OZ jest réwnolegla do plaszczyzny Q.

Napisaé¢ réwnanie plaszczyzny wyznaczonej przez proste Iyl (Zad.
8.84-8.88)

8.84. 11 = iﬂ, 12:1;7_62 %:—i‘;—l
y+z—1—0 y+4z=4
8.85. hh: b { 3r+4y+7z=0"

z
20 +3y+62—6=0"
z
2z

+y+2z—-1=0 [ y+4z=4
rt+3y+6z—6=0" ‘2

{
s

8.87.11:%—:}-:#;_2:?_-}_2 12:{x_2z=0

-2 z—y+z+1=
[ z+z-1=0 [ 3+y—2+413=0
8.88. |, { Coyi3=0 b {y+2z_8=0 .

Sprawdzié, czy dana prostal zawiera si¢ w plaszczyznie Q : 4z+3y—z+3 =
0 (Zad. 8.89-8.91)

=142t
8.89. [: y=-3-t , telR. 8.90.1:?:"'—321’-5—3=z.
z=-2+5t

J 224y+2-1=0
8.91.1.{ T+y-3246=0"

Napisaé¢ réwnania prostej przechodzgcej przez dane dwa punkty A, B
(Zad. 8.92-8.94)

8.92. A=(1,1,1), B=(-3,2,0). 8.93.4=(4,-7,2), B=(-34,0).
8.94. A=(-2,3,-3), B=(0,0,1).
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Podaé réwnania kierunkowe i parametryczne prostej ! opisanej réwnaniami
krawedziowymi (Zad. 8.95-8.97)

f z4+4y+52-2=0 f 3z24+y—244=0
8.95.1.{:,,%_1!4_z_5=0 : 8.96.1.{y+2z_8:0 :

z—2y+4z=0

8'97'1:{z+4y+4z——6=0‘

Okreélié wzajemne polozenie prostych (Zad. 8.98-8.101)

J 2e—-y+5=0 o1 _ y+2 _
8°98'll'{:c+2y+z=0’ 12.3—21-—1_—5'—2.

Lz=3 _ y=2 _ 242 ] ®—-22=0
8.99-11. 3 1 12'{x_y+z+1=0'

f z—-5y+62—-3=0 f Bz4+y+1=0
8.100.11.{2x+y_z+5=0 , 12.{111_“_1:0.
_ z=5+4+4t
8.101.11:{:;”_“3;2‘5'0, l:d y=-T+t , teR
y= z=+1-3t

W zaleznoéci od parametru k € R okreslié mozliwe wzajemne polozenie
prostych Iy, [, (Zad. 8.102-8.105)

8.102. I :fxl =t =2l Liz4l=y-1==z

8.103. [y : &l =y—2=23 .z +2=1{=3"2.

k 2k 2
.r—4 _ y+1 __ 2-3 .z—4 _ Y — z=3
8.104. 1y 1253 = Pl — 228 gy 2ot o g o 228

8.105. 11:{ z-y+2:-2=0 ,2:{ c+2y+32-6=0

20 +2y+z—k=0" z+3y—2-3=0"
Znalez¢é rzut prostej | na plaszczyzne Q (Zad. 8.106-8.108)

8.106. [: 22 = =2 Q:z-2y+z-5=0.
8.107.1:”-—‘2‘3:11‘—1:‘—_"'23, Q:3z+y—z+5=0.

2¢+3y—2-5=0
z4+2y—42z-13=0"
Znalezé punkt N symetryczny do danego punktu M wzgledem danej
prostej [ (Zad. 8.109-8.111)

8.108.1:{ Q:3z—y—2+10=0.

8.109. M = (1,0,-1), 1:%5l=y+2=23

z—-3y—32-5=0
z+32—-2=0 ’

8.110. M = (3,-1,-11), I: {
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z=>5+4t
8.111. M =(-2,5,13), 1:{ y=-7+t, tekR
z=1-3t

Znalezé punkt N symetryczny do danego punktu M wzgledem danej
plaszczyzny Q (Zad. 8.112-8.114)
8.112. M =(0,0,0), Q:6zx+2y—9z+121=0.
8.113. M =(2,7,1), Q:z—-4y+2+4+7=0.
8.114. M = (3,-7,5), Q:2z—-5y+32—-42=0.
Znalezé odleglosé prostych réwnoleglych I, 1; (Zad. 8.115-8.116)

8.115. ) : 5l =2 =2 | 2 =¥ =255 L,

9
z—-5y+62—-3=0 ! .{13x+y+1=0
] 2' 11

8'116°11:{2t+y'—2+5=0 z+2z-1=0"

L||l2.

Znalezé odleglo$é prostych skosnych Iy, 1, (Zad. 8.117-8.118)

) _ z = 5 + 4t
8.117.11:{i”_+4f‘(')’z =0 .l y = -7 + t, teR
yA_ z = 1 - 3t
L 2r-y+5=0 Cz=l _ y42 _
8.118. 11. x+2y+z=0, 12 3 = =3 =z.

Wyznacz kat nachylenia prostej | do plaszczyzny Q (Zad. 8.119-8.121)

8119.1: 23l =2 =222 Q:4z+y+52+7=0.

r=3+t
8.120.1: ¢ y=7—-t, tek, Q:y+2z—-4=0.
z2=10

22 +3y—24+6=0

8.121.1:{ =0

, Q:4x+4+6y—22z-3=0.

Napisaé réwnanie sfery spelniajacej podane warunki (Zad. 8.122-8.126)

8.122. Srodkiem sfery jest punkt S = (3,0,—1), promieri wynosi 10.

8.123. Srodkiem sfery jest punkt S = (1,1,—3) i jest ona styczna do plaszczyzny
2z —2y+2+9=0.

8.124. Jedna ze érednic sfery ma korice w punktach M; = (3,5,—4), M2 = (5,-1,0).

8.125. Sfera przechodzi przez punkt M = (0,—3,1), natomiast jej przekrdj
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plaszczyzna OXY jest okregiem o réwnaniach z2 + y2 = 16, z = 0.

8.126. Srodkiem sfery jest punkt S = (—3,—2,0) i jest ona zewnetrznie styczna do
kuliz? + 42 4+ 22 +42—-42+7=0.

Znale7¢ $rodek i promiert okregu K o zadanych réwnaniach (Zad.
8.127-8.129)

8.127. =3+ w+2’+(z -5 =49
z4+y—2243=0"

2?24+ 9y?+ 22 -4 -12y+4=0
8.128.{ pe—3ytso0

224y 422422 —-42-31=0
8.129.{3m_y_z_6___0 .

Napisaé¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do kuli K : (z + 5)2 +(y— 8)2 +
(z+1)* = 16 w punkcie M (Zad. 8.130-8.132)

8.130. M = (-5,8,3). 8.131. M =(-5,4,—1). 8.132. M = (=1,8,—1).

Napisaé réwnania plaszczyzny , stycznej do kuli K : (z + 5)2 +(y— 8)2 +
(z + 1)® = 16, spelniajacej podany warunek (Zad. 8.133-8.134)

8.133. Plaszczyzna 7 jest réwnolegla do plaszczyzny ¢ — z = 0.

8.134. Plaszczyzna w przechodzi przez o OX.

Okreéli¢ rodzaj powierzchni opisanej réwnaniem (Zad. 8.135-8.149)

8.135. z = 42 + 432, 8.136. z = 3 — 22 — ¢

8.137. z = 422 + 942, 8.138. 22 = 42? + 9y2.

8.139. z = 3 — \/4z% + 9. 8.140. 4y% + 2% = 1.

8.141. z + 9y + 2522+ 4 = 0. 8.142. 22 — y® + 42 = 0.
8.143. 22+ y? + 22 — 4z = 0. 8.144. 9z2 + 43° + 3622 = 36.
8.145. 22 — y2 + 922 = (. 8.146. (z — 2)* — 4y? — 22 = 0.
8.147. 42% —y — 422 = 0. 8.148. 422 + 2 — 22 = 1.

8.149. 22 — 4y — 22 = 1.

Podaé réwnanie powierzchni (i nazwaé jg) utworzonej z prostych réwnoleglych
do osi OX przechodzacych przez zadang krzywa lezaca w plaszczyznie OY Z
(Zad. 8.150-8.152)

8.150. WSy 2 =1 8151 242y +22—624+12=0.  8.152. y2—422 = 1.
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8.153. Podaé réwnanie powierzchni obrotowej, ktérej przecigcie z plaszezyzna OXY
tworzy okrag o réwnaniu z2 + y? = 1, a przecigcia z plaszczyznami OXZ i OY Z sa
parabolami o wierzchotku w punkcie (0,0, —1).

8.154. Podaé réwnanie stozka obrotowego, ktérego osia obrotu jest o§ OY oraz jedna

z tworzacych prosta ¢ =y = 2.

Podaé réwnanie kwadryki, ktérej przecigcia plaszczyznami ukladu wspét-
rzednych wynosza odpowiednio (Zad. 8.155-8.157)

8.155. :c2+"{—:~=1, y;+4z2= 1,22 +422 = 1.

8.156. 22 —4z+ 3y -5 =0,22 -4z - 22 +62-5=0,y> - 22+ 62 -5 = 0.
(-2 +1* =(z-3)".

8.157. Zbiér pusty, y? —z2+1=0,22-4z+4=0.



Rozdzial 9

Elementy topologii

9.1 Przestrzenie metryczne

Definicja 9.1.1 Par¢ (X,d), gdzie X jest zbiorem niepustym, d za$ odwzorowaniem
X x X — R, spelniajgcym dla dowolnych z,y,z € X nastepujgce warunki (aksjo-
maty):

- d(z,y)20id(z,y) =0z =y,

- d(z,y) =d(y,z),
- d(z)y) < d(:c,z)+d(y,z),

nazywamy przestrzenig metryczng. Odwzorowanie d nosi nazwe metryki w zbio-
rze X. Elementy zbioru X nazywamy punktami, a liczbe d(z,y) odlegloécig
punktu z od punkiu y.

Aksjomaty te méwia, kolejno: odleglosé¢ dwéch punktéw jest nieujemna oraz punkt
jest odlegly od siebie samego o zero, odleglos¢ dwéch punktéw jest symetryczna,
dlugosé dowolnego boku tréjkata nie jest wieksza od sumy dlugosci dwéch pozostalych

bokéw (tzw. prawo tréjkata).

Przyklad 9.1.1 Dla dowolnego niepustego zbioru X i dla dowolnych z,y € X
poldimy:

_J O0Ogdyz=y
d(z,9) '—{ lgdyz#y-~

Nietrudno zauwazy¢, ze odwzorowanie d jest metrykg w X. Metryke te nazywamy

metrykg dyskretna, a przestrzen (X,d) — przestrzenig dyskretna.

211
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Przyklad 9.1.2 Niech X = R" i niech bedzie dane odwzorowanie d okreslone
nastgpujgco: dla dowolnych = (zy,...,2,), y=(%1,.--Yn) mamy:

d(z,y) =/ i (i — )2, (9.1.1)

Odwzorowanie d jest metryka w R”™. Rzeczywidcie, aksjomaty metryki sa spelnione
w oczywisty sposéb, a aksjomat prawa tréjkata jest konsekwencja nieréwnosci
Schwarza-Buniakowskiego, patrz (5.3.5).

Przestrzen R'f 7 ta metryka nazywamy przestrzenia kartezjaiiskg n-wymiarows.
Z okreslenia (9.1.1) w szczegdlnosci otrzymujemy znane wzory na odleglos¢ dwéch

. 2 3 . -
punktéw w R, R®, R”, mianowicie:

d(z,y)=|z—y| daz,yeR,

d(z,9) = /(1 - ) + (22— 92)* dlaz = (21,22), y=(v1,3) R,

d(z,y) = /(@1 — 12)* + (22~ 12)” + (53 ~ v6)°
dla z = (21,22,23), ¥= (1,92,9s) € R".
Metryke okreslona wzorem (9.1.1) nazywa si¢ czgsto metryka naturalng lub me-

tryka pitagorejska.

Przyklad 9.1.3 ‘Metrykg naturalng w zbiorze liczb zespolonych C jest odwzorowanie

okreslone wzorem:

d(z1,22) = |21 — 22| dla 21,2, € C.

Zauwazmy, ze przyjmujac z; = &3 + iZ2, z2 = Y1 + ty2 i korzystajac z definicji
modulu, otrzymujemy, ze odleglosé¢ dwéch liczb zespolonych jest réwna odleglodci w
sensie metryki naturalnej punktéw plaszczyzny jednoznacznie przyporzadkowanych

tym liczbom zespolonym.

Przyklad 9.1.4 W R? mosna wprowadzié melryki okreslone dla ¢ = (z1,22), ¥y =
(y1,92) € R2 nastepujgco:

d(z,y) : =max{lz1—ul,le2 - pl}, (9.1.2)
d(z,y) : =ler—z2|+ |y — 2. (9.1.3)
Sprawdzenie aksjomatéw metryki pozostawiamy czytelnikowi. Interesujace sa tutaj

réwniez interpretacja geometryczna i uogdlnienie tych wzoréw dla przestrzeni R" dla
n> 2.



9.1 Przestrzenie metryczne 213

Przyklad 9.1.5 Jezeli (X, d) jest przestrzenig metryczng, to (X,dy), gdzie

dy (.’B, y) = kd (Il:, y)
dla z,y € X, k = const, k > 0, jest réwniez przestrzenig metryczng.

Przyklad 9.1.6 Przesirzeniami metrycznymi s¢ réwniez zespoly (X, d1), (X,d2),
gdzie dla dowolnych z,y € X jest:

dl (:c,y) = min {l)d(m: y)};

__d(=y)
T Ion)

Metryki d; i dy sa ograniczone przez 1, to znaczy, ze odlegloéé dwéch punktéw jest
nie wigksza od 1.

7 powyzszych przykladéw wynika migdzy innymii to, ze danemu zbiorowi X mozna
nadaé charakter przestrzeni metrycznej na ogdél na wiele sposobow. Wprowadzmy

zatem nastgpujaca relacjeg:

Definicja 9.1.2 Metryki di i dy okreslone w zbiorze X nazywamy metrykami
réwnowaznymi wiedy i tylko wtedy, gdy

301,62 >0 cldl (a:,y) S dZ (Z',y) S CZdl (I)y) .

Nietrudno sprawdzié, ze ta relacja jest réwnowaznoscig w zbiorze wszystkich me-
tryk okreslonych w ustalonym zbiorze X. Prosty dowéd tego faktu (oraz spostrzezenie,
7e np. metryki okreslone wzorami (9.1.1), (9.1.2), (9.1.3) sg Téwnowazne w R’ i nie
sa réwnowazne w metryce dyskretnej w R? ) pozostawiamy czytelnikowi.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli X jest przestrzenia metryczng z metryka d,a M # 0 jest
podzbiorem X, M C X, to para (M, dp), gdzie dps jest odwzorowaniem d zawezonym
do M x M, to znaczy

dy =d(z,y) dlaz,yeM
jest przestrzenia metryczng. Przestrzen (M, dp) nazywamy podprzestrzenia prze-
strzeni (X, d).

I tak np. zbiér liczb naturalnych N z metryka okreslona wzorem:
=ln—-m| dlan,meN

jest podprzestrzenia przestrzeni R z metryka naturalna.
Utozsamiajac punkty z przestrzeni R z punktami (z,0) przestrzeni R mozna
latwo pokazaé, ze przestrzen R z metryka naturalna jest podprzestrzenia przestrzeni

R? z metryka naturalng lub z metryka dang wzorem (9.1.2) albo wzorem (9.1.3).
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9.2 Przestrzenie unormowane

Niech K bedzie cialem liczb rzeczywistych R lub cialem liczb zespolonych C i niech
X bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K.

Definicja 9.2.1 Odwzorowanie ® przestrzeni X w R spelniajgce dla dowolnych
z,y € X, a € R, nastepujgce warunki (aksjomaty):

- ®(x)>0i®(z)=0&2z=0,

- @(z+y) <2(2)+2(y),

- ®(az)=|a|®(z)

nazywamy norma (w przestrzeni X ), a liczbe ® (z) - norma wektora z.

Normg¢ wektora zazwyczaj zaznaczamy za pomoca pionowych kresek, pojedynczych
lub podwéjnych. My oznaczamy przez || ||, (patrz (5.3.1)). Zatem dla normy || || :
X — R oraz dla dowolnych z,y € X ia € R jest:
21> 0 i llall =04z =0,
= =+l < ll=ll +Ilyll,
llaz|| = |a] - [|2]].

Latwo sprawdzi¢, ze np. wartosé¢ bezwzgledna jest norma w przestrzeni wektorowej

R, modut jest norma w przestrzeni wektorowej C, natomiast normg wektora ¢ =
(z1,22,...,2n) € R” jest liczba

ll=ll = /i1 =2,
patrz (5.3.3).

Definicja 9.2.2 Par¢ (X,|| ||), gdzie X jest przestrzenig wektorowg, a || || jest
normg, nazywamy przestrzenia unormowangy.

Nietrudne do sprawdzenia i istotne jest spostrzezenie, ze kazdej przestrzeni unor-

mowanej mozna nadaé charakter przestrzeni metrycznej. Mianowicie:
Twierdzenie 9.2.1 Kaida przestrzeri unormowana jest przestrzenig metryczng.
Dowéd. Jezeli (X, || ||) jest przestrzenia unormowang, to (X, d), gdzie

d(z,y) ==|lz—yl| dlaz,yeX (9.2.4)
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jest przestrzenia metryczng. Pierwszy aksjomat z definicji przestrzeni metrycznej wy-
nika bezposrednio z pierwszego aksjomatu normy, pozostale dwa aksjomaty wynikaja
z drugiego aksjomatu normy oraz faktu, ze dodawanie, zaréwno w przestrzeni X, jak

i w R jest przemienne.

Bardzo czesto, jezeli w przestrzeni wektorowej X dana jest metryka d, to mozna w

niej okreslié norme wzorem:
||z]] := d(2,0) dlaze€ X.
Na przyklad w R" :

d(z,y) =/ Tim (@i — w2 lzll=d(=,0) = /i 2.

Nie jest tak zawsze, wskazuje na to nastgpujacy przyklad.

Niech d bedzie metryka w R okreslona nastgpujaco:

|z — vl
d = —n .
(z,y) T+ -3l dlaz,yeR

Kladac dla dowolnego z € R :

lell. = d(2,0) = —ZL

1+ |z’
nie otrzymamy normy, gdyz np. dla z = 11i e = 2 mamy:
o2l 2 2
2z}, = 1+|?:c|| “1+2 %
z 1
=92. =92. =1,
2=l Tl - 2 T4l

czyli ||2z||« # 2||z]l+.

Uwaga 9.2.1 Pokazalismy, Ze pojecie przestrzeni metrycznej jest istotnie ogdiniejsze

od pojecia przesirzeni unormowanej.

9.3 Przestrzen topologiczna

Ustalmy przestrzen metryczna (X, d).

Definicja 9.3.1 Kulg otwartg (kulg, otoczeniem kulistym) o srodku w punkcie a € X

i promieniu v > 0 w przestrzeni (X, d) nazywamy zbidr:

K(a,r):={z€X :d(a,z)<r}.
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Kulg domknigta o tym samym $rodku i promieniu nazywamy zbidr:
K(a,r):={z € X :=d(a,z) < r}.
Zbiér
S(a,r):={z€ X:d(e,2)=r} =K (a,7) - K (a,r)

nazywamy sfera o srodku w punkcie a i promieniu r.

I tak np. w przestrzeni R z metryka naturalna:

K(a,r):{xER:|a:—a|<r}={x€R:—r<x—a<r}:
={zeR:a-r<z<a+r}=(a-ra+r),

K(a,r)=(a—r,a+r),

S(a,r)={a—r,a+r} — zbiér dwuelementowy.

Rys. 9.3.1 przedstawia kule o $rodku w punkcie S € R? i promieniu 7, 7 > 0, w
przestrzeni R’ odpowiednio z metrykami okreslonymi wzorami: (9.1.1), przy n =2 -
metryka naturalna w R?, (9.1.2), (9.1.3).

A A A

N~ r 7

Rys. 9.3.1

\4

\ 4
\ 4

Latwo zauwazy¢, e w przestrzeni dyskretnej X dla dowolnego a € X jest:

- -] {a} gdyr<i
A(a,r)_{X gdyr>1
Definicja 9.3.2 Punkt a € A nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A C X
w przestrzeni (X, d) wtedy i tylko wiedy, gdy istnieje r > 0 takie, 7e K (a,r) C A.
Zbior punktéw wewngtrznych zbioru A oznaczamy przezInt A i nazywamy wnetrzem

zbioru A.

Innymi slowy: punkt a nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A, jezeli punkt

ten zawiera si¢ w zbiorze A wraz z pewnym otoczeniem.
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Definicja 9.3.3 Zbiér A C X nazywamy zbiorem otwartym przestrzeni (X, d)
wiedy i tylko wiedy, gdy kaidy punkt zbioru A jest jego punktem wewnetrznym.

Twierdzenie 9.3.1 Kazda kula otwarta w przestrzeni (X, d) jest zbiorem otwartym

tej przestrzeni.

Dowéd. Niech a € X i r > 0 beda dowolnie ustalone. Niech z bedzie dowolnym
punktem kuli K (a,r). Pokazemy, ze = jest punktem wewnetrznym tej kuli. Przyj-
mijmy € := d(z,a). Oczywiscie 0 < £ < r. Polézmy § := = (r —¢€) i rozwazmy kulg
K (z,6). Dla dowolnego y € K (z,6) na podstawie n1erownosc1 tréjkata mamy:

1
d(a,y) < d(a,z)+d(z,y) <s+6=e+%(r——e)= §(r+e)‘< r,
czyli y € K (a,r). Zatem K (z,6) C K (a,r), co koriczy dowdd.

Uwaga 9.3.1 Zauwaimy, Ze wlasnos¢ otwartosci zbioru zalesy nie tylko od ksztaHu

tego zbioru, ale réwniez od przestrzeni X i od metryki zadanej w X.

Przyklad 9.3.1 Zbidr A = (0,1) C R nie jest otwarty w X = R z metrykg naturalng
(a =1 nie jest punktem wewnetrznym zbioru A), jest natomiast otwarty w X = (0,1)
z dowolng metrykg (tutaj A = X, a cala przestrzeri jest otwarta w sobie, gdyz kazda
kula jest z definicji jej podzbiorem) i jest otwarty w X = R 2 metrykg dyskretng

(wystarczy rozwazyé kule o promieniach nie wickszych od 1 ):

Przyklad 9.3.2 Odcinek B = (0,1) jest zbiorem otwartym w X = R z metrykg natu-
ralng, ale ten sam odcinek (dokladniej: zbiér B = {(z,0) : z € (0, 1)} ) na plaszczyénie
nie jest olwarty w X = R? ; metrykg naturalng.

Podane przyklady pokazujg réwniez sens Twierdzenia 9.3.1. Méwi ono, ze kula,
to znaczy zbiér punktéw spelniajacych pewien warunek (ktérego ksztalt zalezy od
przestrzeni X i od metryki w X), ma wlasnoé¢ otwartosci wladnie w tej przestrzeni
metrycznej, w ktérej zostata zbudowana.

Zauwazmy na koniec, ze jezeli d; i d; s3 metrykami réwnowaznymi w przestrzeni
X, to zbiér A C X jest otwarty w przestrzeni (X, d;) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
otwarty w przestrzeni (X,ds).

Biorge pod uwagg to, co juz zostalo powiedziane, prayjmiemy w dalszym ciagu
umowg odnoszacg sig réwniez do nastgpnych pojeé wprowadzonych w tym rozdziale,

ze jezeli nie begdzie obawy o nieporozumienie, o jaka przestrzen metryczng chodszi,
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bedziemy méwié krétko: A jest otwarty w przestrzeni (X,d). Przez przestrzenn R

bedziemy rozumieé przestrzen R" z metryka naturalna.

Niech wiec przestrzen metryczna (X, d) bedzie w dalszym ciggu dowolnie ustalona.

Dalsze rozwazania prowadzié bedziemy dla zbioréw i punktéw tej przestrzeni.

Definicja 9.3.4 Punkt a nazywamy punktem skupienia zbioru A wiedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kaidego r > 0 w kuli K (a,r) znajduje si¢ przynajmniej jeden punkt
zbioru A réiny od a. .

Zbiér punktéw skupienia zbioru A oznaczamy przez A'.

Punkt a € A i nie bedgcy punktem skupienia zbioru A nazywamy punktem izo-
lowanym zbioru A.

Zbiér A nazywamy zbiorem domknigtym wtedy i tylko wiedy, gdy kazdy punkt
skupienia zbioru A naleiy do A.

Zbiér A utworzony ze zbioru A oraz wszystkich punktéw skupienia zbioru A nazy-

wamy domknigciem zbioru A.

Przyklad 9.3.3 Dla zbioru A = {z i = —11;,n € N} C R punkt z = 0 jest jedy-

nym jego punktem skupienia w przesirzeni R. Wszystkie punkty zbioru A sg zatem

punktami izolowanymi. Zidr A nie jest domknigly, gdyz 0 ¢ A.

Przyklad 9.3.4 Zbiorem punktéw skupienia zbioru B = (0,1) w przestrzeni R jest

caly zbidr B. Zbidr ten jest zatem domknigly i nie ma punktéw izolowanych.

Przyklad 9.3.5 Dla zbioru C = {(z,y) 224 y2 < l} w przestrzeni R? zbiér C' =
{(z,y): a2+ 9* < 1} jest zbiorem jego punktéw skupienia. Zbidr C nie ma punktéw
izolowanych i nie jest domknigty.

Definicja 9.3.5 Punkt a nazywamy punktem brzegowym zbioru A wiedy i tylko
wiedy, gdy:
Vr>0K(a,r)NA#OAK (a,r)N (X —A) #0.

Innymi slowy: punkt brzegowy zbioru A to taki punkt, ktérego kazde otoczenie
zawiera przynajmniej jeden punkt ze zbioru A i przynajmniej jeden punkt z jego

dopelnienia, to znaczy ze zbioru X — A.

Definicja 9.3.6 Zbidr wszystkich punktéw brzegowych zbioru A nazywamy brzegiem

zbioru A i oznaczamy 0A.
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Dla zbioréw A, B, C rozwazanych w Przykladach: 9.3.3, 9.3.4, 9.3.5 mamy:
0A=AU{0}, 9B={0,1}, 8C={(z,y):z*+¢*= 1}.

Nietrudno zauwazy¢, ze punkt skupienia zbioru nie nalezacy do zbioru jest punktem

brzegowym tego zbioru oraz ze punkt 1zolowany zbioru jest jego punktem brzegowym.

Definicja 9.3.7 Zbiér A nazywamy zbiorem ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejga € A ir > 0 takie, 7¢e AC K (a,7). Jezeli A jest zbiorem ograniczonym, to
liczbe

diam A := sup d(z,y)
T,yEA

nazywamy Srednica zbioru A.

Dodatkowo przyjmuje sig, ze diam@ = 0.

Zbiory A, B, C okreslone w Przykladach 9.3.3, 9.3.4, 9.3.5 sa ograniczone i
diamA =1, diamB=1, diamC =2.

Wykazemy teraz wazne:

Twierdzenie 9.3.2 Zbidr A jest otwarty wiedy 1 tylko wiedy, gdy jego d-relnienie
(X — A) jest domknigte.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze zbiér (X — A) jest domknigty i wezmy dowolny
punkt a € A (jezeli A jest pusty, to A jest otwarty). Oczywiscie a ¢ (X — A) i tym
samym a nie jest punktem skupienia domknigtego zbioru (X — A). Oznacza to, ze
istnieje 7 > 0 takie, iz K (a,7) N (X — A) = 0, czyli ze K (a,7) C A. Zatem a jest
punktem wewnetrznym zbioru A. Stad i z dowolnosci wyboru punktu a € A wynika,
ze A jest zbiorem otwartym.

Zalézmy teraz, e zbidr A jest otwarty. Niech a bedzie dowolnie ustalonym punktem
skupienia zbioru (X — A) (gdyby takiego nie bylo, to nie byloby czego dowodzié).
Oznacza to, ze w kazdej kuli K (a,r) znajduje si¢ przynajmniej jeden punkt zbioru
(X — A), czyli ze a nie jest punktem wewnetrznym zbioru A. Poniewas A Jjest otwarty,
wige a € A, to znaczy a € (X — A). Zatem zbiér (X — A) jest domkniety, co koriczy

dowéd.

Uwaga 9.3.2 Na podstawie Twierdzenia 9.3.2 nie mosna oczywiscie wnioskowad, zZe

kazidy podzbiér przestrzeni metrycznej jest albo otwarty, albo domknigty. Na ogét w
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danej przestrzeni melrycznej istniejg réwniez takie jej podzbiory, ktdre nie sg ani
otwarte, ani domknigte. Z poprzedniego i z nastgpnego twierdzenia wynika, ze w kazdej
przestrzeni metrycznej zbidr pusty i cala przesirzed sg takimi jej podzbiorami, ktdre
sg jednoczesnie zardwno otwarte, jak i domknigle (na ogdl nie muszg to byé jedyne

podzbiory przestrzeni metrycznej o tej wlasnosci).

W dalszym ciaggu skupimy nasza uwagg na pewnych wlasnosciach zbioréw otwar-

tych. Wykazemy nastepujace:

Twierdzenie 9.3.3 W dowolnej przesirzeni metrycznej:
1. Zbidr pusty i cala przestrzent sg zbiorami otwariymi.
2. Suma dowolnej liczby zbiordw otwartych jest zbiorem otwartym.

3. Iloczyn skoticzonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowéd. Przeprowadzimy, dla przykladu, rozumowanie uzasadniajace punkt 2.
Twierdzenia 9.3.3.

Niech I bedzie dowolnym zbiorem wskaznikéw. Mamy wykazaé, ze

Vie I A; jest otwarty = U A; jest zbiorem otwartym.
i€l
Niech a € |J;¢; Ai- Wynika stad, ze istnieje wskaznik ig € I taki, ze a € A;,. Poniewaz
Aj, jest zbiorem otwartym, wige istnieje 7 > 0 takie, ze K (a,7) C Aj,- Stad i z definicji

sumy zbioréw mamy: K (a,r) C U;¢s, co dowodzi tezy.

Uwaga 9.3.3 Punkt 3. Twierdzenia 9.3.3 nie przenosi si¢ na przypadek iloczynu

nieskoriczonej liczby zbioréw. Juz przeliczalna rodzina zbioréw otwartych moze nie
mieé iloczynu (przecigcia) otwartego. Kazdy ze zbiordw An :(0, 14+ ;—) ,n €N, jest
otwarty w R (z metrykg naturalng), natomiast (Y-, An = (0,1) nie jest otwarty w

tej przestrzeni.

Definicja 9.3.8 Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Przez T oznaczamy
rodzing podzbiordw zbioru X, spelniajgcg warunki:

- Per, Xe€r,

— A; €1 dlaiel (dowolny zbiér wskainikéw) = U;er Ai € 7,

- Ay Az, An €T AL ET
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Pare (X, T) nazywamy przestrzenig topologiczng, rodzing T - topologia zbioru
X, elementy rodziny — zbiorami otwartymi przesirzeni topologicznej (X, 7). Kaidy

2bidr otwarty zawierajgcy punkt a € X nazywamy otoczeniem punktu a.

Uwaga 9.3.4 Z Twierdzenia 9.3.3 wynika, ze kazdej przestrzeni metrycznej mozna
nadaé charakter przestrzeni topologicznej. Wystarczy 2a 7 przyjaé rodzing zloiong
ze wszystkich zbioréw otwartych okreslonych jok w Definicji 9.3.2. Tak otrzymang
topologie nazywamy topologia indukowang przez metryke.

Przestrzen topologiczna z topologia indukowana przez metryke staje si¢ prze-

strzenia Hausdorffa.

Definicja 9.3.9 Méwimy, ze przestrzed (X, 7) ma wlasnoéé Hausdorffa (lub ina-
czej jest przestrzenig Hausdorffa), jezeli dla réinych, dowolnych dwéch punktéw prze-

sirzeni istniejg takie ich otoczenia, ktdrych przecigcie jest puste.

Przestrzen topologiczna z topologia indukowang przez metryke ma wlasnosé¢ Haus-
dorffa.

Wychodzac od pojecia zbioru otwartego i otoczenia, mozna w dowolnej przestrzeni
topologicznej zdefiniowaé wszystkie pojecia wprowadzone w tym paragrafie. Pojgcie
przestrzeni topologicznej jest jednak istotnie ogdlniejsze od pojecia przestrzeni me-
trycznej, przestrzen (X, 1), gdzie 7 = {0, X}, jest trywialnym przykladem przestrzeni
topologicznej, w ktérej nie mozna wprowadzi¢ takiej metryki, by topologia induko-
wana przez nia pokrywala si¢ z rodzing 7. Przestrzen ta nie ma wlasnosci Hausdorffa.
Poniewaz jednak przestrzenie nie majace wlasnoscl Hausdorffa nie beda nas intere-
sowaly, ograniczymy sig w dalszym ciggu do przestrzeni topologicznych z topologia in-
dukowana przez metryke, czyli (aby nie komplikowaé zapisu) po prostu do przestrzeni
metrycznych. Czytelnikéw chcacych zajaé sig szerzej zasygnalizowana problematyka
odsylamy do podrgcznikéw z topologii ogélnej. Pewnym uzupelnieniem problematyki

omawianej w tym rozdziale jest zbidr zadan umieszczony na Jjego koncu.

9.4 Zbiory zwarte i spéjne w przestrzeni
metrycznej

Definicja 9.4.1 Rodzing {Ui};¢ podzbiordw otwartych przestrzeni metrycznej X na-
zywamy pokryciem otwartym zbioru A C X wtedy i tylko wtedy, gdy A C U;er Ui
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Definicja 9.4.2 Podzbiér K przestrzeni metrycznej X nazywamy podzbiorem zwar-
tym wiedy i tylko wtedy, gdy kazide pokrycie otwarte zbioru K zawiera podpokrycie
skoticzone, to znaczy jezeli {Ui}iel Jjest pokryciem zbioru K, to istnieje skosiczona

liczba wskasnikéw iy, 1, ..., ik takich, ze K C U;, UU;, U...U Ui, .

Zauwazmy, ze kazdy skoriczony podzbi6r przestrzeni metrycznej jest zbiorem zwar-
tym.
W dalszym ciggu wykazemy kilka twierdzeri dotyczacych struktury zbioréw zwar-

tych w przestrzeniach metrycznych.
Twierdzenie 9.4.1 Kazdy zbidr zwarty jest domkniety.

Dowéd. Niech K bedzie podzbiorem zwartym przestrzeni metrycznej X z metryka
d. Wykazemy, ze zbiér (X — K) jest otwarty w X (poréwnaj Twierdzenie 9.3.2).

Niech wige punkt @ € (X — K) bedzie dowolnie ustalony. Dla kazdego b € K
oznaczamy przez ry := §d (a,b). Oczywiscie ry > 0 oraz K (a,r) N K (b,73) = @ dla
b € K. Poniewaz K jest zwarty i rodzina {K (b,75)}scx Jest otwartym pokryciem

zbioru K, wigc istnieje skoficzona liczba punktéw by, ... ,br € K takich, ze:
KcU:= K(bl,rbl) U ...UK(bk,rb,‘).

Biorge r := min {ry,,...,m,}, zauwaiymy, ze r > 0i K (a,7) N U = 0. Zatem kula
K (a,r) C (X = K), czyli punkt a, jest punktem wewnetrznym zbioru (X -K), co
dowodzi tezy.

Twierdzenie 9.4.2 Kazdy domkniety podzbidr zbioru zwartego jest zwarty.

Dowéd. Niech H C K C X i niech zbiér H bedzie domkniety w przestrzeni
X, azbiér K niech bedzie zwarty w X. Niech dalej {Ui};¢; bedzie otwartym pokry-
ciem zbioru H. Dolaczajac do rodziny {Ui}i; zbidr (otwarty) (X — H), otrzymujemy
otwarte pokrycie zbioru K. Poniewaz K jest zwarty, wiec z pokrycia tego mozna wy-
braé¢ podpokrycie skoficzone zbioru K, a tym samym i zbioru H , 8dyz H C K. Jezeli
zbidr (X — H) wchodzi w sklad tego pokrycia, to odrzucamy go 1 otrzymujemy w ten
sposob skoriczone podpokrycielpokrycia {Ui}ie; bedace w dalszym ciagu pokryciem
zbioru H. Ostatnia konkluzja koriczy dowdd.

Twierdzenie 9.4.3 Kazdy nieskoriczony podzbidr F zbioru zwartego K ma punkt

skupienia nalezgcy do K.
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Dowéd. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze nie istnieje w K punkt skupienia
zbioru F. W takim razie dla kazdego punktu a € K istnialaby liczba r4 > 0 taka, ze
kula K (a,r,) zawieralaby nie wigcej niz jeden punkt zbioru F; w szczegdlnosei tylko
punkt a, gdy a € F. Oczywidcie, zadna skoriczona rodzina takich kul nie pokrylaby
zbioru F (F jest nieskoriczony), a tym bardziej nie pokrylaby zbioru K (F C K).
Przeczy to zwartosci zbioru K i tym samym koniczy dowéd twierdzenia.

Aby scharakteryzowaé zbiory zwarte w przestrzeni R (z metryka naturalna), za-
uwazymy najpierw, ze z aksjomatu ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych (patrz 1.3.1)
wynika nastepujacy:

Lemat 9.4.1 Jezeli {E, }nEN jest zstepujgcym ciggiem przedziatdw domkniglych w
R, to znaczy Ep = {an,bn), an < by dlan € NiE,;. CE, dlan€ N, to zbiér
Moy En jest niepusty.

Dowdd (szkic). Oznaczamy przez F' zbidr wszystkich ap-lewych koncéw prze-
dzialéw E, i niech z :=sup F (F jest niepusty oraz ograniczony z gory). Z definicji
kresu gérnego i z monotonicznoéci ciagdw {an} i {bn} wynika, ze a, < z < by dla
n € N, a to dowodzi tezy.

Wykazemy teraz

Twierdzenie 9.4.4 Kaidy przedzial domknigty jest zwarty w R.

Dowéd. Niech E = (a,b), gdzie a,b € R sg dowolnie ustalone i niech a < b, gdyz
w przypadku gdy a = b, nie ma czego dowodzié¢. Oznaczmy przez § dtugosé (Srednice)
przedzialu E, 6§ :=b— aizauwazmy,ze z —y<édlaz,y€E.

Przypusémy teraz, ze E nie jest zwarty, to znaczy, ze istnieje otwarte pokrycie
{Ui};es zbioru E nie zawierajace skoriczonego podpokrycia zbiotu E. Przyjmijmy
c= = (a + b) i rozwazmy przedzialy (a,c) i {c,b) o dlugosclach é . Przynajmniej jeden
z mch oznaczmy go przez Ej, nie moze by¢ pokryty skonczon@ podrodzina rodziny
{Ui};¢1 - Rozbijmy przedzial Ey na dwa domkniete podprzedzialy o dlugosciach 5
Niech E, bedzie podprzedzialem przedzialu Ej, nie dajacym sie pokry¢ skoriczong
podrodzing rodziny {U;};c;. Kontynuujac ten proces, otrzymamy ciag przedzialéw
E.,n € N, o nastepujacych wlasnosciach:

- EDE;D...D...,
— E, nie da sie pokry¢ zadna skoriczona podrodzing rodziny {U;};¢y,

- :c,yEE,,=>|z—y|§2£ndlan€N.
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Z Lematu 9.4.1 i z pierwszej wlasnosci wynika, ze istnieje punkt zo nalezacy do
wszystkich przedzialéw E,,. Poniewaz {U‘}ie 1 Jest pokryciem przedzialu E, wiec ist-
nieje i € I takie, ze o € U;,. Ale U;, jest otwarty, istnieje wigc r > 0 takie, ze

(zo — 7,20+ 1) C Ui,. Zauwazmy, ze musi istnie¢ ng € N takie, ze r > on gdyz w

przeciwnym razie dla kazdego n € N mieliby$my 2n < —, a to jest niemozliwe. Z trze-
r
ciej wlasnosci wynika, ze E,, C U;, - otrzymujemy sprzecznoé¢ z druga wlasnoscia i

tym samym koniec dowodu.

Twierdzenie 9.4.5 (Heinego-Borela) Podzbidr zbioru liczb rzeczywistych jest zwar-

ty wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest domknigty i ograniczony.

Dowdéd. Niech K bedzie dowolnym podzbiorem R. Zalézmy najpierw, ze K jest
zwarty, z Twierdzenia 9.4.1 wynika, ze K jest domkniety. Gdyby K nie by} ograni-
czony, wéwczas dla kazdego n € N istnialby w K punkt z, taki, ze |2n] > n. Zbiér
F, zlozony z tych punktéw, nie ma punktu skupienia w R, a tym bardziej w K,

otrzymujemy wiec sprzecznosé z Twierdzeniem 9.4.3.

Uwaga 9.4.1 Implikacja: ,K zwarty = K domknigty i ograniczony” jest prawdziwa
w dowolnej przestrzeni metrycznej. Przypusémy teraz na odwrdt, ze K jest domkniety
t ograniczony. Zbior K jest zatem zwarty w pewnym przedziale (a,b). Na podstawie
Twierdzenia 9.4.4 wiadomo, Ze (a,b) jest zwarty, K jako domknigty podzbiér zbioru

zwartego jest zwarty (na podstawie Twierdzenia 9.4.2).

Analogicznie mozna wykazaé, ze implikacja: ,K — domknigty i ograniczony => K
- zwarty” jest prawdziwa w przestrzeni R" (z metryka naturalna). W dowolnych
przestrzeniach metrycznych implikacja ta nie musi byé prawdziwa. Dla przykladu
rozwazmy przestrzeni X zlozong z dowolnego nieskoficzonego ciagu Jréznych punktéw
z metryka dyskretng. Z definicji metryki dyskretnej wynika, ze przestrzen X jest
zbiorem ograniczonym. X jako cala przestrzen jest takze zbiorem domknigtym. Latwo
zauwazy¢, ze rodzina kul {K (z;,1)}, z; € X, i € N jest otwartym pokryciem zbioru
X, z ktdérego nie mozna wybraé podpokrycia skoniczonego zbioru X, czyli ze X nie

Jjest zbiorem zwartym.

Twierdzenie 9.4.6 (Weierstrassa) Kazdy nieskoriiczony i ograniczony podzbidr

przestrzeni R ma punkt skupienia w R.

Dowdd. Ustalmy dowolnie nieskoriczony i ograniczony zbiér F C R. F jako ogra-

niczony zawiera si¢ w pewnym przedziale domknigtym (a,b), ktéry, na podstawie
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Twiedzenia 9.4.4 jest zwarty. Zgodnie z Twierdzeniem 9.4.3 zbiér F jako nieskoriczony

podzbidr zbioru zwartego ma w nim, a wiec i w R, punkt skupienia.
Na zakorczenie zajmiemy si¢ krétko zbiorami spéjnymi.

Definicja 9.4.3 Podzbidr E przestrzeni metrycznej nazywamy zbiorem spdjnym
wledy i tylko wtedy, gdy nie istniejg dwa otwarte podzbiory A, B przestrzeni X takie,
ze:

- AnB=19,

- ANE+#0, BNE#0,

- ECAUB.

Mozna wykazaé (dowdd pominiemy), ze:

Twierdzenie 9.4.7 Zbiér E C R jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prze-
dzialem. Dokladniej: jedynymi zbiorami spdjnymi w R sq¢ zbiory postaci : {a}, (a,b),
(a,b), (a,b), (a,b),(—00,b), (—00,b), (a,+00), (a,+00), (—00, 4+0), gdzie a,b € R,
a<b.

Definicja 9.4.4 Zbidr otwarty i spdjny nazywamy obszarem. Jezeli do obszaru
dotgczymy jego wszystkie punkty skupienia, to otrzymamy zbidr, ktéry nazywamy ob-

szarem domknigtym.

9.5 Zadania

Zbadaé, ktére z odwzorowan jest metryka w R (Zad. 9.1-9.4)

9.1. d(z,y) := |«? — y?|. 9.2. d(z,y) := |2z — 2y|.
9.3. d(z,y) := |z — 2y]. 9.4. d(z,y) := (z — v)°.

9.5. Sprawdzié, ze odwzorowania:

3
logz_j ) d3(x,y) = ’ dla a:,yGR.,.

sa metrykami réwnowaznymi w R .

di(z,y) =

z
log—|, do:=
gyl 2

z
log, —
gzy

9.6. W przestrzeniach metrycznych z poprzedniego zadania znalezé:
Ki(1,1)={zeR; :di(z,1) < 1}, i=1,2,3.

., . n—m . ,
9.7. Sprawdzié, czy odwzorowanie d (m,n) := w zbiorze N tworzy przestrzen
n

metryczna.
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9.8. W przestrzeni metrycznej (N, d) , gdzie d zostalo okreslone w poprzednim zada-
niu, wyznaczy¢ zbiory:
1\ — 1 1 —

K — — — .

1 (10, 10) , K1 (10, 10) , S1 <10, 10) , K2(10,1), K»(10,1), S2(10,1)

Sprawdzié, czy dane odwzorowania w R? sa metrykami. Okreslié ksztalt
otoczenia punktéw dla tych przestrzeni (Zad. 9.9-9.10)
9.9. d] (A, B) = lzz - $1| + lyz - y1| .

9.10. dz(A, B) := max {|z2 — 21|, |y2 — w1} .

W przestrzeni R z metryka naturalng znaleZé punkty wewngtrzne,
punkty skupienia, punkty izolowane i punkty brzegowe zbioru A (Zad.
9.11-9.13)

911. A={z:z=k+1/n},k€eZ neN
9.12. A=Qn(0,1).
9.13. A= (0,2)\ {1} .

9.14. Niech w przestrzeni R? bedzie zadana metryka okreslona nastepujaco: dla
2
Pi(z1,11), Pa(z2,32) €R

- d 1=z
d(Py, Pp) = ly2 — y1| gdy 1 2
CROES U i Bl

Sprawdzié, czy zbiory A, B C Rz, gdzie: A = {(z,y) : ¢ € (=1,1) Ay =0},
B={(z,y):z=1Ay€ (1,2)}, sa zbiorami otwartymi w (Rz,d) .

9.15. Znalez¢ brzeg zbioru QQ x Q w przestrzeni R? metryka naturalna, Q — zbiér
liczb wymiernych.

9.16. Niech (X1,d1),(X2,d2),,...,(Xn,dn) beda podprzestrzeniami metrycznymi.
Oznaczmy X := X1 X X2 X ... X X, i okreslmy

d(z,y) = \/d1 (z1,91)° +da (22,92)° + ...+ dn (Tn, Un)’

dlaz,ye X, z=(21,%2,.-,2n), ¥y=(¥1,¥2,--»¥n), Ti, % € X;, i =1,2,...,n.
Wykazaé, ze zespél (X, d) jest przestrzenig metryczna. Przestrzen te nazywamy ilo-

czynem kartezjafiskim przestrzeni metrycznych.

9.17. Niech (X, || ||) bedzie przestrzenia unormowang. Zbiér A C X nazywamy zbio-
rem wypuklym wtedy i tylko wtedy, gdy Az + (1 — A) y € A dla dowolnych z,y € A
i0 < A < 1. Wykazaé, e kula i kula domknigta sa zbiorami wypuklymi.
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Niech (Ra,R, +, ) bedzie przestrzenia wektoréw tréjwymiarowych. Czy
podane okreslenia dobrze definiujg norme w tej przestrzeni (Zad. 9.18-9.20)
9.18. (a1,a2,a3) = max {|a1], |az|, |as|}.

9.19. (a1,a2,a3) = min {|a1], |az]|, |as|} .
9.20. (ay,a2,a3) = |a1] + |az| + |as].

Wykazaé, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej maja miejsce nastepujace
fakty (Zad. 9.21-9.23)
9.21. Kula domknieta i brzeg zbioru sa zbiorami domknigtymi.
9.22. Iloczyn dowolnej ilosci zbioréw domknigtych jest domkniety.
9.23. Suma skoniczonej liczby zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym.
9.24. Podac przyklad, ze w przestrzeni metrycznej suma nieskorniczonej liczby zbioréw

domknietych nie musi byé zbiorem domknigtym.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Wykazaé, ze dla dowolnego
podzbioru A tej przestrzeni prawdziwe sg twierdzenia (Zad. 9.25-9.30)
9.25. Int A jest zbiorem otwartym. .

9.26. A —otwarty & Int A = A,
9.27. B C AN B - otwarty = B C Int A,
9.28. Int (AN B) = (Int A) N (Int B),

9.29. Int (AU B) D (IntA) U (Int B); podaé przyklad, ze inkluzji tej nie mozna

zastapi¢ réwnoscia.
9.30. Int (Int A) = Int A.

Jezeli (X,d) jest przestrzenia metryczng, A C X oraz A’ jest zbiorem
punktéw skupienia zbioru 4, to: A := AUA’, patrz Definicja 9.3.4. Wykazaé,
ze (Zad. 9.31-9.36)

9.31. A jest zbiorem domknietym.
9.32. A— domknigty<> A = A.

9.33. A C B A B— domknigty = A C B.

U
9.35. AN B C AN B oraz podaé prayklad, ze inkluzji nie mozna zastapié réwnoscia.
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9.36. (4) = 4.

9.37. Wykazaé, ze (R, 1), gdzie T jest rodzing zlozona ze zbioru pustego, zbioru
R i przedzialéw postaci (a,+o0), a € R, jest przestrzenia topologiczna nie majaca
wlasno$ci Hausdorffa, patrz Definicja 9.3.8.

9.38. Udowodnié na podstawie definicji, ze zbiér K = {z rE=—n eNu {0}} Jest
zwarty w R z metryka naturalng i nie jest zwarty w R z metryka dyskretna.

9.39. Niech zbiér liczb wymiernych Q bedzie przestrzeﬁi@ metryczna z metryka na-
turalng iniech AC Q, A = {a: V2<e< \/5} . Wykazaé, ze zbidr A jest domkniety
i ograniczony w Q, lecz nie jest zwarty.

9.40. Wykazaé, ze zbidr F jest spdjny w przestrzeni metrycznej X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego rozkladu zbioru E na sume rozlacznych i niepustych zbioréw

C, D zachodzi: (CND) U (CND) #0.

9.41. Wykaza¢, ze kazdy zbiér wypukly w (R, || ||), gdzie

llz|| == /o0, 22 dla z = (21,22,...,24) €R",

Jest spdjny.

9.42. Zbiér A nazywamy zbiorem gestym w przestrzeni metrycznej X wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy punkt zbioru X jest albo punktem skupienia zbioru A, albo nalezy
do A, albo jedno i drugie. Wykazaé, ze zbidr liczb wymiernych jest gesty w przestrzeni
R = metryka naturalna.



Rozdzial 10

Odpowiedzi

10.1 Elementy logiki

1.6. Tautologia. 1.7. Tautologia. 1.8. Nie tautologia. 1.9. Tautologia. 1.10. Tauto-
logia. 1.11. Tautologia. 1.12. Tautologia. 1.13. Tautologia.

L14. plg & (PA~ g V(~pAg),plae~(pVa).

1.15. Oduwrotne: Tréjkat réwnoramienny ma dwa katy réwne (prawda). Przeciw-
stawne: tréjkat nie bedacy tréjkatem réwnoramiennym nie ma dwéch katéw réwnych
(prawda). WK W: Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnoramiennosci troéj-
kata jest réwnosé dwéch katéw (prawda).

1.16. Oduwrotne: Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(z), to wielomian
W(z) jest podzielny przez dwumian z — a (prawda). Przeciwstawne: Jezeli liczba
a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(z), to wielomian W(z) nie jest podzielny
przez dwumian z — a (prawda). WKW: Warunkiem koniecznym i wystarczajacym
podzielnosci wielomianu W (z) przez dwumian z — a jest, aby liczba a byla pierwiast-
kiem wielomianu W(z) (prawda).

1.17. Odwrotn!e: Liczba nieujemna jest liczba naturalng (falsz). Przeciwstawne: Liczba
ujemna nie jest liczba naturalng (prawda). WW: Warunkiem wystarczajacym, aby
liczba byla nieujemna, jest, aby byla ona naturalna.

1.18. Odwrotne: Jezeli liczba naturalna jest podzielna przez dziesieé, to jest podzielna
przez dwa i pig¢ (prawda). Przeciwstawne:, Liczba niepodzielna przez dziewieé jest
niepodzielna przez dwa lub niepodzielna przez pig¢ (prawda). WKW: Warunkiem
koniecznym i wystarczajacym podzielnosci liczby przez dziesieé jest podzielnoéé tej
liczby przez dwa i pigé.

229
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1.19. Odwrotne: Jezeli liczba calkowita jest podzielna przez 10, to jest podzielna przez
519 (falsz). Przeciwstawne: Liczba niepodzielna przez 10 nie jest podzielna przez 5

lub nie jest podzielna przez 9 (falsz).

1.20. Odwrotne: Pierwiastek tréjmianu kwadratowego jest liczba rzeczywista (falsz,
gdyz pierwiastek moze by¢ liczba zespolong, gdy A < 0). Przeciwstawne: Jezeli nie
istnieje tréjmian kwadratowy, dla ktérego z jest pierwiastkien, to z nie jest liczba
rzeczywista (prawda). WK: Warunkiem koniecznym, aby z byla liczba rzeczywista,

jest, aby byla pierwiastkiem pewnego tréjmianu kwadratowego.

1.21.2=0.1.22. z € R. 1.23. £ =0.1.24. z ¢ R. 1.25. z ¢ R. 1.26. z € 0.
1.27. 2<0lubz>1.1.28. 2 € (-2,-1). 1.29. z € (-1,1). 1.30. 2 <0V z > 1.

1.31. Vm 3z 2? + mz — 2m? = 0 (prawda). Zaprzeczenie: ImVz 22 4+ mz — 2m? # 0
(falsz). 1.32. ~ Vz 22 > z lub 3z 22 < z (prawda). Zaprzeczenie: Vz z2 > z (falsz).
1.33.Vz |z| > 0 (prawda). Zaprzeczenie: Iz |z| < 0 (falasz). 1.34. Vn (n|10) = (n]2)
(prawda). Zaprzeczenie: 3n (n|10) A ~ (n|2) (falsz).

1.35. ¥n (n — nieparzyste) = (n|3) (falsz). Zaprzeczenie: 3n ~ (n|3)A(n|2) (prawda).
1.36. YW33z W3 (z) = 0 (prawda). Zaprzeczenie: IW3 Ve W3 (2) # 0 (falsz), Wi
- wielomian stopnia trzeciego. 1.37. Vo ¢ < z? (falsz). Zaprzeczenie: 3z z > z2
(prawda). 1.38. Yn € N3z n < z (prawda). 3n € NVzn > z (falsz)

1.39. 3m € ZVz € Rz? + 2mz > 0 (prawda). Zaprzeczenie: Ym € Z 3z € Rz? +
2mz > 0 (falsz). 1.40. ~ Ve |z - 2| > 2= 3y € Nz + y = 0 (prawda). Zaprzecze-
nie: Vz (Jz—2|>2=>3ye Nz +y=0) lub~ 3z (yeNz+y=0)Alz-2/<2
(falsz). 1.41. 3m € RVn € R ~ (n? < m) (prawda). Zaprzeczenie: Ym € R3n €
Rn? < m (falsz).

1.42. ~ [(pA~q)Aq]. 1.43. (gAP)V(rA~Dp) & TA(~pVQ).
1.44. (pVq)Ag&q.1.45. (p=>q) = [(pAr) = (gAT)].

1.46. Ad 1.1. AU(BNC) = (AU C)N(A U C) - prawo rozdzielnosci sumy wzgledem
iloczynu zbioréw, Ad 1.2. AN(BUC) = (AN B) U (BNC) - prawo rozdzielnosci
iloczynu wzgledem sumy zbioréw, Ad 1.3. A C B & AU B = Q, gdzie Q jest
przestrzenia zawierajaca Ai B, Ad 1.4. [[A=B)A(B=C)] = (A =C), Ad 1.5.
(ANB)U(CND)=(AuC)Nn(BUD).

1.47. Dysjunkcji.
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1.48. 1.49. 1.50.
A A
gl b . 7 2 A
i 1
e
1 —————— -——— - - - -
| =
A 177* 77 2137
| [ |
i
1.51. 1.52. 1.53.
7
! 2 =
[ '
1.54. A 1.55.
L s
_____ T . :
_____ I 7/ 7/
""" a4 7%
1E 2E 3| T ! 1 :
1.56. 1.57. 1.58.
A

1.59. U4, = (4,9), N 4n = (5,8). 1.60. |JB, =(1,3), By = 0c.

1.61. JCn = (1,3) x (0,3), N Cn = (1,2) x (L,3).

1.62. |JA: = (0,400), NA: =0. 1.63. UB; =(-1,1),(NB:=0.

1.64. |JC; = (-10,1), N C: = (-1,0).

1.65. UD; = {(z,y): 2 <y<0VO<y<z},ND:={(0,0)}.

1.66. U4: = {(z,y): 2 <y<z+1}, N4 =0

1.67. UB: = {(z.3): (z - 27 +5* <4}, B = {(2.9): (e — 1? +4 < 1.
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1.68.UC,:{(m,y):—2§y§2/\—-1—\/4—y2§z§1+\/4-—-y2}.
NC={v:~V3<y<VErnl-VI-@<a<-1+ /i g}
1.69. UD: = {(2,9) : 1<y <3Al<z<1+y},ND:=(1,2) x (2,3).

1.71. AUB = {(z,y) : 2> — 2z + y* < 0}, AN B - cieciwa okregu lezaca na prostej
y =z, A+ B - kolo bez wspomnianej cigciwy.

1.72. A - elipsa o pdlosiach a = 4, b = 2, B - kolo o $rodku w (0,0) i promieniu 2,
AUB=A ANB=B,A+B=A\B.

1.73.

_
7

1.74. AU B - zbidr prostych y = z + km, y = kr dla k € Z,; AN B - zbiér punktéw
(km,nw) dla k,n € Z, A + B - zbiér wypisanych prostych z usunietymi punktami
(km,nm). ‘

1.75. AU B - zbiér prostych y = —z + kr, 2 = 7/2+ kr dla k € Z, AN B - zbiér
punktéw (7/2 + km,7/2 4 nr) dla k,n € Z, A + B - zbiér wypisanych prostych z
usunigtymi punktami (7/2 + km, /2 + nx).

1.76.

1.77. AUBUC = {(z,y) : 2% — 2z + y* < 0} - kolo, AN (B UC) - odcinek laczacy
punkty (0,0) i (1,1), AU(BNC) = A - odcinek kola.
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1.78.

1.79. A=B=0.

1.80. A={-9,-8,...,-3,3,4,...,9},n(A) = 14, B = {-8,-7,...,-2,2,3,...,8},
n(B) = 14.

1.83. Réwnolicznosé A i R pokazuje np. z — log(—=z).

1.84. Réwnolicznosé A i R pokazuje np. z — ctg (rz).

1.85. A={m:|m|>2} = A'+{-2,2}, n(A4) = n(A") = C, réwnolicznosé pokazuje
np. m — log (jm| — 2).

1.86. Kres dolny 0, gérny 1. 1.87. Kres dolny —4/5, gérny 16/25.

1.88. Kres dolny —/3, gérny v/3. 1.89. Kres dolny 0, gérny 1/.

1.90. Kres dolny —1, gérny 1. 1.91. Kres dolny 1/4, gérny 1.

1.92. Kres dolny —3, gérny 6. 1.93. Kres dolny —2+/3, gérny 2+/3.

1.94. Kres dolny 0, gérny 1/2. 1.95. Kres dolny 0, gérny nie istnieje.

1.96. Kres dolny 3 — /2, gérny 3 + /2. 1.97. Kres dolny 1, gorny 7.

1.98. Kres dolny 6, gérny nie istnieje.

1.99. Klasami abstrakeji sa zbiory liczb o jednakowej liczbie cyfr (np. zbiér licz jedno-,
dwu-, trzy-, czterocyfrowych itd.).

1.101. Dla | = 2 sa dwie klasy abstrakeji: liczby parzyste, liczby nieparzyste, dla
l = 3 sa trzy klasy abstrakeji: liczby podzielne przez 3, liczby podzielne przez 3 z
reszta 1, liczby podzielne przez 3 z reszta 2.

1.102. 5] ={...,-4,-1,2,5,8,.. }, [7] = {... = 5,~2,1,4,7,.. .},

[12] = {0,+3,+6,49,...}.

1.103. Klasami abstrakcji s3 punkty lezace na wspdlnym okregu o srodku w (0, 0),
np.: [(1,2)] = K ((0,0),v5).

1.104. Klasami abstrakeji sa punkty lezace na wspélnej prostej y = kz, np. [(1,2)] =
{(z,9) :y =22}, [(-3,2)] = {(z,9) : y = —22/3}.

1.105. Klasami abstrakeji sa punkty lezace na wspdlnych prostych pionowych, np.

(2, -D]=A{(z,y) : 2 =2}.
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1.106. Klasami abstrakcji sa punkty lezace na wspdlnych prostych poziomych, np.
(@,-D]={(z,y) :y=-1}.

1.107. Klasami abstrakcji sa punkty lezace na wspdlnej hiperboli, np. [(1,2)] =
{(w,y) Y= %} [(-3,2)] = {(w,y) Y= —76}

1.108. a) Jest bijekcja , b) f~! (u,v) = ((u +v) /3, (2u —v) /3),

¢) £(4)={(0,0),(2,1),(2,-8)}, £~ (B) ={(1,2),(2/3,1/3)} , d) £ (C) - prosta o
réwnaiu v = 0 (zalezno$é znajdziemy z réwnania f (¢,2t) = (u,v), f~! (D) - prosta
y = z/2 - 1/2 (zalezno$¢ znajdujemy z réwnania f (z,y) = (¢,t + 1)).

1.109. a) Jest bijekcja, b) f~l(u,v) = ((u+2v)/3,(u—v)/3), ¢) f(4) =
{(2,2),(5,2),(0,3)}, f~1(B) = {(0,0),(4/3,1/3)},d) f(C) — prosta u+5v+3 = 0,
f~1(D) - krzywa o réwnaniu z? + 4y% + 42y — z + y + 1 = 0 (zaleznosé dostaniemy
z réwnania f~! (z,y) = (t2 +1,t)).

1.110. Przesunigcie o wektor [1,—2]. 1.111. Symetria wzgledem osi OY.

1.112. Symetria wzgledem osi OX. 1.113. Symetria srodkowa wzgledem punktu
(0,0). 1.114. Symetria wzgledem prostej y = ¢. 1.115. Symetria wzgledem osi OY,
zlozona z przesunieciem o wektor [2,—3]. 1.116. Powinowactwo wzgledem osi OY o
skali —2.

1.117. T (z,y) = (- + 2,~-y+2). 1.118. T'(z,y) = (—z + 2,y) .

1.119. T'(z,y) = (z,—y — 2) . 1.120. T (z,y) = (2z — a, 2y — b).

1.121. a) Przesunigcie réwnolegle o wektor [a,b], b) T! : (z,y) — (u,v), u =
£ —a,v = y—b, ¢) T(AB) - odcinek o koricach T(4) = (1+a,1+b), T(B) =
(2+a,3+0b), T(K(0,0),6) = K ((a,b),6), d) T~ (MN) - odcinek o koricach
T (M)=(-a,2-b)iT"'(N)=(2—-0a,—4-0).

1.122. a) Powinowactwo osiowe wzgledem osi OX o skali 2, b) T1 : (z,y) — (u,v),
u =z, v =y/2 - powinowactwo o skali 1/2, ¢) T (AB) - odcinek o koricach (1,2),
(2,6), T (K (0,0),6) - elipsa o $rodku (0,0) i pélosiach a = 6, b = 12, d) T~* (MN)
- odcinek o koricach (0,1) i (1,-2).

1.123. a) Powinowactwo wzgledem osi OY oskali 3,b) T~ : (z,y) — (u,v),u = /3,
v = y, - powinowactwo o skali 1/3, ¢) T (AB) - odcinek o koncach (3,1), (6,3),
T (K (0,0),6) - elipsa o $rodku (0,0) i pélosiach a = 18, b = 6, d) T~ (MN) -
odcinek o koricach (0,2) i (2/3,—4).

1.124. a) Jednokladnosé o srodku w (0,0) i skali 2, zlozona z symetria srodkowa o
érodku (0,0), b) T-! : (z,y) — (u,v), v = —z/2, v = —y/2, - jednokladnos¢ o
skali 1/2, polaczona z symetrig érodkowa, ¢) T (AB) - odcinek o kofcach (—2,-2),
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(-4,-6), T (K (0,0),6) = K ((0,0),12),d) T~ (MN) - odcinek o koricach (0, —1)
i(-1,2).

1.125. a) Jednokladnoéé o srodku w (0,0) iskali 1/2,b) T~ : (z,y) — (u,v), u = 2z,
v = 2y, - jednokladnos¢ o skali 2, ¢) T (AB) - odcinek o kofcach (1/2,1/2), (1,3/2),
T (K (0,0),6) = K ((0,0),3),d) T (MN) - odcinek o konicach (0,4) i (4,—8).

10.2 Funkcje zmiennej rzeczywistej

2.1. D=R.2.2. D=(-0,3).2.3. D=(-3,5)\{-2}.24. D:z#0.
25 D:zx#n/d+kr/2,k€Z.2.6. D:z+#31/2+2kndlakeZ.

2.7. D= (—00,-2,)U(2,+00), f(D) = (~1,1).2.8. D=R\{-2,2}, f(D)=R.
2.9. D = (-3, -1)U(2,+0), f (D) = (0,400). 2.10. D = (=2, —1)U(1, 3)U(3, +0),
f (D) = (0, +o0).

2.11. D = (—00, 1)U(5,+00)\ {3 = v5,3+ 5}, (D) = R\ {0} . 2.12. D:z >4,
f(D)=R.2.13. D:z>-2,f(D):y>0.2.14. D:z2<0, f(D):y€ (0,1/2).

2.15. D:z # km, k € Z, f(D) = (—o0,—1) U (1,+00). 2.16. D = (—1,1),
f(D) = (0,7). 217. D:z <0, f(D) = (-7/2,7/2).2.18. D =R, f(D) =
(—arctg2,7/2). 2.19. D = (-1,1) = f(D). 2.20. D : (—n/6+ km,7/6 + k=),
ke€Z, f(D)=(0,7).221. D:zeR, f(D)=(-tgl,tgl). 2.22. D:z #1,
f(D) = (—o00,=2/m) U (2/ (37),+00). 2.23. D = (cos1,1), f(D) = (0,7/2).

2.24. D = R, f(D) = (1,400). 2.25. D = 0. 2.26. D = R4 {2/3}, f(D) =
(=00, —1)U(1,400). 2.27. D = (—00,-2,) U (2,+0), f(D) :y >0.2.28. D=
(—1,0), f (D) = (0, +00).

2.29. 2.30. 2.31.
Ay Y A

\/1/: 5

-1 T
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2.32. 2.33. 2.34.

2.35. 2.36.

.
-
LS

a4

I )
a
8y

2.38. 2.39.

i ! ; ;

i i 1 i

Eltsx] 2 ,:";— ,:"‘: tgE[z] / /
1} " —
_ 4 1;//' -
i IAEE A TEE e e

2.40. 2.41. 2.42.

\

2.43. Rosnaca w (—o0, 0) malejaca w (0, +00) . 2.44. Rosnagca w (—o0,0), malejaca
w (0,+00). 2.45. Rosngca dla b > a, malejaca dla b < a, stala dla a = b.
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2.46. Rosnaca dla b < 0, malejaca dla b > 0. 2.47. Malejaca dla z < —2, rosnaca
dla z > 2. 2.48. Przedzialami rosnaca, 2.49. Przedzialami malejaca.

2.50. Parzysta. 2.51. Nieparzysta, 2.52. Parzysta, 2.53. Parzysta. 2.54. Pa-
rzysta. 2.55. Nieparzysta. 2.56. Parzysta. 2.57. Parzysta. 2.58. Nieparzysta.
2.59. Nieparzysta. 2.60. Nieparzysta.

2.61. T = 207. 2.62. T = %7r. 2.63. T = am. 2.64. Funkcja nieokresowa.
2.65. T =27.2.66. T =27 2.67. T=2r 2.68. T =1/3.2.69. Funkcja
nieokresowa. 2.70. T == 2.71. T=m.2.72. T =127

2.73. M=1,m=0.274. M=3, m=-4.275. M=1/2, m=1/4.

2.76. M=v2,m=-/2.277. M=2,m=-1.2.78. M=¢e, m=0.

2.79. tgz, ;';[%], —ctgz. 2.80. ctgz, -;n-f;], —tgz. 2.81. m(z], sgn[cosx]sinz.
2.82. —m/[z],sgn[sinz]cosz.2.83. E[z], E [¢3+4].2.84. E[-z],—E [z +4].

2.85. 2.86. 2.87.
A A '
Y, Y M‘
Y- \1 / \ /
5 B ;
: > 1
1(;/ T >
-11---4- T
2.88. 2.89. 2.90.
ﬂky y“ ylk
] 5

\
\.
\

- —— > ———>
PN~ ¥ T T7 2 © =

2.91. fl(y)=Vet —1,yeR.2.92. f!(y)=Jarcsin((—4+y)/3),y€{47).
2.93. f~!(y) =1/arcoshy, y > 1.2.94. f~1(y)=(tgy/2-3)/2,y€ (-7, ).
2.95. f~1(y) = S5, y#3/2.2.96. f71 () =-1-y,y 0.

2.97. f1(y) = ¥7-1,yeR 2.98. f1(y) =/T+In(y—2),y>2+1/e

2.99. Réznowartosciowa, £~ (y) = sgn (v) v/Il-

2.100. Réznowartoéciowa, f~1(y) = y+2dlay € (-4,-3), f ' (y) =y+ 1 dla
ye(-2,-1), fl) =ydlaye(0,1), f(y) =y—1dlaye(23), f(y) =2
dla y = 4. 2.101. Réznowartosciowa, f~1 (y) = 1 +log, (y —3).
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2.102. Nie jest réznowartosciowa. 2.103. Réznowartosciowa, f=1 (y) = 10Y + 2.
2.104. Réznowartosciowa, f~1 (y) = Yy — 2. 2.105. Nie jest réznowartosciowa.
2.106. Réznowartosciowa, f~1 (y) = %5—% 2.107. Réznowartosciowa, f~1 (y) = 2.

2.108. Nie jest réznowartosciowa.

2.109. 2.110. 2.111.

Yy
yA / A

E A

4 2 =z D) x> 4
D,z <-4, Dy :x< -2, D:zeR,
Ty =-v/2-1 f[Tlyy=-2-Ww=% Yy =
Dy:z>2, Dy:z> -2, _ [ logyy, y€(0,1)
) =v/2-1. fTfly)=-2+ -2 Tl -1/ y>1 '

2.112.

D:ze(-2,000U(1,2),
-y dla y€(0,1)
Ty =4 v dla ye(1,2) .
-y/2 dla ye€(2,4)

D;:ze(0,m)
7' (y) = arccosy; D; : z € (m,2m),
f!(y) = m + arccos (—y) .

Dy :z<2/3,
[~ (y) = (2 — arcosh ((3-19)/2)/3;
Dy :z>2/3,
F~1(y) = (2 + arcosh ((3 — y) /2)) /3.

2.115. f(A) = (log2,log3), f~!(B) = (-2 -10'°,-3) U (—1,10'° — 2).
2.116.  f(A4)=(2,27), f~1(B) = (-1/3,0).



10.2 Funkcje zmiennej rzeczywistej 239

2.117. f(A) = (0,3sinh 2), f~1 (B) = (-2, +0).

2.118. f(A) = (-8,16) f~1(B) = (=2 —V17,-5) U (1,—2+ V1T).

2.119. f(4) = (-3v2,3), 71 (B) = U, z{7/2 + km,(k + 1) ).

2.120. f(A) =(2,3)U(9,16), f~1(B) = (2,3).

2.121. f(A) = (1/2,1), f~1(B) = (-2,-1) U {0} U (1,2).

2.122. h(g(z))=2Vz—4+3,2>4;9(h(z))=v2z-1,z>1/2.

2.123. h(g(z)) =sinz?, z €R; g(h(2)) =sin’z, z € R.

2.124. h(g(z)) =4z,z>0;g9(h(z))=2z+2,z€eR. -

2.125. h(g(z)) =2logyz, z>0; g(h(z)) =1+logyz, z>0.

2.126. h(g(z))=va?-1,|z|>L g(h(z))=2—-1,2z2>0.

2.127. h(g(z))=4,z>0;g(h(z))=2,zeR.

2.128. f(g(z)) =sin(z+1)+2,z€R; g(f(z))=sin(lz+2[+1),zeR.
2.129. f(g(2)) = %‘?ﬁ%, zeR\ {—a, ibﬂ'—ll},

9(f (=) = SRR e € R\ { -0, =5

2.130. f(g(z)) = (T,T‘I:)Q:;,:cER;g(f(z))— W‘"H) zeR.

2.131. f(g(z))=z+2+In2,zeR; g(f(z)) = 2¢%z, 2> 0.

2.132. f(g(z)) =2+ 3z.2.133. f(g(z))==2.2.134. f(g9(z)) = 423 — 3z.

2.135. f(g(2)) = 4z* ~42%. 2136, f(9(2)) = | f—+l

-1
1)° -1
%}E—l—;-ﬁ—l‘ 2.139. f(g (12)) = 513 + f;.

2.140. f(g(z)) = Zptet2, 2.141. f(g(2)) = 20V 2%
2.142. f(g(m))=,/1—§£. 2.143. f(z)=Vz2- 1L

2.138. f(z)=

e %, z<0 z z
2.144.f(g(a:))={ e 0<z<1, g(f(z))—{ ¢ emn? st

2e—e’2, l<a (2e. , z>1
2.145.f(g(:c))={ z;z’ :faz~ g(f(z))={

222 dla ze(-1,0)

(;3:”1-)2 dla z€(0,2)

(z+1)? dla z € (2,40)
-3z dla z € (—o0,0)
y(f(-’”))={ %ﬁ—l dla z€(0,v2)
22+1 dla ze€ (V?2,+00)

2.147. 57. 2.148. 1/3. 2.149. 37. 2.150. 0.
2.159. f(z) = -2 — L5 +z+1.2.160. f(z) = 25+ 5 -2

—z2, z<0
—(.’8+2)2, z>2"

2.146. f(¢(z)) = {
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2.161. f(z) = ;—,% +22.2.162. f(2) = 5 - A5 -5 -

2.163. f(z) = —m + ;xr—xl_;l— 2.164. f(z) = 2(’:3_1) - 2(’:‘11) + 2457
2.165. f(z) = 1+ ;35 — 2555y 2.166. f(2) = A5 + L (M) -5 +2-1
2.167.f(z)=x%—z,+——z—f_-§ 2.168. f(z) = —x_J;ﬁ,4.(Tl),,+”1

2.169. f (z) =

1_2-z +2
(z2+1)3 + (x2+1? - z"+1 2.170. f(2) = 33 2+2 7=t 8x2i2+2z*

10.3 Elementy algebry

3.1. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.2. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.3. Przemienne, nie jest laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.4. Przemienne, nie jest laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.5. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.6. Nie jest przemienne, nie jest laczne, ma element neutralny e = 1, nie ma elementu
odwrotnego.

3.7. Przemienne, laczne, e =0, a* = —a.

3.8. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.9. Przemienne, laczne, e = 0, a* = —a.

3.10. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.11. Przemienne, laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.12. Przemienne, laczne, e = (1,1), (z1,22)" = (1/21,1/z2) dla (z1,22) # (0,22),
(z1,22) # (21,0).

3.13. Nie jest przemienne, nie jest laczne, ma element neutralny e = (1,1), (z1,22)" =
(1/z2,1/21), dla (z1,22) # (0, 22), (z1, z2) # (21,0).

3.14. Nie jest przemienne, nie jest laczne, nie ma elementu neutralnego.

3.15. Przemienne, laczne, e = (1,0), (21, 22)" = (T_l_*r—,, z,_” ) dla(zy,z2) # (0,0).
3.16. Przemienne, laczne, e = (0,0) (z1,22)" = (=21, —23).

3.17. Nie jest przemienne, nie jest laczne, e = (0,0), (z1,z2)" = (=22, —21).

3.18. Tak. 3.19. Tak. 3.20. Tak. 3.21. Nie. 3.22. Tak. 3.23. Nie.

3.24. Przemienne, laczne, zdanie prawdziwe jest elementem neutralnym, zdanie
falszywe nie ma inwersu.

3.25. Przemienne, laczne, zdanie falszywe jest elementem neutralnym, zdanie praw-
dziwe nie ma inwersu.

3.26. Nie jest przemienne, nie jest laczne, nie ma elementu neutralnego.
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3.27. Przemienne, laczne, zdanie prawdziwe jest elementem neutralnym, kazdy ele-

ment jest swoim inwersem.

3.28. x — przemienne, laczne, e = 1, inwers tylko dla e, A — przemienne, laczne, e = 6,
inwers tylko dla e.

3.29. Tak. 3.30. Tak. 3.31. Tak. 3.32. Tak.

3.33. a) Przemienne, e = a, kazdy element ma inwers, b) nie jest przemienne, nie ma
elementu neutralnego.

3.34. Tak, e = -2, a* = —4 —a. 3.35. Tak, e = 0, (a+ bv2)" = —a — bv/2.

3.36. Tak, e = 2, a* = a/(a—1). 3.37. Nie. 3.38. Tak, e = 0, a* = —a. 3.39. Nie.
3.40. Nie. 3.41. Nie. 3.42. Nie, grupa w zbiorze R” \ {(0,0)} . 3.43. Nie.

3.44. Zbidr liczb parzystych. 3.45. X = {0}. 3.46. Z. 3.47. Zbidr liczb podzielnych
przez n.

3.48. Zbiory liczb podzielnych przez n, n € N oraz zbiér jednoelementowy {0}.
3.49. Tak, ker f = {0,0}. 3.50. Nie. 3.51. Tak, ker f = {0,0}, 3.52. Tak. ker f =
{(z1,22) : 21 = 25} .

3.53. f(z) = z.3.54. f(z) =¢€".

3.55. Homomorfizm, ker f = {0}, Im f — zbiér liczb podzielnych przez 3.

3.56. Nie jest homomorfizmem. 3.57. Homomorfizm ker f = Z, Im f = {0} .

3.58. Nie jest homomorfizmem.

3.59. Izomorfizm ker f = {0}, Im f = R,.. 3.60. Nie jest homomorfizmem.

d -b
3.61. Element neutralny [ é (1) ] , element odwrotny [ ad—be  ad-be ] .
ad—bc  ad-be

k
3.62. Zbiér macierzy [ : : ] , gdzie k € Z.

3.63. Zbiér macierzy [ g

3.64. Zawsze, f(z) = z.
3.65. Tak. 3.66. Nie. 3.67. Nie. 3.68. Nie. 3.69. Nie. 3.70. Q. 3.71. Q. 3.72. Q.

2 ] , gdzie z,y € R.

10.4 Dzialania na liczbach zespolonych

4.1. 42+5i. 4.2. 84 2. 4.3. —1+i.4.4. —F - 12i 4.5, L 32, 4.6, 187343,

4.7. 2exp (in/3) . 4.8. exp (i) . 4.9. 2v/2exp (i17) . 4.10. 4exp (in).
4.11. 2exp (im/2) . 4.12. exp (i) . 4.13. exp (i37) . 4.14. exp (i) . 4.15. 4exp (i27).
4.16. 40i. 4.17. 25v/2exp (i) . 4.18. 1. 4.19. 26 exp (i27).
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4.29. 3+2i. 4.30. +(2 - 2i). 4.31. +£(2—1). 4.32. £ (1 +4i). 4.33. £(5+61).
4.34. +(1-3¢).4.35. £(1+14), lub £ (1—4).4.36. 1 (V3+i), L (-V3+1i), —i.
4.37. £ (V3+1), (V3 -1), £(2i).

4.38. 2. 4.39. 8. 4.40. 1. 4.41. 2. 4.42. 37, 443, -3i +2(4+1)° = 104 + 913,
4.44. -1

2 3

z, sin 3z = 3cos? rsinz — sin® z.
5

4.45. cos 3z = cos® x — 3 cos z sin
4.46. cos 5z = cos® £—10 cos® zsin? £+5 cos z sin® x, sin 52 = sin® £—10 cos? z sin® z+
5cos*zsinz.

447. 2=3—-1,2=-14+21.448. 2 =2+41,2=1-3:.449. 2 = -2-31,z=1—1.
4.50. z=1-id,z=%-2i 451. 2=—-1-3i,z=1-3i. 4.52. 2 =2, z = —2i.
4.53. 2= —1+1i,2z=—4i. 454. z=-2, z=14+iV/2, z=1-iV/2.
4.55.2=3,2=1%,2=-1.456. z2=-2, z=~-1+1%2=-1~—1.

457. 2=-1-31,2=1-3i,2=1.458. 2 =1—4,2=1,z=-2—31.

459. 2=, z=-1-4,2=-2-1.460. z2=141,2=1,2 = -2i.

461. z2=—-4+i,z2=—4—i,z=4+1,z2=4—1.

4.62.z = V2exp(n/8),z = v2exp (97/8),z = V2exp (Tn/8),z = ¥2exp (157/8).
463. 2 =241, 2=-2—4,2=2+14,2=2—1.464. 2= -1—-2i, 2 =142
z=-1,2=1.

4.65. z = —%(\/§+i), z = -;—(\/ﬁ-—i), z =1t 2z =1 2z = %(—l—bi\/?_)),
z=1(-1-1iv3). 466. z = -1 (V3+i),z=3(V3-4d), 2= —i,z = -1,
z=1,2=14z=1.

46T7. 2=V2,2=-2,2=i/2, 2 =—-iV/2, 2 =144, z2=1—4, 2= =141,
z=-1-i4.68.2=-3,z=3(1-4iV/3),z=2(1+iv3).4.69. 2=0,2=72,
2=—v2.470. 2=0,z=3(V3+i),z=3(-3V3+i), 2= —i. 4.7TL. z = 1¢,
it,te R 4.72. 2 =2, 2= -1-i/3,z=-1+i/3. 4.73. z = } (-V/3+1),
z=L1(V3+i),2=~i. 474 2=0,2=2(141), 2 = =2(1+1), 2 = 2(1 —4),

4

z=-2(1-1).
4.75. Y 4.76. 4.77.
- N\"x > - - / -
o e
— ] ———— / -—-
| & .
i >
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4.78. 4.79. 4.80.
A
AY y
-14-22 24
S,
=
x
S=F 4=

4.81. 4.82. 4.83.

4.84. 4.86.

4.90. 4.91.
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4.92. z=241,2=2-14, 2 =241, w(z)-—(zz—4z+5)2 4.93. 2 =1, z = —i,
z2=1-2i, w(z) = (22+1)(22-2z+5). 4.94. z = 2i, 2 = =2i, 2 = 3 — 2,
w(z) = (224+4) (22 —62+13).495. 2 = 1—4,2=2+1i,2z=2—14 w(z) =
(22-22+2) (22— 42+5).

4.96. —4. 4.97. 64. 4.98. —5 + 12i. 4.99. 1. 4.100. 1v3 + Li.

4.101. 4. 4.102. 6. 4.103. 13.

4.110.
AY ) 4111, z=14+4, w=1-1i
,;' 4.112. z=2—-4%, w=0,
/ / 4.113. z =i, w=1,

LS wy . 4.114. z =i, w=1-i,t=1
wy - _7' Air N 4115. z=1—%, w=2+14,t=—3i.
,,, \‘ 'F/’:“ W% [1,1]

:'l \\v{_',ls"q,’ \\‘| R

' 7 7 )
\\If:N-___’,/'

§ Wy

10.5 Przestrzenie wektorowe

5.1. Niezalezne. 5.2. Niezalezne. 5.3. Niezalezne. 5.4. Zalezne.

5.5. Niezalezne. 5.6. Niezalezne.

5.7. T =4, — 2a,. 5.8. T =a; + a2 + as.

5.9. T = 24, — 2a; + 3as. 5.10. T = a; — as.

5.11. Baza dla k € R\ {2,-3}. 5.12. Baza dla k # 0.

5.13. Dla zadnego k wektory nie tworza bazy. 5.14. Baza dla k € R.

5.15. f = 143)‘1 —3f + %fa. 5.16. f = —5f1 + 3fa.

5.17. f = —fi + 2fs. 5.18. f = 4f1 — 2f2 — fa.

5.19. 12+ 7/6. 5.20. 19a2 + 5a + 3. 5.21. ¥ZL (3,2V3).

5.22. Tak. 5.23. Nie. 5.24. Nie. 5.25. Tak. 5.26. Nie.
5.27.(-1,4,7).5.28. (a,2,a% + 4) . 5.29. (-2v2,1v2,1v?2) . 5.30. (-1v2,0,3V2) .
5.31. Uklad nie jest ortogonalny. 5.32. Uklad nie jest ortogonalny.

5.33. Nie jest przestrzenia. 5.34. Jest przestrzenia. 5.35. Jest przestrzenia.
5.36. Jest przestrzenia. 5.37. Ly :y =z, Lz :y = 1. 5.38. Nie jest.
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10.6 Macierze, dzialania na macierzach

6.1, [ -3 -—16], ? (2)].6.2.[0_31) b—3q]’ [ap+br aq+bs]‘

4 -23 c—3r d-3s cp+dr cq+ds
[ 6 3 -7] 11 -6 —46
63.| 8 9 —-1|.64.|24 8 —56|.
| 13 12 5 | 13 16 3
1 7 8 '
65. [0 0 5. 66 |5 f;]
[ 8 4 0 L

6.7. 8 -6 11 2 +a?+3 9+ a? 2 +a%+3
| —23 -24 -11 | a?+1 2¢+a2+3 a?+1

17 26 4] [ a2+1 2a+a?+3 a?+1 }
6.8. .

[ 34+9i 2—2i 1—-i 3+3i
6.9. 15 20i]. 6.1