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Czebé pierwsza

PODSTAWOWE RACHUNKI LOGICZNE

Rozdzial T
RACHUNEK ZDAN

§ 1. SYMBOLE I WYRAZENIA

Wyrazenia rachunku zdan zbudowa i
. . ne 83 z symboli j rodzajéw:
1) zmlennyc'h zdaniowych, 2) stalych, 3) na.wﬁw. R o
Jako zmiennych zdaniowych bedziemy uzywadé liter:

. Py 9,7, 8, P1y Q1y Ty 81y oun
Btosuja,c_ w jakimé konkretnym rozumowaniun wzory rachunku zdan mozem y
podsi':a.wmé za te zmienne dowolne zdania. Nalezy przy tym zaznaczyé, ze
ter:-:n%n pzdanie* w tym sensie, w jakim uzZywamy go w podstawowych dziatach
IDglkl' oznacza te i t;}'_,r]ko te wyrazenia, ktére s3 prawdziwe lub falszywe.
Zdaniami w tym sensie nie 8g wiec ani zdania pytajne, ani zdania rozkazujace —
o ktérych mowa jest w gramatyce — lecz tylko zdania orzekajgce.

Stale rachunku zdan sg spéjnikami, przy ktérych pomiocy ze zdan sklado-
wych tworzymy zdania zlozone. Najczefciej uzywanymi spéjnikami tego
rodzaju 83 wyrazy: ;

nie, i, lub, jeéli... to, wtedy i tylko wtedy, gdy
Zamiast tych wyrazéw bedziemy uzywaé jako stalych rachunku zdafi symboli:
(1) ~y Ay V,y, ==

Znak , ~“ nazywamy znakiem negacji; wyrazenie ,~p“ czytamy: nie p
(lub tez: nie jest tak, ze p; lub tez: nieprawda, Ze p). Znaki: A, V, =, =
nazywamy odpowiednio: znakiem koniunkeji (iloczynu logicznego), alter-
natywy (sumy logicznej), implikacji, ré6wnowaznoéci.
Wyrazenie ,pAg“ czytamy: p i ¢;
» AT » p lub g;
” nP g ” jeéli p, to g;
» P = q* ” p wtedy i tylko whedy, gdy ¢
Zdania zlozone utworzone z danego zdania (czy teé = dn.nyeh Pdan)
przy pomocy znakéw (1) nazywamy odpowiednio: negacia, kqninnken, alter-
natyws, implikacjg (lub okresem warunkowym), réwnowadnosoig danyvoh zdeh.
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e jest zdanie zloZone, nazywam

Zdania ;kjadowsl, z f:gﬁ:k;fw::;;:wir czesto czynnikami, czlcu:;
ﬁf:mi:;:;&f 21?:; E{kami. Pierwszy czlon implikacji nazywamy jej po-

4+ . ikiem.

pr“dnﬂ:_:;n[:n;ud?dilﬁ n;::.:&t%};ntyc!l wyrazow, ktérc? sq-przydatnfy i po-

mit::aprzy formulowaniu twierdzeh w kazdej @Mﬂme W'ledzzt]:zlfki tej

okolicznoéci oraz dzigki temu, fe za zmienne zdaniowe MOZna Po wiaé do-
wolne zdania, prawa i reguly rachunku zd:;i gtosowane byé moga w kazdej
i aniach potoczn .

mu;a;;a:mt::n:::dzﬁ D;Iiczamypdn wyriteﬁ zwanych funktorami. Funk-
tory 8§ wyrazeniami, ktére wraz z pewnymi wyrazeniami a];hdowym:, zwanymi
ich argumentami, tworza wyrazenia zloZone poprawnie zbudowane. Stale
rachunku zdafd zaliczamy do funktoréw zdaniotwoérezych o a.rgumfznt.ach zda-
piowych, gdyz wraz ze zdaniami skladowymi tworzg nowe zdania, Ijunktor
negacji jest funktorem jednoargumentowym, znak ten bowiem wraz z jednym
zdaniem tworzy zdanie zlozone; funktory: A, Vv, -, = 83 funktorami dwu-
argumentowymi, gdyz lacza dwa zdania w nowe zdanie zlozone. W rachunku
zdati wystepowaé mogg tylko funktory zdaniotwércze o argumentach zdanio-
wych. Funktory, ktére wymieniliémy, sa najwazniejszymi, lecz nie jedynymi
funktorami tego rachunku.

Wyrazeniami zdaniowymi rachunku zdanh sg zmienne zdaniowe oraz
wyraZzenia zloZzone utworzone z nich przy pomocy funktoréw rachunku zdan.
Dokiadniej pojecie wyrazenia zdaniowego (rachunku zdan) mozZemy okreélié
przy pomocy nastgpujgcej definicji, zlozonej z trzech warunkéw *:

1) Zmienne zdaniowe sg wyrazeniami zdaniowymi;

) Yofli ¢ 1y s wyrateuiami sdaniowymui, to ~(¢), (#)A(#): ($)V(w) ($) (v},

=V WFIGEEmam.l mowymj;

3) Kazide wyraZenie zdaniowe rachunku zdafi badf jest zmiemny zdaniows,
badZ tez jest utworzone ze zmiennych zdaniowych przez jednmo- lub wielo-
krotne stosowanie reguly 2).

Mﬂ:::?é greckie 4%, ,9“, ,2“ sa usyte tutaj jako zmienne, za ktére mozna

zdaniowe ‘;:zwzud;:oh“h WyTaZel “?“-"h“nk“ Zrd?fl, podczas gdy za zmienne

wyratenia Sileat - mofna podstawi¢ w obrebie rachunku zdan dowolne
nis owe tego rachunku. Zestawienia symboli: ~ Ay itp.

“Znacze)s odpowiednio: wyrazenie zlozo b v ¢ @ i il '

sepujacego Po nim wyrazenia ne zbudowane ze znaku negacji i na-

. | wyrsbele 3 ( $, Wyrazenie zbudowane z wyrazenia ¢, znaku
¥ wrs ek tes zlozol:: mmwnh Po sobie kolejno) itp. Zmienne ,¢",
o symbeli | wyrazen l‘a;yrunku %, talde jak np. n,~g“, b Ay“, nie naleiq
v kibrym méwimy zdag, lecz do symboli i wyrasen systemu,

0 rachunku 10 j i
zdath i 0 jego wyrazenianch. System taki nazy-
= h* “l whe. H29.

§1. Bymbole i wyraZenia

: ) 4C nazywane wyrazenia w
tego rodzaju bedziemy nieraz pomijaé w tych cugz}'i:lléw Cudzyslowy
slowowa symbolu lub wyrazenia g ypadkach, gdy nazwa cudzy-

ystemu poprzedzona i :
symbol, znak, funktor, Zmienna, £Bpit:p na jest jednym z wyrazéw:
A wiee np.: ]

zamiagt: symbol (znak, funktor)
funktor) ~;
zamiast: zmienna ,p“ — mozem

zamiagt: wyrazenie ,p —-q*

~* — mozemy napisaé: symbol (znak,

Y napisaé: zmienna p;

— moZemy napisaé: wyrazeni

Wedlug warunku 2) wyrazenia zlozon’; t.wgr my prz i
rachunku zdan ujmujge ich ar t s o e, fﬂnki:.oréw
zapewnia jednoznaczn 0s86b go:;f:-.nel:; A s, B - g na.vr}as] o
cia zbyt duzej ilodci jrlrnja.pvv*i 6 W v el fpopen zlozonyciox. i >

' _ as0w przyjmujemy, Ze w wyrazeniach zlozonych
mozna Opuszcza¢ nawiasy obejmujace poszczegélne zmienne.

A wigc zamiast: ~(p) piszemy: ~P5

zamiast: (p)A(g) piszemy: pagq itp.

Przyjmujemy tez, ze zamiast wyrazefn (~e¢)Ay i A ~(¢) wolno pisad
odpowiednio wyraZenia ~g¢Ay i yA ~.

Przyjmujemy réwniez analogiczng umowe dla wyrazen zawierajgcych
znak ~ i jeden ze znakéw v, —, =.

Przyjmujemy dalej, ze znak koninnkeji wigze mocniej niz znak alternatywy,
tzn. ze w wyrazeniach (pAy)vy 1 zVv(¢pAy) wolno opuszezaé zaznaczone
nawiasy. Umowa ta jest analogiczna do umowy przyjetej w arytmetyce, w mysl
ktérej w wyrazeniu a- (b-c) nawiasy sg zbyteczne. Przyjmujemy tez, Zze znak v
wigZze mocniej niz znak -—», ten zaf mocniej niz znak =.

A wigc zamiast wyrazenia (pVy)—>yx  piszemy wyraZenie ¢ vy -—>yx;

» » (p—>y)=1x " ” Py =1;
”» ” ¢ = (prx) » » ¢ =yrz itp.

Z podanej powyzej definicji wynika, ze kazde wyrazenie zdaniowe rachunkn
zdan sklada sie ze skoficzonej liczby symboli. Wlasnoéé te posiadaja bowiem
najprostsze wyrazenia zdaniowe rachunku zdan, tj. zmienne zdaniowe, i wia-
snoéé ta przysluguje wyrazeniom zlozonym utworzonym wediug reguly 2)
z wyrazen posiadajacych te wlasnoéé.

Cwiczenia

1. Zanotowaé nastepujgce wyraZenia bes zbednych nawiasbw:
[pva)ar]-+(par)
((pAg) A (ras)] = (p=8)
{[(p=gq)—=>rlrns)=(pA ~8)
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: ku zdan (zwan
. awiasows symbolike rachun [ 8
2. Logik polski Jan Lukasiewics Em:;kd:il bmn lub symbolika polska). W symbolice tej

literaturze logicsne) sym , a potem kolejne ich arguxgentF:_WWﬁJac przy
w il rn:hﬂnk“ mi_:ﬁj.kol’ znakéw: negacji, komu‘nke]:. nltfrnatm.
tym liter: N, K, 4, f‘-m:mgpl’::lm. t .pAQ" piszemy W tej symbolice ,HKpg"“, zaminst
implikscji, réwnowaénosel. I -
 pAg-+r" piszemy ..prf 11:1:"_“. wyragenia rachunku zdan pod_‘sne w &w. 1.- .
| mb:::l;:a wprowadzonej W tym podreozniku nastepujgce wyraZenia, zapi.
3. Zanotowaé w Sym 9 R
aane bolice LukasiewiCza:
e NOEKpgArs
EOpgOgp
NNOpOgp
4. Zspisaé przy pomocy symboliki wprowadzonej w tym podreczniku wyraZenia:
Jedli pig, tor
Jedli p, to jeéli g, to r
Jedli p wtedy i tylko wtedy, gdy g, to jeéli p, to ¢
5. Zapissé przy pomocy wprowadzonej ta symboliki réine interpretacje wyrazen:
Jeéli p i ¢ lub 7, to s

Jebli piglub ris to glub s

§ 2. REGULY PIERWOTNE

) Istniejy dwie metody budowania rachunku zdari: metoda aksjomatyczna
1 metoda zalozeniowa. O metodzie aksjomatycznej mowa bedzie w § 6. System
jednak, kt_éry zbudgjamy .azczegéhwo, bedzie systemem zalozeniowym. Sy-
;f::lo]; takie 83 bowiem bhzn."se potocznym intuicjom pod tym wzgledem, zZe

1 prr.eprow_adza.na na 1cl} gruncie nie réznig sie¢ prawie od dowodéw
matematyeznych i rozumowan innych nauk. Tym tez zaletom systemy zalo-

Zeniowe zawdzi j i i
gczalg nazwe dedukeji naturalnej, ktérg sq niekiedy ozna-

Pi;rwaze systemy zaloZeniowe uka i
ieh byli Jafkowski | Genfons e ;ﬂy si¢ w latach 1934, 19856. Twoéreami

%A:w m: kilkoma szozegilami, kiry tu przedstawimy, rozni si¢ od

i€ ezytelnikowi zZrozumienie poij 621 3 "

er!aiwimn klady dowodéw. pojeé, ktére ponisej wprowadzimy,
, W pr

it lieth calkowitych . “yidadzie tym saldadamy, se zmienne przebiegaja
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Dow.éd .przebiega. W nastepujacy sposoéb:
Przyjmujemy jako zaloZenie twierdzenia, ze

(1) @, ay 83 podzielne przez b

Z (1) wynika na podstawie definicji podzielnodci *, ze istnieja takie liczby
calkowite m,, m,, Ze

(2) a, = m,-b
a; = My -b
Z (2) wynika, zZe
l3) G|°01=—m1‘cl‘b
"By Cy = mz"cg'b
Z (3) wynika, ze
(4) Gy C+ @y Cy = (My"Cy+ My )b
Stad zad wynika na podstawie definicji podzielnofci, ze
G, ¢y ay-cy jest podzielne przez b
Przykilad 2. Rowniez i w tym przykladzie zakladamy, Ze zmienne prze-
biegajg zbiér liczb calkowitych. Zakladamy tez, ze =n jest liczbg pierwszg.
Twierdzenie dowodzone:

Jefli n dzieli a-a, to n» dzieli a
Dow. Przyjmujemy jako zaloZenie twierdzenia, Ze

(1) n dzieli a-a

Przyjmujemy ponadto jako zalozenie dowodu nie wprost, Ze

(2) n nie dzieli a

Na podstawie prawa

(3) Jefli n dzieli a-b i n nie dzieli a, to n dzieli &
otrzymujemy

(4) Jebli n dzieli a-a i n nie dzieli a, to n dzieli &

Z (1) i (2) wynika e
(B) ‘m dzieli a-a¢ i n nie dzieli a o
Z (4) i (5) wynika, Ze

(6) n dzieli a

To ostatnie zdanie jest jednak sprzeczne ze sdamiem.m}. .
Stwierdzajac te sprzecznoéé uwasamy, Ze dowéd nie wprost danego twier-

dzenia zosfal zakornezony.

¢ Przypominamy czytelnikowi te definicig: a jest poddolnepﬂuwaim'w,
gdy istnieje taka liczba calkowita m, de a=m-b.
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rzyklady mozemy sformnulowaé reguly

Traktujae te dowody e fv::aioie twierdzenia s3 okresami warunko-
zdaf (wzoréw), ktére mazywamy

: ; ba
okreflajgce ich budowe. o gl ;
wymi. Dowody ich 52 Pﬁwn?'::i:; edw nak te dowody swg budowg. W przykia-

wierszami tych d“"".‘m"’.ﬁét;’opmdm-k dowodzonej tezy jako zalozenie twier-
dzie .plm I:::z}mt-u my rowaa_zmy wnioski, OdWDhI]&-G si¢ do Zﬂ:aD}’Ch
s : t‘_fj)ng":!rrt.'!ui awazamy za zakoficzony, gdy oty e
twierdzesl. BoW i W preykladzie drugim przyjmujemy poprzednik do-
OO o rerdzenia jako zalofenie twierdzenia. Przyjmujac negacje na-
wodzt?neg:e twierdzenia jako zalozenie dowedu nie wprost wyprowadzamy
:tggu tych %oteﬂ dalsze wnioski. Dowéd uwazamy za zakoficzony, gdy otrzy-
mamy dwa zdania sprzeczne. kazdego z takich dowodéw ngzywaé bedziemy

Reguly okreflajgce budowe ;
regulami tvgorzeni:.q‘:leowoﬂu. Analizujac podane dowody mozZna Oprocz tych
regul odr6znié jeszeze reguly innego rodzaju, wedlug ktérych postepujemy

rowadzajac te dowody. Np. przechodzac w dowodzie drugim od wier-

Ezl;e(ﬂ) i(5) d]:c wiersza (6) poste¢pujemy wedlug_ r:?guly, kt:,éra. z.ok:resu warun-
kowego i jego poprzednika pozwala wyprowadzié jako wniosek jego nastepnik.
Wiersz (5) tegoz dowodu otrzymujemy z wierszy (1) i (2) wedlug reguly, ktéra
z dwoch zdan pozwala wyprowadzié ich koniunkeje. Reguly tego rodzaju na-
zywaé bedziemy regulami dolgczania nowych wierszy do dowodu. Reguly te
stwierdzajg, w jakich warunkach mozng do dowodu dolgczyé wyrazZenia okre-
€lonego rodzaju, wynikajace z wyrazen, ktére juz w dowodzie wystepujg.

Zaréwno wéréd regul tworzenia dowodu, jak i wéréd regul dolgezania no-
wych wierszy do dowodu odrézniamy reguly pierwotne i reguly wtérne. Reguly
pierwotne przyjmujemy bez dowodu, starajac sie dobieraé je w ten sposéb,
by byly jak najbardziej intuicyjne. Reguly wtérne dowodzone 83 Przy pomocy
regul pierwotnych i twierdzeri, ktére daja sie ndowodnié wedlug regul pier-
wotnych. Celem regul wtérnych jest skracanie dowodéw. Teoretycznie jednak
NE“J_Y te 83 zbyjbeuzne: kazda teza udowodniona przy pomocy regul wtérnych
da si¢ ndowodnié wylgcznie Przy pomocy regul pierwotnych.
naw‘;hm:];:;:u :da‘ﬁ przyjmujemy nastepujace reguly pierwotne dolaczania

y do dowodu na podstawie wierszy dotychezasowych:

1) Regula odrywania:

Regula ta stwierdza, ze jedli do dowodu na implikacja i jej i
lezy implikacja i je rzednik,
to do dowodu wolnfr dolgezyé mastepnik tej imp!ika.gji. TORLERR
) Regule Odryw&jnm, ::t::: bg:ziagy oznaczaé skrétowo: RO, zapisujemy
Pontaci mmtgpu eeg 'om::*ma. 1, zioZonego z dwu czefei (gérnej i dolnej)
RO Py

@

—

4
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Jefli suma ‘cyfr liczby 30 612 jest podzielna przez 3
to liczba 30 612 jest podzielna przez 3 ’

Suma cyh- liczby 30 612 jest podzielna przez 3
Liczba 30 612 jest podzielna przez 3
2) Regula dolgczania koniunkeji:

DK ¢
b

PAy

Begula, dolgezania koniunkeji stwierdza, ze do dowodu wolno dolaczyé
koniunkcje, o ile oba jej czlony naleza do dowodu.

Przyklad wnioskowania wedlug reguly dolgczania koniunkcji:

a<®

z<b

a< AT <b

(czyli w gkrécie: a < @ < b).
3) Regula opuszczania koniunkeji:

oK DAY  PAY
¢ v

Regula opuszczania koniunkcji stwierdza, ze jedli do dowodu nalegy ko-
niunkeja, to do dowodu wolno dolgezyé dowolny czlon tej koniunkeji.
Regule OK mozna tez zapisaé¢ w postaci jednego schematu:

PAY

Ogoélnie, regula o sehemacie:

Sog[Pe® <
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. to do dowodu wolno
wyrazenia @y -y Pns
: ke iadl dowodu naleza
stwierdza, e jesli do

! éklad‘ :n:uakow;:i wv::an;l't.t;: kl:egul'y' opuszezania koniunkeji:
Przy

(ezyli: a<x<b) a< Az < b

acans=<? z<b

a<a

4) Regula dolaczania alternatywy:
. Y
DA 2 o

Regula dolaczania alternatywy stwierdza, Ze do dowodu wolno dolgezyé

o -

alternatywe, jeéli jakié czion tej alternatywy ns.lez'y juz do tdOW(')d‘u.
Przyk!ad, woioskowania wedlig reguly doljczania alternatywy:

a>0 a=10
a>0va—0 (czyli: a=0) a>0va=20

5) Regula opuszczania alternatywy:

OA vy
~

4

Regula opuszczania alternatywy stwierdza, ze jeéli do dowodu mnalezy
alternatywa i negacja pierwszego jej czlonu, to do dowodu wolno dolgczyé
drugi czion tej alternatywy.

Przyklad wnioskowania wedhg reguly opuszczania alternatywy:

a>0va=0
~a >0
a=20

6) Begula dolaczania réwnowaznodeci:

DE Forp
o 4
p=y

Begula delgezania réwnowainoéei stwierdza, ze do dowodu wolno dolgezy¢
w2glodemn niaj?a?’ © ile do dowodu nalesy implikacja ¢ >y i odwrotna

prednika 2 mwuag).vﬂb (Powstajaea z nie] praez praestawienie po-
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Przyklad wnioskowania wedlig reguly dolgczania réwnowaznodci:

Jezeli boki a, b trojkata sy réwne, to kat :
= ¥ lezace naprzeciw b
Jezeli katy lezace naprzeciw bokéw d, pPrzeciw bokéw a, b g3 réwne

_ . b 83 réwne, to boki a b tréjkata &3 ré
Boki a, b trojkata sa rowne wtedy i tylko wtfe:iy, gdy k;ty lat}::a na;rz;.?:
bokéw a, b sy réwme

7. Regula opuszeczanis rbwnowaznoéei:

OE By deae

Py yop
Regula opuszezania réwnowaznogei stwierdza,
rownowaznosé, to do dowodu wolno dolgezyé zaréwno implikacje, ktérej po-
przednikiem jest pierwszy czlon tej réwnowaznoéci, a nastepnikiem drugi jej
czlon, jak tez implikacje odwrotng wzgledem pierwszej implikacji. Te pierwszg
implikacje bedziemy nazywaé implikacjg prostg.
Przykilad wnioskowania wedlug reguly opuszezania réwnowaznoei-

Ze jefli do dowodu nalezy

~NT =YY > Yy>as>~z=y

Aby ulatwié zapamietanie tych regul, zwracamy uwage na to, ze dla impli-
kacji mamy tylko jedng regule pierwotng, mianowicie regule odrywania; dla
kazdego zad z pozostalych funktoréw dwuargumentowych mamy dwie reguly:
regule dolgczania i regule opuszczania. Ponadto przy regule dolgczania od-
Powiednia stala wystepuje w dolnej czeéei schematn, a nie wystepuje w gérnej;
przy regule opuszczania dana stala wystepuje w gérnej czesci schematu, a nie
wystepuje w dolnej. '

Wymienione tutaj reguly pierwotne dolgczania nowych wierszy do dowodu
sq calkowicie oczywiste na gruncie podanego w § 1 znaczenia funktoréw: ~,
Ay V, =, =. Wyrazenia dolgczane wedlug tych regnl wynikaja z wyragef,
na ktérych podstawie je dolgczamy. Np. z koniunkeji wynika kazdy z jej czlo-
néw, z implikacji i jej poprzednika wynika jej nastepnik itp. .

Reguly te byly na ogét od dawna znane i formulowane w logice. Np. reguh
odrywania zostala sformulowana juz przez stoikéw (III w. przed (]l!r.}, jako
jedna z pierwotnych (,niedowodliwych“) regul zbudowanego przez niech — po
raz pierwszy w historii logiki — systemu ra.ahunku zdanh *. Regula ta b{h
znanga pod nazwg ,modus ponens” (lub dokladniej ,modus ponendo ponens“).
U stoikéw wystepuje rowniez regula opuszezania alternatywy, formulowana

: i i i wnie = prac:
* Podane w tym podreczniku wzmianki historyczne zaczerpnelifmy glé _
1. M. Bocheriski Formale Logik. 1066; 1. M. Bocheriski Anoient Formal Logio. 1951; T. Kotar-
biiski Wyklady = dsiejéw logiki. 1957; J. Lukasiewics Z historid logiki sdas. 1984; E. A. Moody
Truth and Conasequence in Mediaeval Logic. 1958.
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.- dla ktérej nie jest wazna regula
jednak dla alternatywy Wklncmgﬁlz cz'a.nia alternatywy znana byla pod
dolgczania alternatywy- Begﬂbm“ Regula dolaczania alternatywy wyst.g;pu]'e
nazwg pmodus tollendo ponens”. Kildwarby, Albert Saksonezyk, Jan Buri-

u logikéw XIIT i XTIV wieku (fo a jest regula opuszczania alternatywy nie-

dan), u ktérych te2 ““ﬁﬂ:uby (XII w.) formuluje regule dolyczania

wykluczajgce). Hp;eg':;; it ajaca, %o alternatywa ** wynika z kazdego

'ako { . a
:Jewcz:onéw. Podaje te nastgpujacy prz;lrklad walgkowatia, weding

pioaah : iadzi ie BiedZ1sz.
s magz;:ﬁ:zrmkf}afnomn}owl“mnlub ];le:tsi::s regula opuszezania koniunkeji
( dtgvﬁnb:rtn:lon koniunkeji wynika z koniunkeji, kt.dr_ej jesf- cz_lox;:mf‘). D?-
tczanio koniunkeji znane bylo jus stoikom, ke6rzy stwierdzaja, 2 koniunkcja
jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba jej celony 83 prawaziwe.

Chocia pewne prawa dla réwnowaznofci formuluje juz Boecjusz, Zyjacy
na przelomie V i VI wieku, to jednak wydaje sig, ze reguly dolaczania i opusz-
czania réwnowaznodci, ustalajace zwigzek miedzy réwnowaznodeig i implikacja,
pochodza dopiero z nowszych czasbw.

Wiéréd regul tworzenia dowodu zaloZeniowego wyr6ézniamy regule tworze-
nia zalozeniowego dowodu wprost i regule tworzenia zaloZeniowego dowodu
nie wprost.

Sposéb tworzenia zalozeniowego dowodu wprost oméwimy najpierw na
przykladzie dowodu prawa sylogizmu hipotetyeznego (warunkowego):

(P —+q) >[(g—>7) >(p—>1)]

Dow6d tej tezy zaczynamy od wypisania zalozen twierdzenia. Pierwszym
zaloeniem jest poprzednik calej tej implikacji, tj. wyrazenie p-»g. Drugim
zalofeniem jest poprzednik pozostalej czeéci wyrazenia (powstajacej z calego
wyraZenia przez skredlenie pierwszego zalozenia i nastepujacego bezposrednio
Po nim znaku implikacji), tj. wyrazenie g >r. Trzecim zalozeniem jest po-

prudnit. pozostadej ozefci wyrasenia
w 1 nastepujgeych
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jakich regul i wierszy zostal on nz

: yskany. Otrzymujem ; nast
sentianke, i ymujemy w ten sposéb e-

(P —>q) >[(g—>7) =>(p +7)]
Dow. (1) p—>gq

:;; ; —r {zalozenia)
(4) ¢ {RO: 1; 8)
’ {RO: 2; 4}

Og6lnie, zaloZeniowy dowéd wprost wyraZenia

(1) D1 {Pa [y ... > (Dp_y > Pa)...])
tworzymy w nast¢pujacy sposdb:

1. W n—1 pierwszych wierszach wypisujemy kolejno wyraZenia ¢,, g, ooy Pp_y
jako zalozenia twierdzenia.

2. Do dowodu mozna dolaczyé:
a) twierdzenia poprzednio udowodnione, jako nowe wiersze;
b) nowe wiersze na podstawie wierszy dotychczasowych wedlng regnl RO,
DK, OEK, DA, OA, DE, OE.
3. Dowd6d jest zakoriczony, jefli w ostatnim jego wierszu wystgpuje wyra-
Zenie ¢,. Ostatniego wiersza dowodu nie numerujemy, zaznaczajac w ten
sposéb, ze dowdd jest zakornczony.

Jeéli dowodzone twierdzenie nie ma postaci implikacji, to w dowodzie
nie wystapig zalozenia. Dowé6d rozpoozynamy wtedy od wypisania jednego
lub wiekszej ilofci twierdzen poprzednio ndowodnionych, do czego npowagnia
punkt 2a) opisu dowodu wprost. W przypadku tym wszystkie wiersze dowodu
bedy twierdzeniami. Dowéd tego rodzaju nazywamy zwyklym dowodem wprost.
Przykladem takiego dowodu jest dow6d tezy T2b nastg¢pnego paragrafu. Nie
wykluczamy wiee, e wyrazenie (I) moze mieé postaé ¢,, czyli 2e n mo#e byé
réwne 1.

Sposéb tworzenia zalozeniowego dowodu nie wprost oméwimy najpierw
na przykladzie dowodu jednego z praw transpozycji:

(~p —>gq) >(~g—=>Dp)

Podobnie jak w przypadku dowodu wprost, zaczynamy zaloseniowy dowoéd
nie wprost od wypisania zalozeni twierdzenia, ktérymi sg W Baszym proykia-
dzie wyrazenia: ~p-—>¢, ~¢. Nastepnie wypisujemy Degac)e 'po.zomhg
czedei wyrazenia (otrzymanej przez skredlenie zadosent twierdzenia i odpo-
wiednich znakéw implikacji) jako zalogenie dowodu nie wprost. W naszym
przykladzie zalogeniem dowodu nie wprost jea-t wyrasenie ~p. Kontynuujemy
dowéd dolqezajec nowe wiersze na podstawie przyjetych regud, pray onym

|
Slupeckl | Borkowskl
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trzymaé dwa wiersze sprzeczne, tzn. wiersze © postaci v

; do tego, by o : .

i ~p. Otrzymujemy W
(~p —>q)—>(~g—>D)
Dow. (1) -'p-!-ﬁ‘} {zalotenia}

Eg; :; {zalozenie dowodu nie wprost}

4) g {RO: 1; 3}

sprzecznosd {2; 4}

Og6lnie, zalozeniowy dow6d nie wprost wyrazenia (I) tworzymy w naste-
pujacy sposéb: :

1. a) W n—1 pierwszych wierszach wypisujemy kolejno wyrazenia Py Pay oo

very Pu—y jako zaloZenia twierdzenia; X

b) w m-tym wierszu wypisujemy wyratenie ~¢n jako zalozenie dowodu

nie wprost.

2. Do dowodu mo#na dolgczyé:

a) twierdzenia poprzednio udowodnione, jako nowe wiersze;

b) nowe wiersze na podstawie wierszy dotychczasowych wedlug regul RO,

DK, OK, DA, OA, DE, OE.

3. Dow6d jest zakonoczony, jeéli wystepuja w nim dwa wiersze sprzeczne.
Zakoniczenie dowodu zaznaczamy piszge w ostatnim (nienumerowanym)
wierszu ,,8prz.“ (jako skrét wyrazu ,sprzecznoéé“) i podajac po prawej stro-
nie numery dwéch wierszy sprzecznych.

Zalozenia twierdzenia i zalozenie dowodu nie wprost bedziemy nazywadé
zaloZzeniami dowodu.

Jefli dowodzone twierdzenie nie jest implikacjg, to na poczgtku dowodu
wystapi zaloZenie dowodu nie wprost, bedace w tym przypadku negacja do-
wodzonego twierdzenia. Dowéd nazywamy woéwezas zwyklym dowodem nie
wprost. Przykladem takiego dowodu jest dowéd tezy T22 nastgpnego para-
grafuo. Podc_:bm‘e jak w uwadze dotyczacej dowodu wprost, nie wykluczamy,
ze wyrazenie (I) moze mieé postaé ¢,.

_ Latwo zauwazy¢, se kazdy zalozeniowy dow6d wprost wyrazenia (I) daje
si¢ przeksztaleid w zalonom:owy dowdd nie wprost tego wyrazenia. Wystarczy
W tym a:»lu PO n—1-ym wierszu watawié¢ wyrazenie ~tpn. Whwezas ten wsta-
wiony wiersz | ostatni wiersz zalozeniowy dowodu wprost wyrasenia (I)
4 mianowicie #eni ’

) wyraZenie ¢, tworzq dwa wiersze sprzeczne, ktérych wyst-
pienie k.eiezy moteniow_y dow6d nie wprost. Wynika stad, Zze jako jedynaq
gl pierwotng tworzenia dowodu wystarezy prayjed regule tworzenia zalo-
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twierdzenia zbudowany wedlug reguly R,, to
zbudowany wedlug reguly R,, w ktérym, kor
Przy dowodach tez i regul rachunku zdan (3
fikatoréw, podanego w rozdziale I1) nie bedzi
do regul pierwotnych, ale bedziemy tez stoso
lajace na skrécenie niektérych dowodéw.,
Dowody zaloZeniowe stosowane byly od dawna w logice i

J!Jz u tworey logiki, Arystotelesa (384-322), zn&jdujcmyg p?-z;k?;t;n;gizc::
niowych dowodéw wprost i nie wprost. Rozpatrzmy przykladowo nastepuj

dowody, ktére znajdujemy w tekstach Arystotelesa. .

Przyklad 1. ,Jefli M nie przysluguje zadnemu N *, a przyshiguje pew-
nemn X, to z koniecznoéci N nie przystuguje pewnemu X. Poniewaz bowiem
przeslanka przeczaca daje sie odwrécié, N nie bedzie przystugiwaé zadnemun AM;
zostalo jednak przyjete, Ze M przysluguje pewnemu X; a wiee N nie bedzie przy-
slugiwaé pewnemu X. Uzyskujemy mianowicie wniosek wedlug figury pierwszej“.

Dowodzi tu Arystoteles trybu sylogistycznego figury drugiej (zwanego
trybem Festino):

istnieje dowdd tego twierdzenia
zystamy z tez T lub regul R).
ak réwniez i rachunku kwanty-
emy jednak ograniczaé sig tylko
waé pewne reguly wtérne, pozwa-

Jefli zadne N nie jest M i pewne X jest M, to pewne X nie jest N.

Dowé6d przeprowadza Arystoteles w nastgpujacy sposéb: przyjmuje jako zalo-
zenia (przeslanki) oba czlony koniunkeji stanowigce] poprzednik tego trybu.
Z pierwszej przeslanki na podstawie prawa konwersji zdania ogélnoprzeczgcego
(tj. prawa: Jeéli zadne N nie jest M, to zadne M nie jest N) wyprowadza zdanie:
zadne M nie jest N. Z tego za§ zdania oraz drugiej przeslanki wyprowadza
jako wniosek nastepnik dowodzonego twierdzenia: pewne X nie jest N — na
podstawie trybu figury pierwszej (zwanego trybem Ferio): Jedli 2adne M nie
jest N i pewne X jest M, to pewne X nie jest N. Mamy tu wige przyklad zal‘o:
zeniowego dowodu wprost. Podobnie i inne dowody trybéw figury drugiej
i trzeciej na pedstawie trybéw figury pierwszej, zwane dowodami przez kon-
wersje, sa zaloZzeniowymi dowodami wprost. _
Przyklad 2. ,Jeéli M przystuguje kazdemu N *¥, a nie p:_rzyx.ﬂ'ugu]? pew-
nemu X, to z koniecznofei N mie przysluguje pewnemu X; jeéli bowiem N
przystuguje kazdemu X, M zaé jest orzeczone O wazystkich ’Nf M musi p:;{-
stugiwadé kazdemu X; zostalo jednak przyjete, Ze M nie praystuguje pewnemu X%,

Dowodzi tu Arystoteles trybu figury drugiej (zwanego trybem Baroco):
Jefli kazde N jest M i pewne X nie jest M, to pewne X nie jest N.

cgne uiywa Arystoteles wyr-.unll_.,ﬂ nie prrs:’dmjo
':Zdno N nie jest M"; zamiast wyrasenia wpewne .t J_ut M=
pewnemu X", zamiaat wyraienia ,pewne X nie jest N*

x..' -
pawnamu:m Arystoteles réwnied wyratenia oM przy-

rzeczone o wazystkich N®.

* Formulujac tryby sylogi
¢adnemu N" gamiast wyraenia .,
utywa wyragenia , M preyslugujo
utywa wyragenia ,N nie przysluguje =

** Zamiast wyrazenia  kasde N jest M
stuguje katdemu N* lub wyragenia ,M jeat o
’.
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rzyjmuje obhie przeslanki tego

gposéb: P t
podli' 3 gprzeczne z jego nastepnikiem

Dowéd przeprowadza w nastepflja. S i
iako zalozenia twierdzenia) oraz zdall i ' x|
F;aykb;zglotanie dowodu nie wprost), mianowicie zdanie ,kazde X jest N¥“. Z tego

zdania oraz pierwszej przestanki wyprowadza zdanie pkazde X jest M* — na
podstawie trybu figury pierwszej zwanego trybem Barbara:

Jesli kazde X jest N i kaide N jest M, to kazde X jest M.

Zdanie jednak otrzymane w ten spos6b jest sprzeczne zZ d_ruga przestankag.
Dow6d korczy sig stwierdzeniem tej sprzecznofci. Jest to wige typowy Pprzy-

klad zalozeniowego dowodu nie wprost. . o .
Podobnie i inne Arystotelesowskie dowody trybéw figury drugiej 1 trzecie)

przy pomocy trybéw figury pierwszej przez sprowa.dz‘eni.e do niemozliwoéci
(,reductio ad impossibile®) sa zalozeniowymi dowodami nie .wpros.t. Jako za-
lozenia przyjmuje Arystoteles przeslanki dowodzonego trybu.n zdanie sprzeczne
z jego nastepnikiem. Dowéd kodczy sie na wyprowadzeniu z tych zaloZen
zdania sprzecznego z jedna z przeslanek.

Réwnies u stoikéw znajdujemy dowody regul rachunku zdad, ktére sg

przykladami dowodéw zaloteniowych.
Podany powyZej, na str. 11, zalozeniowy dowéd nie wprost twierdzenia:

Jefli n dzieli a-a, to n dzieli a

wystepuje n matematyka greckiego Euklidesa, Zyjacego po Arystotelesie.

Choé jednak od dawna stosowano w praktyce matematycznej i logicznej
dowody zalozeniowe, reguly dla tych dowodéw sformulowano w logice wsp6l-
-czesnej dopiero niedawno. O ile nam wiadomo, regula tworzenia zaloZeniowego
dowodu nie wprost, przyjeta tu jako regula pierwotna, nie byla formulowana
w zbudowanych wczefniej systemach zalozeniowych.

Wiréd tez rachunku zdanh odrézniamy tezy rzedu 1, tezy rzedu 2 itd.,
ogélnie: tezy rzedu m, gdzie n jest liczbg naturalng >1. Definicja tego pojecia
jest nastgpujgca *:

@ jest ter.? rzedu 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zalozeniowy dowéd
(wprost lub nie wprost) wyrazenia ¢, w ktérym dolaczajgc nowe wiersze do
dowodu.knrzystamy tylko z regul wymienionyech w punkecie 23b opisn reguly
#wom?ma. zalozeniowego dowodu (wprost lub nie wprost).

® jest tezy rzedn n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zaloZzeniowy dowéd
m b, W kt.érsfm kc?myst.a.my—-wadhg warunku 2a opisn takiego

:it_: fez co najwyiej rzedu n—1 i gdy ¢ nie jest tezq rzedu mniej-
= :}::t::‘m:':di.l tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna n,

* Jest to definioja MTL Por. rozds. 11, § 5.
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§3. TEZY I REGULY WTORNE

Opierajge sig na regule OK stosowaé bedzi j
gule twor@nia zaloZeniowego dowodu (wpr:st lirgynil:k \:p::agtu)l Qk;tr‘:.mt_ar;
przy wypisywaniu zalozen twierdzenia rozbi¢ na poazczegdln'a c:lonp lzr.:zd
zalozenie bedace koniunkejg i wypisaé jako zalozenia te poazczegﬂlueyczlon ;
Jesli bowiem jakie§ zuloZenie twierdzenia, wypisane wedhig reguly pierwot.ng-
jest koniunkcja pewnych wyrazefi, to Po zastosowaniu don reguly OK otrzyjf
mamy w dowodzie poszczegélne czlony tej koniunkcji.

W ten sposéb dowodzimy np. drugiego prawa sylogizmu hipotetycznego
(dowdd pierwszego, Tla: (p —q) >[(g—>7)>(p —r)], zostal podany w poprzed-
nim paragrafie):

T (2 @A (g—>7)>(p—>r)
Dow. (1) p-—>¢q
(2) g-»r ] {zal} *
(3) »
(4) ¢ {RO: 1; 3}
: {RO: 2; 4)

W starozytnoéci odrézZniano sylogizmy hipotetyczne (warunkowe), sformu-
lowane dla okresé6w warunkowych, od sylogizméw kategorycznych Arystq-
telesa, sformulowanych dla zdan kategorycznych. Stgd tez pochodzi nazwa
tezy T1—, prawo sylogizmu hipotetycznego“.

T2. (pAg—>r)—>[p-+(g—>r)] prawo eksportacji
Dow. (1) pAg->r
(2) p {zal}
(3) ¢
{DK: 2; 3}
@ ng {RO: 1; 4}
T2a. [p +(g—»7)]>(pAg—>r) pPrawo importacji
Dow. (1) p->(g-r)
(2) » ] (2a1)
o u RO: 1; 2
o f""" EBO: 4; 3;

tezami rzedu 1-go, gdyz w ieh dowodach nie korzy-
ch. Nastgpna teza jest tezg rzedu 2-go.
pAG—>T = p—>(g-—>r)

Dotgqd podane tezy byly
staliémy z tez wezeSniejszy

T2b. )
Dow. (1) (pAg—>1)—>[p—~>(g—>7)] (T30)
2) [p—>(g—»n)]—>(@Ag~>T) | DE: 1; 3)

pAg—>T =Pp—>(@—>7)
* zal." jest mkrétern wyrezu nzalogenia®.
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i . Kazdy wiersz takiego
. T9b jest zwyklym dowodem wpr?st _ i
dow?);:.&jdes:;e:iz: 2Ha.§3nias?w dowodach zalozeniowych najczgfcie] wiersze
1 tezami. _ ‘

dow;:: :x:msili’a.k w wypadku T2b przeprowadzamy dowbd prawie u.rszysrtkmy
tez o postaci réwnowaznosei: dowodzimy najpie:_'w odpowiednich L}:npllkacjn
prostych i odwrotnych, a nastepnie stosujemy do nich regul@ d‘ola,czama ré‘_wno-
waznofci. Dalsze dowody tez o postaci réwnowaznosci za.ply.wa,é bedziemy
w ten sposéb, ze dowdd taki bedzie skladaé si¢ z dwoch czefei (a) 1 {b),-z ktt_&ryc!:f
czedé (a) jest dowodem implikacji prostej, czefé zad (b) — dowodem implikacji
odwrotne].

T3. p->(g»>r) =g—>(p—>r) prawo komutacji
Prawo to pozwala przestawi¢ poprzednik implikacji z poprzednikiem jej

nastepnika. Dowéd tego prawa pozostawiamy czytelnikowi.
Dow6d nastepnej tezy jest zalozeniowym dowodem nie wprost.

T4. pvg—+(~q-—>p)
Dow. (1) pvgq {zal.}
(2) ~q
(3) ~p {e: & n}*
(4) ¢ {OA: 1; 3}
Sprz. ** {2; 4}

Latwo zauwazyé, ze tak samo jak dowodzili§my T4 mozna udowodnié
kg.zd? WyTazenie o postaci ¢pVy —>(~y->¢), gdzie ¢ i v 83 dowolnymi wyraze-
miami rachunku zdah. Dowéd kazdego takiego wyrazenia zbudowany jest
w Iien sposéb, e jako zaloZenia (1) i (2) Przyjmujemy wyrazenia ¢pvy i ~yp,
zaé jako zalozenie dowodu 1.1ie Wprost — wyrazenie ~¢. Stosujge do (1) i (3)
:ag:fg OA otrzyms.m;c W wierszu (4) w"ymz_enie ¥, Sprzeczne z wystgpujacym

erszu (2) wyrazeniem ~vy. Schemat takiego dowodu jest wiec nastepujacy:

& %) -
Ei]’ :41: {z. 4. n.}
& . {OA: 1; 3)
- ; {2; 4}
=) (7 = QVPAT [ ~(pAT) > (p = q))
- da"

wyratenia ,ralogenie dowodu nij “
WEPrZecZnobt” O WREesL,
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jest wyrazeniem o postaci PV~

¥ = »PAT“). Pod podany wyzej s
razenia (a):

(~y->¢) (W tym wypadkun ¢ — ,p —
= p — 1
chemat podpada nastepujacy do:r'dd :;:

(1) (p=gqvpar -
g) ~(pAr) } .
) ~(p=yg)
(4) pAr %Ad:' 1IL }3}
8prz, {2; 4) '

Przy pomocy regul pierwotnych systemu mozemy wi i¢ nastepua
: ' ¢c ndowodnid -
jace twierdzenie: Y

M4. Tezq jest kaide wyratenie rachunku zdah o postaci

PVy>(~yp->¢)

Wprowadzajgc zapis , |- ¢“, bedgey skrétem zdania ,,wyrazenie ¢ jest tezg“,
mozna M4 zanotowaé w nastepujacy sposéb:

Md. Fe¢ve—>(~y-—>p)

Zdanie M4 nie jest tezg systemu rachunku zdan, lecz tezg metasystemu
tegoz rachunku. Zdanie M4 nazwiemy metatezg odpowiadajgcy tezie T4. Ogél-
nie: metatezq odpowiadajacg danej tezie T (rachunku zdan) jest twierdzenie M
metasystemu stwierdzajace, ze tezg rachunku zdan jest kazde wyraZenie,
ktorego schemat otrzymujemy zastepujac w T zmienne zdaniowe przez zmienne
metasystemu ,¢%, ,p* itp., przy czym te samg zmienngy zdaniowg zastgpu-
jemy na kazdym miejscu przez t¢ samg zmienng, rézne zaé zmienne zdaniowe
zastepujemy przez réine zmienne.

Udowodnimy twierdzenie:

Tw. 1. Dla kazdej tezy rachunku zdan moima udowodnié odpowiadajqca jej
melateze.

Dow6d jest indukeyjny ze wzgledu na rzad tezy. . "

1) Jedli T jest tezg rzedu 1-go, za§ M metatezg odpowiadajaca tezie T, to sche-
) mat doawodu kazdego wyrazenia rachunku zdan, o ktérym M .atwmrdn.,

#e jest ono tezg, otrzymujemy zastepujac w dowod:fle tezy T zmienne $

niowe przez zmienne ,¢", ¥ itd., i to te samg zmienng zdaniows na -

dym miejscu przez te samg zmienng, rézne za$ zmienne .qu.nmwe 65;“;.:

ré6#ne zmienne metasystemu, a Wwigc w ten gposéb, w jaki dow

przeksztaleiliémy W dow6d MA4. . B
2) Zakladamy, ze Tw. 1 jest prawdziwe dla wwysth:mh tez :":-edu mnws&e-

od ». Niech T bedzie tezq rzedu n, M zaé odpowiadajecs je] metatesq.

azenia anku zdaf, o ktérym M stwierdsa,

mat dowodu kazdego WyT rach twi v

3 j o jak w przypadku 1). Zalogenie imduk

#e jest tesmq, otrzymujemy tak samo jak e el N

cyjne gwarantuje, ze metatezy odpowiadajace lejelege

od n dajg si¢ udowodnic.
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Na metatezie M4 moina oprzed regulg wtérng opuszczania alternatywy,

majacy postad:
OA Py
et

P

4 wyrazenia ¢vy i ~y, to dota,czajac' do tego
dowodu tezg ¢pVy->(~p-+¢) i stosujae dwukrotnie regule odrywania otrzy-
mamy wyrazenie ¢. Powyzsza regula pozwala na podstawie alternatywy 1 ne-
gacji drugiego jej czlonu dolgezyé do dowodu pierwazy jej cz}on.

Obie reguly opuszezania alternatywy, regulg pierwotng i regule wtbérng
zo wrgledu na M4, mozna ujgé w nastepujaeym sformulowaniu: Do dowodu
wolno dolyczyé jeden czlon alternatywy, o ile do dowodu nalezy ta alterna-
tywa i negacja innego jej czlonu.

Zamiast moéwié o regule wtérnej ze wzgledu na metateze odpowiadajgcq
danej tezie, bedziemy moéwié o regule wtérnej ze wzgledu na t¢ tez¢ (ogoblnie
méwimy, #e regula R, dolgczania nowych wierszy do dowodu ‘jest wtiérna
ze wigledu na reguly B lub tezy T wtedy i tylko wtedy, gdy ilekroé regula R,
pozwala dolgezyé do dowodu jakied wyraZenie, to wyrazenie to mozZna tez
dolgczyé na podstawie regul R lub tez T).

Na kazdej tezie o postaci implikacji mozna oprzeé¢ pewna re wtorns.
Uzasadnimy te uwage. ? j v PEWDA: Tognie e

Niech T bedzie teza rachunku zdah o postaci implikacji, a wiee o postaci

Jedli bowiem do dowodn nalez

(34) P> (1> > (P >Pn)...)
przy » = 2. Regula o schemacie

P

s

s

P

% postadt (I) nie j
Wythacsona Lyike w Jeden sposoh Jest dla kasdej lezy rachunku zdan
O postasi P>y ehy), - Np. tese T4 mozemy traktowaé jako teze

M
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oparte reguly o réZnych schematach. A wi $
: ) . ¢C np. na tezi
oparta jest réwniez regula wtérna o schems i e T4 opréez reguly 04

Py

Analogicznie moZna wykazaé, ze reguly wtérng ze wzgledu na tezg o postaci

DPLAPA o Apu P, AW A ... A s
oraz na reguly DK i OK jest regula o schemacie:
P

P»
V1

va

Jedng z regul wtérnych, opartych na pewnej tezie, bedziemy oznaczaé
ta samg nazwg, ktérg oznaczona jest ta teza. Np. reguly sylogizmu hipote-
tycznego, wtérng ze wzgledu na T1, nazywamy regule o schemacie:

P>y
Y =y
P>z

Podstawieniem wyrazenia ¢ rachunku zdah nazywamy wyrazenie, ktére
powstaje z ¢ przez zastgpienie zmiennej, np. zmiennej p, wystepujgcej w tym
wyrazeniu, dowolnym wyraZeniem, przy czym, o ile zmienna p wystgpuje w ¢
parokrotnie, zastgpujemy jg tym samym wyrazeniem na kazdym miejscu,
na ktérym wystepuje ona w wyrazeniu ¢. Jefli w wyrazeniu ¢ wystgpuje wigcej
niz jedna zmienna, to mozemy jednoczednie zastgpié¢ kilka z nich dowolnymi
wyrazeniami, uwazajge jednak, by jednakowe zmienne byly zastqpione przes
jednakowe wyrazenia.

Tak np. wyrazenie (a), podane powyzej na str. 22, jest podsteawieniem
tezy T4, uzyskanym przez zastqpienie zmiennej » wyrazeniem p = ¢, & Zmien-
nej ¢ — wyrazeniem pAr.

Wyrazenie (a), jak i kasde inne podstawienie tezy T4, jest wyrateniem
0 postaci ¢pvy»(~p->¢p), a wige — w mysl M4 — jest tezq.

Ogélnie: kaéde podstawienie tesy rachunku sdan jest wyrateniem o lej postaci,
litérej dotyosy metateza odpowiadajqea tej lezie, i w mydl tej melatesy jest réwnied
tezq.

Witérna jest wiee regula podstawiania, stwierdzajeca, 2o podstawienie do-
wolnej tezy jest tezq.
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Na podstawie pierwotnej reguly OA dowodzimy tezy
L pvg +(~p =9
Przy pomocy widrnej reguly OA dowodzimy
£E ~pVg (P +4) .
zal.
::; I:Uq {z. d. n.}
(4] Np {OA: 1; 3]
Spre. (2; 4)

Tezy T4, T4a, T4b mozna nazwaé prawami zwigzku miodz‘y 53.11;,3;-.
natywg a implikacjg Warto zauwazyé, ze mozna podaé bardzo intuicyjne
przyklady wnioskowania wedlug regul wtérnych ze wzgledu na te tezy. Np.

Pojade dzid do Warszawy pociggiem lub pojade dzié do Warszawy samolotem
Jedli nie pojade dzid do Warszawy pc;cim'lem, to pojade dzid do Warszawy
samolotem

W podanym ponizej przykladzie litery a, b oznaczajg boki tréjkata, litery
zaé a, f oznaczajy katy lezace naprzeciw tych bokéw.

a#bva=f
ﬂ=5-+a=ﬁ

Nie jest teraz dzie lub nie jest teraz noc
Jebli jest teraz dzied, to nie Jest teraz noc

Podkredlamy tutaj intuicyjnoéé tych regul, gdyz z jednej z nich, miano-

wicie reguly wtérnej ze wzgledu na T4b, sko
T
dzeniu tabelki matrycowej dla implikacj, Zystamy w § 4 przy wyprowa-

Ts. S——
Dow, (;) ~~p (za1.)
(2) ~p zad,
8prz., {z. d. n.}

1; 2}
Witbrng ze wzgledu na T5 regul : 1
oznacsad symbolem ON. © Opuszezania podwojnej negacji bedziemy

Pow. (1) P

(@) (a1}
(8) n {z. d. n.}
{ON: 2)

§ 3. Tory i reguly wtirne 27

Ttegule dolyezania podwéjnej negacji, wtérna zo w 1 edzi
oznoezat¢ symbolem IN. s ' RS T Tos, B -,
ThHh. ~e~pD =P (DE: T6; Toa)

T(uzy TG, Toa, THH nazywamy prawami podwébjnej negacji. Prawo Tob
stwierdzajgee, 2ze podwdjna negacja zdania jest ré6wnowazna temu zdn.niu'
znane bylo juz stoikom. :

Witérna ze wzgledu na regule DN jest regula opuszezania alternatywy
o0 postaci: ’

OA ~hV Y PV ~y
— y
v ¢
Dow. (1) ~¢wp} {zal.} Dow. (1) ¢V e~y {zal.)
(2) ¢ (2) v
~r~p {DN: 2} (3) ~~p (DN: 2)
v {OA: 1; 3} b {OA: 1; 3)

Sens intuicyjny tej reguly jest taki sam jak sens intuicyjny reguly OA
w dotychezasowej postaci. Reguly te stwierdzajs bowiem, %e z alternatywy
i wyraZenia sprzecznego z jednym z jej czlonéw wynika drugi czlon tej alter-
natywy.

Opierajac si¢ na T5, badZ tez na regule ON, mozna wyprowadzié jako
regule wtorng — regule tworzenia zalogeniowego dowodu nie wprost, ktéra
tym si@ tylko rézni od reguly podanej w poprzednim paragrafie, ze w przy-
padku, gdy w wyrazeniu (I) ¢ ma postaé ~y, pozwala przyjaé jako zalozenie
dowodu nie wprost wyrazenie y. Przyjmujac bowiem jako zalozenie dowodu
nie wprost wyrazenie ~ ~y i stosujge do niego regule ON otrzymamy dowdd
wedlug reguly pierwotnej. Z tej reguly wtérnej skorzystamy w dowodzie T6.

Té. p-—>q = ~g-»~p Pprawo transpozycji
Dow. (a) (1) p-.-g} {zal.}
(2) ~q
3) » {z. d. n.}
(4) ¢ {RO: 1; 3}
BPrZ. {2; 4}

Ozegdd (b) dowodu pozostawiamy czytelnikowi.

Transpozycjq danej implikacji nazywa si¢ implikacje, ktéra powstaje z niej
przez przestawienie poprzednika z nastepnikiem przy réwnoczesnym saprze-
czeniu obu tych czlonéw. Regula transpozycji pozwala dolqesyé do dowodn
transpozycje implikacji, ktéra nalezy do dowodu.

Przyklad wnioskowania wedlng reguly transposzyoji:

G=b-—+ra=f
a o ffra #b
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(litery @, b oznaczajs tu boki tréjkata,
Wﬁm&:ﬁéﬁ;nmozycji (w postaci implikacji) na.le_.ty do tych kilku praw ra-
chunku zdad, ktére znane byly juz Arystotelesowl. | ‘

—»>m~sg Pprawo transpozycji zlozonej

Py pAG>T =PA T
Dow. (a) (1) prg—>T {zal}
2) »
() ~ {z. d. n.}
€ 2 {DK: 2; 4}
() 204 {RO: 1; 5}
ol (3; 6}

Dow6d implikacji odwrotnej pozostawiamy czyt.elmkom y
Przylkt;% wni]olkowa.n.is wedlug reguly transpozycjl zlozonej:
Jefli cigg @» jest monotoniczny i cigg as jest ograniczopy, to ciagg n jest zh:eznjtr
Jedli ciag as jest monotoniczny 1 cigg ds Die jest zbieiny, to cigg G» Die )es
' ograniczony
Wirdd regul dowodzonych przez stoikéw przy pomocy ich regul pierwotnych

znajdujemy nastepujacy regule wtérng ze wizgledu na prawo transpozycji
zlozonej:

Pre—~>x
~INP>~y

TS. A ~q—> modus tollendo tollens (tryb obalajgcy
e il przez obalenie)

Dowéd tego prawa pozostawiamy czytelnikowi.
Widrna ze wzgledu na T8 jest regula:

Tol. * ¢y
~v

~¢

Beguia ta, z ktérej nieraz bedziemy korzystali, pozwala uzyskaé negacje pu-
przednika dowolnej implikacji na podstawie tej implikacji i negaeji jej na-
?‘h&. Np. '
Jedli Biczba 306121 jest podzielna przez 3, to suma cyir
liezby 306121 jest podzielna przez 3
Sume oyfr liezby 306121 nie jest podzielna przez 3
Liczba 306121 nie jest podzielna przez 3

-HW”“
. .

§ 3. Tezy i reguly wtérme ’o

Wtérne ze wzgledu na

POWwWYyZ3z3 re i
o schematach: zg regule i reguly ON badi DN - '

v oy E

Ogoélnie biorae, regula Tol. pozwals na podstawie 1 ikacji 4
: ’ = - mpli (3R aienia
gprzecznego 2 jej nastepnikiem uzyskas wyraienie sprzeczne z ;:-EJ poprzweg:;ikicm
Udowodnimy przykladowo ostatnia postaé tej reguly. W dowodzie skorzy-
stamy z reguly Tol. w jej pierwszym sformulowanin.

(2) v
¢ {ON: 4}

Regula modus tollendo tollens (lub krécej: modus tollens), w jej pierwszym
sformulowanin, byla jedng z pierwotnych (,,niedowodliwych“) regul! rachunkn
zdafh przyjetych przez stoikéw. Wszystkie cztery sformulowania tej reguly
znajdujemy u Boecjusza.

— p—+(~p->9)
Dow. (1) p {zal.)
2) ~
E3; “-’: {z. d. n.}
Bprz. {1; 2}

Prawo to zwraca uwage, dlaczego sprzecznoéé jest groZna. Mianowicie na
podstawie tego prawa z dwéch zdan sprzecznych moina ot;rry.m.aé dowolne
zdanie. Warto tu podkreélié, ze z dwéch zdan sprzecm_yeh ¢, i :4' mo#na
otrzymaé dowolne zdanie y poslugujac sie tylko regulami DA i OA:

(1 ¢ {zal}

(N =¥ A: 1}

(3) vy %gb A
4

Teze T9 nazwal Lukasiewicz prawem Dunsa Szkota, .li;ineg;ﬁ Tﬂg
bitniejszych filozoféw gredniowiecznych, Zyjgcego na w;wie e
wicku. Teza T9 daje si¢ bowiem wyprowadsié na Podseaw: it
portacji z tezy: pA ~P >3- Tej zaé tezie odpowiada twi i P _
Dmmmagbm,nnmhmmm wolne zdanic

__—4
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ordzenin na nastepujaeym preykin

twi c
dowdd togo lowanymi regulami OK, DA, OA:

Duns Szkot przeprowadza :
dzie, postugujgo sig prey tym wyrtu&niqf st:.r:;: T st s Mg
iegnie iegnie,
Tw. Sokrates biegnie i Sokrales nie
Dow. (1) Sokrates biegnie i Sokrates nie biegnie {{_':)“}I(} i
(2) Sokrates biegnie }

(3) Sokrates nie biegnie (DA: 2}
(4) Sokrates biegnie lub jested W Rzymic [OA: 4 9)
Jested w Rzymie
T10. g-+(p-+q) prawo gymplifikacji
{zal.}
Dow. (1) ¢
g; l:...g {z. d. n.}
8pra. {1; 3}
Ti1. p—+p prawo tosamofei dla implikaoji
L}
Dow. (1) p {za
(2) ~p {z. d. n.}
_ sprz. {1; 2}
Tlla. pw=p prawo tozsamodei dla réwnowaznodei
Dow. (1) p=p {T11}
pmp {DE: 1; 1)

Prawa togsamodei naletqy do tych tez logicznych, # ktérych niekiedy ko-

rzystamy w dowodach matematycznych jako z przeslanek (jak to zobaczymy
w ozedel TI ksigeki),

T13. (p=q) (g -,P)
Dow. (1) pwmgq {zal.}
(2) P—+q {OE: 1}
g=p B: 3; 2)
T18. (P = g)A(q = r)>(pmr) w .

Dowbd tej tery pozostawiamy orytelnikowi.

Tlla, T19, '
; Tesy a.- 12, T13 stwierdzajy, e réwnowadnodd jest moroina, symelryosna

Natominst dla implikacji wasne
chodaiokel (T1), a nie jest wasne
jest. odwracalna,

Hew W A ;
TR

84 tylko prawa zwrotnodei (T11) i prze-
Prawo symetryosnofiel, gdys implikacjn nie

§3. Toay i reguly wtorno

a1
Zwinzek migdzy implikacjy o réwnowaznosdein ustaly toza
T14. (P @ (P> (q-p)
Litwy dowdd toj tezy pozostawiamy czytelnikowi,
Dla réwnowaznosei wazna jest nustepujgen regula odrywania;
ROy b -y
Py
P v
v b
Regula ta jest wtdrna ze wzgledu na reguly OE i RO:
(1) pmy ] {zal.) (1) ¢pry {zal.)
(2) ¢ (2) ¢
(3) ¢y {on: 1) (3) p>op {OB: 1)
v {RO: 3; 2) ¢ {RO: 3; 2}
T15. (p—>~p)>~p
T1b6q. (~p-—>p)->p
T16b. (P —>qA ~q)+~p
T1bo. (~p-—>gA ~q)—>p
T16d. (P> AP +~g)>~p

Dowody tych tez, zwanych nieraz prawami redukeji do absurdu, pozosta-
wiamy czytelnikowi.
Regula witérna ze wagledu na T16d, o schemacie:

P>y
=5t

sformulowana zostaln juz przes stoikéw, od ktérych pochodsi nastgpujgoy
preyklad wnioskowania wedlug tej reguly:

Joéli wiesz, #ed umarl, tod umarl
Jedli wiesz, #ed umarl, to§ nie umarl
Nie wiesz, #ed umarl

T16. (p-—>q)A(p-—+r)=>(p+gAr) prawo mnotenia nastepnikéw

Dowdd rawa posostawiamy ogytelnikowi,

w dmdrie twia]:'dnenls odwrotnego do T16 poslusymy sig reguly wtérng
dolqozania implikacji do dowodu., Wedlug tej reguly w sadogeniowym dowodsie
(wprost lub nie wprost) wyragenia (I) mo#na wprowadsid dowolne wyradenie y
jako dodatkowe zalosenie dowodu. Jedli na podstawie tego dodathowego sado-
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sonia i zalozer dowodu otrzymamy W dowodzie wyrazenie x, to do dowodu Wibtxie 33
wolno dolezyé implikacje ¥ —>2- Dow6d T16a ma obecnie postaé:
Istotnie, otrzymujac D podstawie za.{oze.ﬁ dowodu @y, -ory Pa—rs (~Pn) 05 Pwgror

i dodatkowego zaloZenia y wyTraZenie 1 dowo@zm‘-y tym samym tezy: ¢, > {hy—> @) (p->ghr) i) {zal.)

oo > [y >(p>2)].:} (lub tezy: 1> (s> > [Pas > ~n > (P 2)] ). B) (p-+gA)(poor {a)

Dolaczajge te teze do dowodu wyrazenia (I) i odrywajac zaloZenia ¢, ..., r,.":“_-“ () pog P —r) o

( ~¢ps) otrzymamy wyrazenie y-—>x- OCZY‘““F" Ze z dodatkqwego zaj}oze.ma. (B) p-»>r {RO: 2; 1)

dowodu y i wyrazeh otrzymanych na podstawie tego wyrazenia, z wyjatkiem (s g)n(gsr) {RO: 3; 1)
{DK: 4; 5}

koficowego wniosku y—%, nie wolno korzystaé w dalszych cz¢fciach dowodu.
Oczywiste jest tei, Ze W dowodzie moze wystapié kilka dodatkowych zalozen.

Dodatkowe zalozenia dowodu bedziemy zaopatrywaé w podwdjne numery,
jarwsze takie dodatkowe zalozenie dowodu bedzie mialo numer

Dzigki regule dolgczania implikacji do dowodn unikamy wprowadzania do

systemu zbytecznych tez pomocniczych.

a wiec np. P 2 ) ; T16b
,1.1¢ drugie — numer ,2.1% itd. Kaidy wiersz otrzymany na podstawie ’ P =>gAT = (p>q)A(p —>r) (DE:T16; T16a}
wiersza o numerze podwéjnym otrzymuje réwniez numer podwoéjny z tg samsg T17. ’
cyfrg pierwszg, wskazujaca, na podstawie ktérego zalozenia zostal on uzyskany, (p>r)A(g—>r) =pvg->r
i z kolejng cyfra drugg. Natomiast wiersze otrzymane na podstawie reguly Dow. (a) (1) p—=>T
dolgczania implikaeji do dowodu zaopatrywane s W numery pojedyncze. (2) q-—>r {zal}
Jesli na podstawie dodatkowego zalozenia dowodu y, o numerze np. 1.1, otrzy- (3) »pvg :
mali§my w dowodzie wyrazenie z, o0 numerze np. 1.3, a na podstawie reguly (4) ~T {z. d. n.}
dolacmm- ia implikacji do dowodu dolagczamy do dowodu wiersz y -z, to w na- (3) ~p {'1;01: I;. 4
wiasie klamrowym po prawej stronie otrzymanego wyrazenia piszemy: 1.1 1.3, (6) ~q {Tol.: 2; 4;
zaznaczajac w ten sposéb, ze zostala zastosowana w dowodzie regula dolgczania (7)) ¢ . 3
implikacji. sors {:})_A;}s, 5}
3
T16a. (p>gAP) >(p>g)A(p —>7) (b) (1) pvg-r {zal.)
Dow. (1) P —=qAr {zal.) (1) » {z. dow.}
1) p . . (1.2) pvg {DA: 1.1}
0% hv {z. .ow.} (1.3) r {RO: 1; 1.2}
(13) g {RO: 1; 1.1} (2) por {11 1.3}
(L4) r {OK: 1.2} . (2.1) ¢ {z. dow.}
B) - P {OK: 1.2} (2.2) pvg {DA: 2.1}
s ity
A1 —-1. q—r L +a.
(2 >@)A(p—>r) {DK: 2; 3} (p =r)A(g—>T) {DK: 2; 3}

( oy sy, podasemy domén P sk spenis e emecione, ostaini

. R ; e op na tei _ ;

Ij_.j._a?;_bwﬂdmé najpierw dwie nastepujgce tezy pommmo:e:we Ry wiedy
a)
(b)

Wedlug T17 warunek: o< —2->f(z) > 0, czyli warunek: o < —2Vz=
= —2 —»f(x) > 0, jest réwnowazny koniunkeji warunkéw: z < —2 ->f(z) > 1}

i o= —2->f(z) > 0. . .
Implikacje prosta zawartg w T17 bedziemy nazywaé prawem dodawania
poprzednikéw. Wtérna ze wzgledu na nig jest regula dodawania poprzed-

nikéw, majgcea schemat:

(p—>gAr)>(p—>q)
(2 >gAr) >(p >r)
tez pozostawiamy czytelnikowi.

wyradenia ,dodatkowe salozenie dowodu”.

Stupecki | Borkowskl

andiill
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% prawa dodawania poprzednikéw otrzymujemy na podstawie prawa
importacji (T2a) prawo dylematu konstrukcyjnego prostego:

T18. (p—->r)A(g —=>r)A(pVg) —>T

Wtérna ze wzgledn na T18 regula dylematu konstrukcyjnego _prostego poz:wnla
z dwéch implikac)i 0 tym samym nastepniku i alternatywy ich poprzednik6w
wyprowadzié nastepnik tych implikacji. _

Przyklad wnioskowania wedlug reguly dylematu konstrukcyjnego prostego:

n=1->(n+4+1)P> n*
n>1->(n41)P2>nt
n=1vn > 1
(n41)> n*

Wtérna ze wzgledu na regule dolgczania implikacji do dowodu jest regula
stwierdzajaca, 2e jedli na podstawie pewnego dodatkowego zalozenia dowodu
otrzymamy w dowodzie dwa wyraZenia sprzeczne, to do dowodu mozna do-
laczyé wyraZenie sprzeczne z tym dodatkowym zalozeniem. Jefli bowiem na
podstawie dodatkowego zaloZenia y oftrzymamy w dowodzie dwa wiersze
sprzeczne y i ~y, to na podstawie reguly DK i reguly dolgczania implikacji
do dowodu mozemy do dowodu dolgczyé implikacje y-—>xA ~yx. Stad zaé na
podstawie T15b otrzymujemy wyraZenie ~vy. Podobnie, jefli na podstawie
fiudatkowego zalozenia ~vy otrzymamy w dowodzie dwa wiersze sprzeczne yx
1 ~y, to do dowodu mozemy dolgczyé implikacje ~y-—>xA ~x. Stad zaé na
podstawie T15c otrzymujemy wyrazenie .

Z reguly tej skorzystamy w dowodzie nastepnej tezy.

T1e. ~(pVq) = ~pA~g prawo negowania alternatywy

Dow. (a) (1)  ~(pvg)

{zal.}

D 2 {z. dow.}

st} pve {DA: 1.1}

Eﬂ)l) e {1.1 »sprz. (1; 1.2)}
22) pvg (s, dom3

3 ~ 1 2,

i ,...fm,., {2.1 »sprz. (1; 2.2)}

: {DK: 2; 3)

: ""((“ Bbl;)f czyli zdanie: ~(a > oyt Joj san anyoh
~(a = }b).
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Wtérng ze wzgledu na T19 jest regula negowania alternatywy
NA ~(PVy)  ~(pvy) '
By
]
T20. ~(PAQ) = ~pv~g prawo negowania koniunkeji
Dow. (a) (1) ~(pag) zal.
(2)  ~(~pv~q) Ez d}
(3) ~~p {I&A: ;}.}
o §0N: 3}
ON: 4}
(7) »Ag .
8prz. e

{1; 7}
Ozesé (b) dowodu pozostawiamy czytelnikowi. '

Wedlug T20 negacja koniunkcji jest réwnowaina allerna wie jej zaneg
nych czlondw. Np. zdanie: ~(a < @ < b), czyli zdanie: ~g < m{a < b) o::t
réwnowazne zdaniu: ~(a < @)V ~(z < b). '

"Tezy T19 i T20 majs analogiczna budowe. Nazywamy je od nazwiska
?.ngielskiego logika z XTX wieku prawami De Morgana. Prawa te znane byly
]efina.k juz w fredniowieczu. Znajdujemy je np. u Ockhama (XIV w.), u Bur-
leigha (XIV w.) i innych logikéw XIV i XV wieku.

T21. ~(p-—>q) =pA~g prawo negowania implikacji

Dowéd tej tezy pozostawiamy czytelnikowi.

T22. ~(pA ~p) prawo sprzecznoéei
Dow. (1) pA~p {z. d. n.}
(2) » } {OK: 1}
(2) ~p
8prz. {2; 3}

Dowéd tej tezy jest zwyklym dowodem nie wprost. W dowodzie takim
nie wystepujg zaloZenia twierdzenia, lecz tylko zalozenie dowodu nie wprost,
ktérym jest zdanie sprzeczne z dowodzong tezs.

Prawo sprzecznofci sformulowal Arystoteles. U niego teZz znajdujemy
metalogiczne sformulowanie tego prawa, gloszqce, %e: dwa zdania sprzeczne
nie mogg byé zarazem prawdziwe (lub tez w sformulowaniu réwnowaZnym:
z dwoéch zdan sprzecznych jedno jest falszywe).

T23. pv~p prawo wylgczonego érodka
Dow. (1) ~I(pv~p) {z. d. n.}
(2) ~p {NA: 1}
(3) ~r~p
Sprz. &8
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= Grych nieraz

logicznych, z kt
alesy do tych 565 08 i a zwlaszcza

jako 2 przeslanki,

Prawo wylaczonego grodka n
dodatkowych zalozenn, o ktérych

korzystamy W dowodach ma.tematyczqyuh
w rozgalezionych dowodach z dolgczaniem

s sl oo ooy sformulowat Arystoteles. Podal on tez

i Ipczonego érodka siorm .

sfl rig:rﬁar::;mi::m tego prawa, wedlug ktérego z dwoch zdan sprzecz
o

j j iwe.
nycl;v.];i:ga:;s ts\s;::d:;:hda Arystoteles prawdziwo§é tego praws, & nawet

igca j izyki ie prawa wylaczonego &rodka. W jednym
B e :ﬁgk‘:{wﬂtfﬂﬁgzﬂﬁ vfatnoﬁé tego prawa dla zdan dotycz-q.-
ey ik “cjlrl zdarzefi niezdeterminowanych. Uwaza mianowicie, ze prazy)e-
gnhmgp;‘?ﬁ dla takich zdan prowadziloby w konse]‘iwelfcji do stafmwiska, z-e-s
wazystko, co bedzie si¢ dziad, jest konieczne. Nawigzujge do tej koncepf:]:
Jan Lukasiewicz zbudowal w latach 1918-1920 system tzw. tréjwartoscio-
wego rachunku zdad, w ktérym nie obowigzuje prawo wylaczonego frodka.

T24. (p—=gq)—>(pAr->gAT) Prawo nowego czynnika

Dowé6d tego prawa pozostawiamy czytelnikowi. ‘
Przyklad wnioskowania wedluig reguly nowego czynnika:
a>2—-a>0
a>32na<9+a>0Aa<9

czyli:
2<a<9-»>0<a<?9
T25. (p—>g)A(r—>8)>(pAr—>gAs) prawo mnozenia implikacji
stronami
Dowéd tego prawa pozostawiamy czytelnikowi.
Przyklad wnioskowania wedlug reguly mnozenia implikacji stronami:
a<ow->ec< f(x)
z<bsflz)< d
a<aorz< bse< fla)nf(z) < d

czyli:
a<z<bre<flz)<d

Obecnie uzasadnimy regule wté i zgateai
_ rng tworzenia dowodd
: dohc:em_em dodatkowych zalozen. Wedlug tej reguly: e s
a) :ﬂ;ﬁmnwy do:wdd wprost wyrazenia (I) * jest zakoficzony, jeli uzyskamy
e m& Pn na podfsta.wle kazdego z dodatkowych zalozert Viy ey Vi,
Ty ternatywa jest jednym z wierszy dowodu; “

(b) zedoseni i :
jemy wO;Ldowdd e Wprost wyrazenia (I) jest zakoficzony, jesli uzysku-
Pis e ¥ hﬁ:;;h al o pqdatﬁ?ﬁ“ kazdego z dodatkowych zalogen
Sl ternatywa jest jednym z wierszy dowodu.

* Wyratenie
- “"‘" podane na str. 17,
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Dla udowodnienia (a) wystarczy zauwazyé, Ze otrzymujac w zalozenio wym
dowodzie wprost wyrazenia (I) wyrazenie $n Da podstawie kazdego z dodatko-
wych zalozen y,, ..., e, mozna wedlug reguly dolgczania umplikacji do dowodn
dolgezyé juko mowe wiersze wyrazenia: Vi—>Pn, Yo >Pn, ...y Yo >Pa. Stosujge
do tych wruzeﬂ regule dodawania poprzednikéw (nuogolniong na k implikacji)
otrzymujemy wyTaZenie: v, VyyV...Vyr —>¢a. Stosujge do mniego i do alterna-
LYWy viV¥eV...Vye (0 ktérej zakladamy, ze jest jednym z wierszy dowodu)
regulg odrywania, otrzymamy wyrazenie ¢, jako ostatni wiersz dowodu.

Dla udowodnienia (b) wystarczy zauwazyé, ze ofrzymujge w zaloZeniowym
dowodzie nie wprost wyrazenia (I) sprzeczno§é na podstawie kazdego z do-
datkowych zaloZen y,, ..., yx, mozemy — wedlug reguly wtérnej, podanej na
str. 34 — dolgezy¢ do dowodu negacje kazdego z tych dodatkowych zaloZend,
a wige wyrazenia: ~w,, .., ~yr. Stosujge zaé do alternatywy ViV V... Vye
(o ktorej zakla@amy, Ze jest jednym z wierszy dowodu) i do wyragen ~Pyy e
-y ~Yi_y regul¢g OA, otrzymamy wyraZenie y, sprzeczne z otrzymanym
poprzednio wyraZeniem ~vy;. Wystapienie tej sprzeczmosci koriczy zaloze-
niowy dowéd nie wprost wyrazenia (I).

Przykladami dowodéw, w ktérych stosujemy pierwszq z podanych ostatnio
regul wtérnych, sy dowody T26 i T27. Drugg regule, ktérg podaliémy dlatego,
Ze czgsto jest stosowana w rozumowaniach matematycznych, zilustrujemy
nastepujgeym przykladem:

Teza: (p—o>@)A(r—>8)A ~(gve) >~(pVr)
Dow. (1) P —>q
(2) r—>8 {zal.}
(3)  ~(qvs)
(4) pvr {z. d. n.}
(L.1) p {z. dow.}
(1.2) ¢ {RO: 1; 1.1}
(1.3) gvs {DA: 1.2}
(2.1) r {z. dow.}
(22) s {RO: 2; 2.1}
(2.3) gvs {DA: 2.2}
Spre. {1.1 »>sprz. (1.3; 3); 2.1 »spre. (2.3; 3); 4}
T26. (p >q)>(pvr—>gvr) prawo nowego skladnika
Dow. (1) p -a-g} {zal.}
(2) pvr
(1.1) »p {z. dow.}
(1.2) ¢ {RO: 1; 1.1}
(1.3) gvr {DA: 1.2}
(2.1) r {z. dow.}
(2.2) gvr {DA: 21}
gvr {11 -13; 21->3.3; 2}
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ia implikacji
T27. (p +@QA(r—>8) ~(pvr—-gvs) Prawo dodawania i
Dow. (1) P-¢ {zal.}
(2) r-e
(3) pvr {z. dow.}
{1';; P (RO: 1; 1.1}
(12) ¢ (DA: 1.2}
(1.3) gqve {z. dow.}
{3‘3? ; (RO: 2; }2.1}
g A: 2.2
il g:: ?1).1 -1.3; 2.1 >2.3; 8}

Przyklad wnioskowania wedlug reguly dodawania implikacji stronami:
a>b—-a*> b
a=b—»a'=0
a>bva=b—»a*'> bvat =P

li:
i a=>b»a*=>0H

Z T27 na podstawie prawa importacji otrzymujemy prawo dylematu kon-
strukcyjnego zloZonego:

T28. (P »@A(r >8)A(pvr) >(gVvs)

Wtérna ze wzgledu na T28 reguls dylematu konstrukcyjnego zlozonego
pozwala z dw6ch implikacji i alternatywy ich poprzednikéw wyprowadzid
alternatywe ich nastepnikéw.

Przyklad wnioskowania wedlug reguly dylematu konstrukeyjnego zlozonego:
Nn=1->2n=2

n>1-2n> 9
n=1lva>1
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Implikacja prosty jest dla tej

réwnowaznoéci teza T4b. Podaj i
czelSd (b) dowodu. Jemy wige tylko

(1.1) » {z. dow.}
(1.2) ¢ {RO: 1; 1.1}
(1.3) ~pvg {DA: 1.2}
(2.1) ~p {z. dow.}
(2.2) ~pvg ) {DA: 2.1}
~pVe {11-13; 215229}

Dowéd implikacji odwrotnej zawartej w tezie T29 Jest dowodem rozgale-
zionym, w ktérym alternatywa zalozen dodatkowych jest tezs logiczna, mia-
nowicie prawem wylaczonego érodka. Nieraz dowody matematyczne przepro-
wadza s8ie W ten sposéb, ze alternatywa zalozenh dodatkowych jest szczegélnym
przypadkiem prawa wylaczonego rodka, np. gdy dowodzimy dans teze przy
zaloZeniu: ¢ = 0, a nastepnie przy zaloZemiu: # * 0. W innych znowu wypad-
kach alternatywa zalozeri dodatkowych jest tezg lub szczegélnym przypadkiem
tezy z danej dziedziny, np. gdy dowéd przeprowadzamy przy zalozeniach:
>0, 2= 0, @ < 0, korzystajac milczgco z prawa trychotomii: ¢ > yve=ygv
Vo <y. W rozgalezionych dowodach zalozeniowych, w ktérych alternatywa
zalozeri dodatkowych jest prawem wylgczonego frodka lub jego podstawieniem,
nie bedziemy wypisywaé w dowodzie tego prawa ani tez nie bedziemy w na-
wiasie klamrowym w ostatnim wierszu dowodu zaznaczaé, e korzystamy
z tego prawa.

T29a. PV = ~p—>q

Implikacjg prostg jest T4a. Dowéd implikacji odwrotnej jest analogiczny
do czedci (b) dowodu T29. . o

Regule odpowiadajgcqg implikacji odwrotnej, zawartej w Tﬂ_ﬂ, znajduje-
my u Pawla z Wenecji, Zyjgcego na przelomie XIV i XV wieku, autora
obszernego podreeznika logiki. Stwierdza on mianowicie, %e z o_h-em warun-
kowego wynika alternatywa utworzona ze zdania Sprzecznego z jego popneq-
nikiem oraz z jego nastepnika. Podaje tez mtgpu;qex przykbafl wmoak?wan{n
wedlug tej reguly: Jefli jested czlowiekiem, to jeste§ istotg Zyjqcq; a Wige nie
jested czlowiekiem lub jested istotq 2Zyjacs. ‘

T30. Pﬂ(qu} = pAGQVPAT
Podajemy tylko czeéé (b) dowodu. S
Dow. (b) (1) PAQVPAT Ez ;1}“.}
(1.1) PAg OK: 1.1}
(1.2) p} e
(1.3) ¢

(1.4) gqvr DA 135
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(1.5) PA(VT) g)olfi.o:;:;, 1.4}
an 7| (O 3.1
84) g {DA: 2.3}
25) PAl {DK: 2.2; 2.4}
(2.5) ﬁ:g::; {1.1-51.5; 2.1 >2.5; 1)

Wedlug T30 nastepujace warunki sg réwnowaZne:

@ jest liczbg wymierng Alw < —2va > b)

z jest liczbg wymierng AZ < —2va jest liczbg wymierng Az > 5

Teza T30 jest prawem rozdzielnofci koniunkeji vwrzglw:lﬁem a.lbe,b
natywy, analogicznym do arytmetycznego prawa rozdzielnofci mnoZenia
wzgledem dodawania: a-(b+¢) = ab+ao
T31. pVgAr = (pVQA(PVT)

Teza T31, ktérej dowdd pozostawiamy czytelnikowi, jest prawem rozdziel-
nofci alternatywy wzgledem koniunkeji. Wedlug tej tezy (i prawa
symetrycznofci réwnowaznofci) warunki:

(a|b-ov ~alb)A(alb-cV ~alc)

alb-ov ~albA ~alc *
8§ réwnowaZne.

T32. (P >q)A(r—>8)A(pVr)A ~(gAs) (g —=>p)A (8 »>r)
Dow. (1) p-gq

(2) r-—>8
i {zal.}
(4)  ~(gns)
Ei?n ;avm {ROg: T20; 4)
(12) ros {z. dow.}
(13)  mor {OA: b5; 1.1}
) & {Tol.: 2; 1.2}
(6) g-p {OA: 3; 1.3}
(2.1) & {1.1-51.4}
(23) ~q {z. dow.}
(23) ~p {OA: 5; 2.1)
2.4) ¢ {Tol.: 1; 2.2}
(1) senp {OA: 3; 2.3}

— (g=p)A (6 >r) g;ﬂﬁii}

.ﬁ'-nq,.d1..
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Teza T32 nazywa sieg prawem o zamknietym ukladzie twierdzefi lub
prawem Haubera. Mozna by tez nazwaé ja prawem odwracania impli-

kacyj. Na T32 oparta jest nastgpujgea regula odwracania implikacyj:

P =y,
Py >y,
PV gy
~ (¥ Ayy)
Vi
Vo>,

Tez¢ T32 i odpowiadajgacq jej regule mozna uogélnié na n implikacyj.
Regula odwracania implikacyj przybiera wéwczas postaé:

¢1 =¥
Py >,

PLVehaV...Ven
~(pinyy) dla 1<iz#j<mn
Vi—> Py
¥ —> Py

-------

A wige jefli mamy stwierdzonych n implikacyj oraz alternatywe ich poprzed-
nikéw, a ich nast¢pniki wzajemnie si¢ wykluczajg, to mogna wszystkie te
implikacje odwrécié.

Przyklad zastosowania reguly odwracania implikacyj (w przykladzie tym
litery ,a“, ,b“ oznaczajg boki tréjkata, litery zaé ,a“, ,B“ oznaczaja katy
lezgce naprzeciw tych bokéw):

a=b—sa=p
a>bsra>f
a< bsa<
a=bva>bva<b
~(a= pfra>p)
~(a= fra<f)
~(a> fra< f)
a= ﬁ-—bd = b
a>f->a>b
a< f—ra<b
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T33a. (p=9) >(~P= ~q)
(p = @) >(pAT = gAT)
(p=gq ~>(rAp = rAgQ)
(p = g)—~(pvr= gqvr)
(p=gq)>(rvp =7V
(p = gq)—>(p>r=90>7)
(p =9 >(r—op = r—>q)
h. (pa'q)—r[(pﬁf);‘—(ﬂ"—"')]
i (p=g@-lr=p=[r= )]
. (p=@Alr=28)—>(pAr =gAs)
k. (p=gA(r= 8) >(pvr =gqVe)
L (p=gAlr=28)>(p—>r=g-—>8)
m (p=gAlr=8->[p=n=(g=72)]
Dowody tez T33a-g s3 pod pewnym wzgledem analogiczne. MoZna je
mianowicie przeprowadzaé korzystajac z reguly ORE, z odpowiednich praw dla
implikacji i z reguly DE. W dowodach tez T33h, i korzystamy z praw stwier-
dzajacych symetrycznoéé i przechodniofd réwnowaznoéci. Podamy tu przykla-
dowo dowéd T33f:

prawa ekstensjonalnoéci
dla réwnowaznosdci

W rmo o &

Dow. (1) p=g {zal.}
(2) p>q {OE: 1}
(3) g-pr
(4) (p—+q)—>[(g~>r)—>(p->r)] {T1a}
(6) (g—p)—>[(p->r)—>(g->r)]
(6) (g—r)—~>(p >r) {RO: 4; 2}
(7)) (p>r)—>(q~>r) {RO: 5; 3}
P >r=g->r {DE: 6; 7}

Dowody tez T33j-m oparte s§ na tezach T33b-i oraz T13.
Na tezach T33 oparta jest wtérna regula ekstensjonalnoéci rachunku zdad,
majgca schemat:
p=v
x = x(Pllv)

Syfn!:\ol z(tﬂ,’w? oznacza tu wyrazenie, ktére powstalo z y przez zastqpienie
pewnej jego czeéci y wyrafeniem ¢. Jebli wyraseniami y, y i ¢ sa odpowiednio
(P >9) >[(g—>7)> (p 1))
g-—>r

r~T 3 r~g

to wyrateniem 7(g//y) jest wyrazenie
(P —+q) »[(~r—>~gq) >(p—>r)]
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Zauwazmy, ze jeSli w Zeniu j
i wyra X wystgpuje parokrotnie jako
wyra.teme p, to symbol' z('r,bﬁvp) oznacza jakiekolwiek z wyrazed, j:gomuﬁ
:st,:.xje z x przez :lastaplame wyraZenia y wyraZeniem ¢ na dowolnych, nie-
oniecznie wszystkich, miejscach. W przypadku t ie j
wige jednoznaczny. i Y Eymbal lgile) xie, Jous
Dowdd reguly ekstensjonalnoéci jest indukeyjny:

1) W przypadku, gdy x ma jedng z nast¢pujacych postaci:
~y, >0, 0>y, pvd, dvy, yAd, 0Ny, p=93,0 =y,

réwnowaznofé y = y(¢//ly) wynika z zaloienia ¢ =y i praw ekstensjonal-
nofci T3a-i.
2) Zalézmy, e nastepujace réwnowainofci wynikajg z zaloZenia, 2o ¢ =y:

n=0(plv), x=x(d/lw*

Z tych réwnowaznofci i praw ekstensjonalnodci T33a,j-m wynika réwno-
waznoéé y = x(¢//y) zaréwno wtedy, gdy x jest negacja n, jak tez wtedy,
gdy x jest implikacja, alternatyws, koniunkcjg lub réwnowainoéciy zbu-
dowana z wyrazeh y, i z,. Regula ekstensjonalnofci jest wigo reguly wtérng.

Na podstawie reguly ekstensjonalnofci i ROg stwierdzamy, Ze regula o sche-
macie:
p=v
N
2(@llw)
jest reguly wtérng. Regule te nazywamy rfv.wniet reguls ekstensjonalnodei.
Z T20 na podstawie T33a i T5b otrzymujemy:

T34. pAg = ~(~pPV ~q)

Podamy jeszeze kilka tez, pomijajac jednak ich dowody.
T35. (pvg)vr = pvigvr)
(pAQIAT = pA(gAT)

T36.
Tezy to 84 prawami lacznoéei dla alternatywy i koniunkcjl. Pl:a;:r:) t:olzx
laja opuszezaé nawiasy W wyrageniach bedacych alternaty wami
cjami wigksze]j ilofei wyrazend skladowych.
pve=4qVvPpP

T37.
pAg = 4gAP

T38.
lub y, wyradenie y 50~

lko = wyraded x,
* Nie wykluczamy przypadku, gdy W jednym ty

stalo zastgpione praes ¢

T ..
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z i dla alternatywy i koniunkcji. Na pod-

wie “wmoﬁi : F-,ngmﬂ:m moina W kside) wieloczlonowej alter-
::tj‘ﬂw;y koniunkcji pm'ié dwa dowolne ﬁjej czlony.-
Mmmﬂlimm'adowodma
T39. (pv@alrve)=

T40. PAGVTAE= (pvr)n[pv:}a(g
Tesrs T39 jest analogiczna do arytmetycznego Prawa:
(a+8)-(c+d)= eciad+be+bd

44

’AerAOV!ArV’Al
vr)A(gve)

l)mmw;mmﬁm‘hﬁ.mmm- ejami, na ich
ezlony i wypisywanie tych czlonéw jako ssloged (str. 21).
’)m‘uﬂqkﬁej-;_' jemy dowody tez o - -
str. mlﬁ'm'm
ﬂmm_ y ps wypisywanie zalogenia dowodu nie wprost przes
‘,mmwgﬁ,m
gule wprowadzania dodatkowych zalofed " =
dowodu (str. 31-32). oraz dolzczania implikacji do
5) Begule dolyezania do dowodn ;
seniem (str. 34). wyrsgenia spraecsnego z dodatkowym zado-
6) Eegule tworzenia resgalezionych 3 dowodfw zsloseniowyeh (str. 36-37).
W dowodach tez bedi regul korsystaliémy o
dolgesania Dowych wierszy: z nastgpujscyeh widrayeh regal
2"!"’ q-_:':Tﬂ.“ @m.h- (etz. 34, 27).
3) Beguly modus tollens (Tol, str. ;"‘;:ﬂﬂim(ox i DN, str. 26-27).
4) Beguly negowania alternatywy (NA, six. 35).
:“""m'_ dla réwpowstnofei (ROg, str. 31).
) Beguly dodewasnia popreednikéw (str. 33).
Tdowodnibteny, 3¢ reguly 1 ) -
chstensjonalnobe (str. 42-43). té7ng jest reguis podstawianis (str. 35) i regeds

i‘- glﬂ‘l'-ﬂm mH )
ktory prawdziwodciowe
£5

Cwiczenia

1. Udowodnis nastepujyce praws rachusnks sdss:
s) [(p—>9)>pl-p
k) [[P—-ql—-r}—.{{r_,p}_."_‘?“
) (Pp=¢A ~g=>~p
€) L?E']E’A!V ~PpA ~g
f) palg—=ri—=(pag—>r)
£) pAlg—=r)=(g=pAr)
t!) "“_’EQ)E’).-'\"& -~p
i) prgvr=(p=q)Ivip-—>r)
I pager=(pr)Vig->r)

2. Posluzujse si¢ reguly ekstensjonalnoSei adowodmis:
8) prawas symeiryeznodes i przechodnioési dis réwnowainodsi
b) na podstawis taz pVvg= ~p—>q i p=p tesg (pV¥
- g)»r=(~
;) M FODUGES. S ""?-rih-r-m-*rt—ei.r--r!--’;ﬂ“
) =na podsiswie tes pVg= ~p-—>g i p=(pVvyg teag p+(~p—9-
3.-;5“Mi“udﬁémlqimqmmm-phﬂ tesy
(1) Przes dws réine punkty praechodsi co majwyiej jedns prosts
moina adowodnié t=ze
(1) Mr&am—hum#ﬂ-‘&y
i ns odwrét, na podstawie (1) moins udowodsié (I).
Wekazéwks: sspisaé (I) w postaci:
-(A=B)n.!i3hhll-il+-=-l.
apalogicznie zapisaé (II).
b)ahmnbrnéindn'udﬂp“bu_n.' na kidrego
—h—d‘bi’,t}ﬂ&"}'—vﬂ'}d‘"ﬂl
& Podaé sformalisowane dowody:
a) tezy ~ (z > =) na podsiawie taxy z>y—-~y>=
b) t==¥ a>ba ~[(c= 0)> ~(sc=be) na podstswie tes: a>bae>0sae > b

l>ill<°-rﬂ<h-.-—{l=ﬂ!=¢:>lv-<:l.

5. Udowodnié =na podstawie tes: a>bva=bve<h & >Pe~i@=Pva <V
-F=P+~[.!{vv-'>lﬂ. d'ci'-»--u':l‘va‘:-lﬂ. a>bhea®> P, s= b=
=P, s<brat<V texy: F>P+s>bh Ff=PVsa=5 S cP-as<h

meﬁwmm.ibﬂ-ﬁm

% -“:H}n_'
sdgnie- ¢ > 0A Jal > | »os® > oV
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3 rawdziwosci zdania.,
. - aniu symbola ,1% dla oznaczania prav

Gegiuins Pt ;e{‘ md]nm:znaczamau o talsz;woﬁci zdania. Pmlwde i i_aul_?w g:z.‘?:a;z

symbolu saf "0-cm3mi Pojecie prawdy zostalo dokladnie zd 26 tej definicji
45 iyt uk inveh, nie bedziemy tu jednak rozwaZi 1 - ’

todologii nauk dedukecyjnych, intuicyjnym sensem terminow

0 gi i — dnie z in .
graniczymy 81¢ tylko do uwagl, ze zgo ] ;

prawda“ falzz“ — przyjmujemy zasade dwuwa.rtoﬂclowoém, wedlug ktorej
n T n

istni warto i ie jest prawdziwe lub
R i gci logiczne, tzn. Ze katd.e zdanie jest I s Ik
:a.!xzywem tyPrmlko t?1‘:1:’:111:&‘31::1y tez, cogljest ;*dwnie oczywiste, ze te dwie wa.-rtoét-.t flcp

iczne :yklnqujsig, tzn. te zadne zdanie nie jest zarazem prawdziwe i fal-
gl

uy:[tmdg zerojedynkows nazywa gie tez metodgy mat;rycow%, gdyz p‘osh‘:lgn]emy
gip w niej tzw. tabelkami matrycowymi, ktére przedstawiajgy, W jaki sposéb
warto§é logiczna zdania zloZonego, utworzonego przy pomocy danego Iunkf,o:l-la.
rachunku zdaf, jest wyznaczona przez wartosci logiczne zdad skladowych.

Wlasnoéci negacji ujmuje nastgpujaca tabelka:

¢ |~
1 0
0 |

Pierwszy pod kresks wiersz tej tabelki stwierdza, Ze zdanie ~¢ jest falszem,
gdy ¢ jest prawdg, drugi — Ze ~¢ jest prawds, gdy ¢ jest falszem. Te wlasnoéci
negacji 8§ calkowicie zgodne z jej potocznym sensem.

Wiasnoéci negacji mogliémy ujaé w prostg tabelke dzieki temmu, ze wartodé
logiczna negacji zalety tylko od wartodci logicznej zdania zanegowanego, a nie
0d jego trefci. Analogiczng wiasnoéé majg: koniunkcja, alternatywa, implikacja
i rtbwnowaznoéé — wartoéé logiczna tych zdanh zlozonych jest wyznaczona przez
wartofici logiczne ich zdah skladowych.

Funkpory tworzqce ze swymi argumeniwmi zdania zlozone o powy#szej
whmoicl_ nazywamy funktorami prawdziwofciowymi. Funktory rachunku
zdan sy wiec tn.nkt.oraml prawdziwofciowymi. Nie ka2dy jednak funktor o argu-
mentach zdaniowych jest funktorem prawdziwofciowym. Np. funktor . Jan
wie, 2 wystepujecy w wyraseniu 7

= L TR F Wi ™ e aTE

§ 4. Sprawdzanie zerojedynkows, Funktory Prawdziwodciowe

reguly nad kresks pPozioms sy prawdzi
Zenie pod kresky, w Przypadku l;.a.t s .
by¢ prawdziwe wezystkie wyrazeni

wnioskujemy, %e koniunkcja dwéch i
schematéw zad reguly OK - zdan prawdziwych jest Prawdziwa, ze

PAY  PAy
P v

wnioskujemy, ze koniunkcja, ktérej pierws i
\ pi zy lub drugi czlon jest
jest falszywa. W ten Eposéb uzasadnili§my tabelke dla kon.inn]zcji:

¢ | v | pry
1 1 1
0 1 0
3 0 0
0 0 0

Wedlug tej tabelki koniunkcja jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,

oba jej czlony sa prawdziwe, jest zaf Soma s o
czion jest falszywy. ’ falszywa, gdy przynajmniej jeden jej

Uzasadnimy z kolei tabelke dla alternatywy. Ze schematéw reguly DA

o 4
PVy vy

wynika! Ze alternatywa, ktérej pierwszy lub drugi czlon jest prawdziwy, jest
prawdziwa. Zalézmy teraz, Ze wyrazenie ¥ wystepujgce w schemacie

PVy
~¢
v

reguly OA pod kresksg jest falszywe. O ile falszywe jest tez wyragenie ¢, a wige
prawdziwe jest wyraenie ~¢, to falszywa byé musi alternatywa ¢ vy, w pray-
padku bowiem gdy pod kreskq wystepuje zdanie falszywe, oba zdania nad

nie mogq byé prawdziwe. Tabelka dla alternatywy ma wiee postad:

SHO MW
=
OHHH%

-
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| L Rachunek zdaf
8 wtedy i tylko wtedy, 2dy
y ity

jest za falszywa, gdy oba

i iest prawdziwa
edlug tej tabelki alternatywa 1] :
- jmnie?]jeden z je) czlonb6w jest prawdziwy,

jej eztony sa falszywe.

tywy utworzonej Przy
st gcharakteryzowang P

pomocy funktora , V¥ odréznia gig alter-

rzez tabelke:

¢ | v |PVY
1| 1]0
0 1 1
1 0 1
0 0 0

. - : dy
iegt wiee prawdziwa wtedy i tylko wtedy, g
fdm?mo T:dk::e:s}f callondw jest prawdziwy, jest zaé falszywa, gdy ;:::;
3 'ﬂ:z!ony sg prawdziwe lub oba 83 ta.lszywe.‘ﬁtltematywe ta.;a naziw =
]ejkl d gdyz prawdziwoéé jednego z ]€) czlon6w wylklucza pé.y
WYKIRCERJRCR calej alternatywy — prawdziwosé drugiego czlonu. W odrébz-
peTe v j alternatywe utworzong przy pomocy
pienin od alternatywy wykluczajace] ’ : i Arn
funktora ,V* nazywa Big niekiedy alternatywg mewykluczaj.a,cq, prawd

i iej czlonéw nie wyklucza — Przy prawdziwosci calej alter-
bowiem jednego Z jej d oy expoa

- dziwoéici drugiego ]e . . )
Mmm;’:& 1:)rolnlu‘m wym;‘;eg,,lub“, palbo* uzywane bywaja ze.réwn? ]a.go
funktory alternatywy niewykluczajacej, jak tez 1 w-ykluc.za]qce]. Maja't.‘, o
dyspozycji te dwa wyrazy przyjmujemy umowe, ze wyratenie ,pVg“ bedziemy
czytaé: p lub g, wyraZenie zaé ,pVvg“ bedziemy czytaé: p albo gq.

Uzasadniajac tabelke dla implikacji oprzemy gi¢ na regule RO oraz na
wtérnej ze wzgledu na T4b-regule zwigzku miedzy alternatyws i implikacja,
majgcay schemat:

~PVyp
P>y

Na podstawie tej ostatniej reguly oraz tabelék dla negacji i alternatywy otrzy-
mujemy nastepujacg tabelke pomocnicza:

¢ | v |~d|~pvp|pyp
1|1 o 1 1
orf 3§ A 1 1
1 0 0 0 0
0o |1 1 1

’ym, 2-im i 4-ym wypadku implikacja j i i

ym, : ja jest prawdziwa. W 3-im
acja musi by¢ falszywa z uwagi na regule RO:

P>y

9

v

§ 4. Sprawdzanie zerojedynkowe. Fuanktory prawdziwodciowe 4%

Jesli bowiem y jest falszywe, ¢ zaé jest prawdziwe,
dziwe, a wige jest falszywe.

Otrzymujemy wiec dla implikacji nastepujacg tabelke:

to ¢ >y nie moze byé praw-

P>y

OHO MBS
SO e
O

Wed.hfg tej tabelki implikacja jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy iej
poprzednik jest prawdziwy, a jej nastepnik jest falszywy, w pozostalych zaf
wypadkach implikacja jest prawdziwa.

Tabelke dla réwnowaznofci otrzymujemy na podstawie tabelki dla impli-
kacji i regul DE i OE w nastepujacy sposéb:

P>y | yo>¢ |p=vp

oOH O KB
o oKHHle
O
O
Moo M |

W 1l-ym i 4-ym wypadku réwnowaznofé jest prawdziwa ze wzgledu na re-
gule DE, ktéra stwierdza, ze jeéli implikacja prosta i implikacja odwrotna =3
prawdziwe, to ré6wnowaznos§é jest prawdziwa. W 2-im wypadku implikacja od-
wrotna y —-¢ jest falszywa, stagd zas§ wynika na podstawie drugiego schematn
reguly OE

p=v

v—>p

%¢ i réwnowaznofé ¢ = ¢ jest falszywa. W 3-im wypadku implikacja prosta
¢ —»y jest falszywa, a stqd na podstawie pierwszego schematu reguly OE

p=y
P>y

wynika, ze i réwnowaznofé ¢ =y jest falszywa.

Wedlug tej tabelki réwnowaznoéé jest prawdziwa wtedy i tylke whedy,
gdy oba jej cziony maja te sama wartodé logiczng, jest zaé falszywa, gdy jej
czlony majg przeciwne wartodei logiczne. ‘

Przy pomocy powyzszych tabelek przeprowadszamy sprawdsanie zero-
jedynkowe wyrazeh rachunku zdar. Sprawdzanie to moéna stosowad w postaci
nieskréoonej i skréconej.

Slupecki | Borkowskl -
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Nieskrécong postad gprawdzania wyjadnimy na przykladzie wyraZenia
~(pAQ) > (~PV ~q) -

i i i : p i ¢ Zalézmy najprzéd,

' wyrazenin tym wyst¢pujd dwie réine zmienne: p ‘ ‘
E wartodci uLm:::;.ie.u:u::gr pﬂj’est 1, wartofcig zmiennej ¢ — 0. Aby to zaznaczyd,
pmh iszem l"emcza raz wyraZenie (a) podpisujgce pod htcrg p symbol 1 w kn?.dym
miesz}cu wyl]:tdrym ta zmienna wystepujo w wyrageniu (a); W analogiczny
gposéb 1'pn:n:lpizmjmny pod literg ¢ symbol 0:

10 1 0

Mo2emy teraz obliczyé wartosé wyraged pAg, ~p, ~4q. Zgod_me z tabel-
kami dla koniunkeji i negacji pierwsze dwa z tych wyrazef majg w rozwa-
fanym przypadku warto§é 0, wyrazenie trzecie ma ?rutofé_ L, Zm?.w przepi-
sujemy wyraZenie (a) podpisujge pod funktorami koniunkeji i negacji wartodci
wyraten zlozonych utworzonych przez te funktory:

~(pAgQ) >(~pV ~gq)
0 o 1

Obliczymy 2 kolei wartodé wyrazed ~(pAg) i ~pVv ~gq. Wartoéeig kazdego
% tych wyraZed jest 1, co notujemy piszge symbol 1 pod znakiem negacji, sto-
jacym na poczgtku wyragenia (a), i pod znakiem alternatywy:

~(pAg)=>(~pV ~g)
1 1

w prrypa.dku wige, gdy wartofciami zmiennych p i g 8g odpowiednio 1 i 0,
popr.tedn':.k ! nastepnik wyragenia (a) majg wartosé 1, zgodnie wige z tabelks
dla implikacji wartodcia wyragenia (a) w tym przypadku jest 1, co mozna
byloby zaznaczyé piszgoe ten symbol pod znakiem implikacji.

) Rozwazana ely.m:oaé sklada sie z kilku »Pigter“. W praktyce jednak wy-
pisujemy pod zmiennymi i stalymi sprawdzanego wyraenia symbole 1 i 0

()

~(PAQ) > (~pV ~g)
11001 01110

sprawdzania, przy ezym im wieksze i
s - i jest iloé¢ kresek, tym ssze
-Pilh'o_. na kidrym o&zymalulmy dang wartoéé. O tym, ’uy da;‘;yuklﬁd

wigkszq Hodeiq krosck. Ab decyduje wartoéé podkreélana naj-
. Y wyraZenie bydo i
bnwdmy wyraenie (a) w “ Spaln' mx;e. wnrt,osfgg tq musi byé 1.

ukladéw wartodei tych zmiennych. Podaj i dzenia wyrasenia
. ~ Jemy zapis i i
we wszystkich ezterech mozliwych przypagkadl:: e "

01111 01001
10011 10101
11001 01110
10001 10110

. Widzimy, ze rozwazane wyrazenie zawsze sie sprawdza. Wyrazenie to za-
liczymy wige do wyrazen prawdziwych. O ile badane wyrazenie nie sprawdza
si¢ dla jednego chociazby ukladu wartosci swych zmiennych, zaliczymy je
do wyraten falszywych. Tak np. wyrazenie (p ->q)-~(g-—>p) jest falszywe, nie
sprawdza si¢ bowiem, gdy zmienna P ma warto§é 0, zad zmienna ¢ wartosé 1:

(Pp—>q)~>(g->p)
0110100
Wyrazenia sprawdzajace si¢ dla kazdego ukladu wartodci swych zmiennych
8g prawdziwe tei w tym znaczeniu, 2e kazde zdanie, ktére z nich otrzymujemy
przez podstawienie za wszystkie zmienne dowolnych zdar, niezaleznie od tego,
% jakiej dziedziny wiedzy zdania te sa zaczerpnigte i jaka maja one tresé, jest
zdaniem prawdziwym. Wynika to stad, 2e kazde zdanie ma jedng z dwéch
wartodci logicznych (prawda lub falsz) oraz stad, ze wartodé logiczna negacji,
koniunkeji, alternatywy, implikacji i réwnowaznofci nie zalezy od trefci zdad
skladowych, a tylko od ich wartoéci logicznych.
Podamy nieskrécone sprawdzenie dwéch jeszcze wyrated. W pierwszym
wyst¢puje tylko zmienna p, w drugim wystepujg trzy zmienne: p, g, r.

PV ~p

1101

0110
(p—>q) »[(g>r)—>(p->r)]
121 1 131 1 xid
0111 1111011
1001 01111113
0101 0111011
7111 1001 100
0111 1001010
1001 010 0100
0101 010 1010
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i ioh wartoci logiczne, pod picrwazg
j zm! mian dwa
#e podpisujee Pod 0, pod druga na przemian dwa razy 1

nﬁmmr :; przamjaﬂ BYmtfom izit.a;ypw 11 cztery: razy O-It‘p. Latwo
{ dwa razy 0, pod trzecid mian e zostand wazystkie mozliwe uklady
spostrzec, te W ten tos, zo jefli W niach sprawdzanych
wartofci zmiennych. ZauwaZmy ! aden, to ilodé ukladéw wartoéci zmien-
gwieksza sig liczba réznych gmiennych ©J ’
nych podwaja sie. . najozedcie] W wypadku wytza.z-exi, .ktﬁm

Sprawdmnfa xlfréoonoji zﬂm wf':ady, 20 popr._-:ednik calej implikacji
maje postad lm;;;hmh I ey wowesas jo) na,?t@pmk moze byé falszywy,
Joxs pmwdz!] 1 W]nm’ P nustept nik calej implikacji jest falszywy, i badamy, czy
b e e mote byé prowdziwy. Jefli jest WykTicZOne, by poprzednik
iej poprzm o nastepnik falszywy, to cale wyrazenie — wedlug tabelki
byl s ‘? cogt prawdziwe. Jefli jednak taka mozliwodé dopuszezona
dli Seplihor' 008 ¥ cale wyratenie jest falszywe.
jest choé w jednym to

Przyklady sprawdzenia skréconego:
(1) (p »9) >(~gq~>~P)
1001 10001

Wyjaénienie: Zakiadamy, e nastepnik calej implikacji, tj. wyraZenie ~gq->~p,
ma warto§é 0. Wéwezas ,~g* musi mieé warto§é 1, za , ~p“ wartosé 0.
Wtedy ,p* ma wartoéé 1 a ,¢“ wartosé 0, a wige i poprzednik ,p —+¢“ ma war-
toéé 0. Wykluczony jest wige wypadek, by poprzednik calej implikacji mial
wartodé 1 a jej nastepnik wartoéé 0, a zatem caln implikacja jest prawdziwa.

(2) (p +q) (g ->p)
0110100

Zakladamy, e nastgpnik ma wartofé 0. Wéwezas ,¢“ ma wartoéé 1 a ,p“ ma

wartos¢ 0. Wtedy poprzednik “ - F
i 0. »P +¢* ma wartoéé 1. Cale wyrazenie ma Wwigc

(3)

~(pVQ)+~pA ~q

1000110110
PG ma et Prednik, 4. wyTatenie , ~(pvq)*, ma wartosé 1. Wtedy
i ,~g* maj wm;; Wiee »p" 1 ,q“ maje wartoé 0. Wéwczas jednak , ~p“
p;wdﬁwmqpomh"p:ﬁ“d:i Wyragenie , ~pA ~g* ma wartodé 1. Przy
“’“;h jest prawdziwe, WY jest wige i nastepnik, a zatem cale Wy-
m’?ﬁhﬂm mm:;; zerojedynkow

. 1 gchema

prawnofé. Regula rachunku zday i regut rachunkn zdad, badajec ich po-
dziwyeh nie prowadsi i ni

®] moéna sprawdzié nie tylko wyTra-

§ 4. Sprawdzanie zerojedynkowe. Funktory prawdsziwobeciowe 63

Przyklady skréconego sprawdzania schematéw regul rachunku zdasd:

L p->y

111
P
01

~%
01

Jefli wniosek, tj. ~¢, jest falszywy, to ¢» ma wartodé 1. Aby pierwsza prze-
slanka byla prawdziwa, y musi mieé wartoéé 1, ale wéwczas ~yp, a wiee druga
przeslanka, ma warto§é 0. Jest zatem wykluczone, by obie przeslanki byly
prawdziwe a wniosek falszywy, a wiec regula ta jest poprawna.

(2) ~PA ~y
10110

~(pVy)
1 000

Jefli przeslanka jest prawdziwa, to ¢ i y majg wartodé 0. Wéwezas $vy
ma warto§é 0, wniosek zaé, tj. ~(¢vy), ma wartofé 1. Jeéli zatem przeslanka
jest prawdziwa, to i wniosek jest prawdziwy, & wigc regula jest poprawna.

Funktory, ktérych tabelki zostaly oméwione, nie sa wszystkimi funkto-
rami prawdziwofciowymi. Np. funktoréw prawdziwofciowych jednoargu-
mentowych jest cztery, na co wskazuje nast¢pujgea tabelka:

¢ | 1 | |
1 0 1 0 1
0 ] 0 0 1
Spoéréd tych funktoréw interesujacy jest jednak tylko fanktor negacji.

Funktoréw prawdziwodciowych dwuargumentowych jeac_smnaﬂeie, gdyz
na tyle sposob6w mozZna wypelni¢ ostatnig kolumne tabelki:

o e rlae
coHHle

Podamy tu jeszeze tabelki dwdch dwuargumentowych funk?oniw p-lfawdli-
woéeiowych, mianowicie znaku dysjunkeji ,/“ 1 nn!a]r.u lgezne] negacjl .]. :
WyraZenie ,p/¢" czytamy: albo p, albo g; wyrasenie ,p | ¢ czytamy: anl p,



|
|
1

oot
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pAT" wyratenie ,p | ¢“ jest

nid g i
ani g. WyraZenie plg* jest negacjd mmﬁom przez tabelki:
negacja wyratenis »PVe ”’J"Fﬂn:“’w 5 ¢':"
1 0
; 1 (24 9
1] 0 1 0
0 0 1 1 -
r omo
Funktory te mozna teZ wprowadzié do systema rachunku z Przy p ey
ig i zezania:
pastepnjacych regul dolgczania 1 opus -,
P oy Slv
Py
oD .
~y
DL ~
s 2
Py
S iy Pi¥
~p Y

Znaki dysjunkeji i lgeznej negacji wyrbzniajg sig wiréd dwnargun_mntowyoh
funktoréw prawdziwofciowych tym, Ze przy pomocy kazdego z mch_ mo.znn
zdefiniowaé wszystkie pozostale funktory prawdziwodciowe *, Wyjaénimy
ostatni zwrot na przykladzie znaku dysjunkeji i znaku koniunkeji. Znak ko-
niunkeji daje sie zdefiniowaé przy pomocy znaku dysjunkeji— to tyle, co:
istnieje wyrazenie zapisane wylgeznie przy pomoey znaku dysjunkeji i zmien-
nych p i g, przybierajace dla kazdego ukladu wartofci zmiennych te same
wartoéei, ktére przybiera wyrasenie pAg dla tego ukladu.

Podajemy przykladowo definicje negacji, koniunkeji i alternatywy Pprzy
pomocy tyech znakéw:

~P 5 Plp
PAG 5 (Pl9)(pla)
PV 5 (p/p)(g/q)
~PEPIP
PAam (pip) (gl g
PVim(PlQi(plg

Definicie te motna

anlys sy w Mmm;pm Pomocy metody serojedynkowej, pree-

‘qumwmmthy"&

%e wyratenia wystepujece po obu stronseb
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definicji majg t¢ samg wartofé logiczna dla tych samve uklad wartofci
gmiennych. W ten sam sposéb sprawdzamy wagatkie dejiri.nt;cje mc::nku :.d:z

Do rachunku zdah wprowadzié mozemy tez funktory tréj-, cztero- i wiecej
argumenf;qwe._]?unktory te nie 83 jednak interesujgce ani ze wzgledéw formal-
nych, ani intuicyjnych. Zauwazmy tez, ze wszystkie funktory prawdziwofciowe
o ilodci argumentéw wickszej od 2, daja sie latwo zdefiniowaé Przy pomocy
funktoréw prawdziwobciowych jedno- i dwuargumentowych.

Jak zostalo to juz poprzednio zaznaczone, znaki ~, A, V, -», = sg funk-
torami prawdziwoSciowymi, a wige wartofé logiczna zdah utworzonych przy
pomocy tych funktoréw mie zaleZy od treéci zdanh skladowych. W przypadku
pierwszych trzech funktoréw nie budzi to intuicyjnych sprzeciwéw. Inaczej
jest jednak w przypadku znakéw implikacji i réwnowaznofci.

Wedhug podanej tabelki implikacja jest prawdziwa, jeéli poprzednik jest
falszywy. Tak samo jest ona prawdziwa, jeéli nastepnik jest prawdziwy. Praw-
dziwe 83 wi¢c nastepujace implikacje:

(a) Paryz jest stolicg Turcji — Krakéw lezy nad Odra
(b) Warszawa lezy nad morzem — Mars jest planeta

Przyklady tego rodzaju budzg jednak pewien sprzeciw natury intuicyjnej.
Zr6dlem tego sprzeciwu jest fakt, ze wyrazenie ,p —¢“ czytamy: jeéli p, to g,
gp6jnik zaé ,jeéli..., to..“ uzywany jest czesto w znaczeniach, przy ktérych
zdania powstajace z implikacji (a), (b) przez zastgpienie znaku - przez spéjnik
pjefli..., to...“ nie 83 prawdziwe. Migdzy innymi wyrézni¢ moZna nast¢pujace
znaczenia zwrotu ,jeéli p, to ¢“:

1) z tego, Ze p, wynika to, ze ¢ (lub: ze zdania p wynika zdanie g);
2) nie jest mozliwe, Ze (p 1 nie q);
3) nieprawda, Ze (p i nie q);
4) to, ze p, jest przyczyna tego, Ze g.

Jak widaé z tabelki dla implikacji, znakowi implikacji , " odpowmdn
trzecie z podanych powyzej znaczen spéjnika piedli..., to ...“. Przy tym znaczenia
jest oczywiste, e np. implikacja (a) jest prawdziwa, gdy% znaczy tyle, co zdanie:

Nieprawda, #e (Pary# jest stolicg Turcji i Krak6w nie lezy nad Odrg).

Koniunkcja bowiem zanegowana w powyZszym zdaniu jea? falszywa ze wegleda
na falszywoéé pierwszego jej czionu, a wige jej negacja jest prawdsiwa.

Trzeba jednak przyznaé, ze spéjnik pjeli..., to ... jest raczej rzadko uiywa-
ny w mowie potocznej w trzecim znaczeniu, & czedeiej w trzech pozostatych. Pray
tych zaé pozostalych znaczeniach nie jest prawds, e okres wn.runknwy o fal-
szywym poprzedniku lub prawdziwym nastepniku jeat p::awcoisiwy. )

Dwa pierwsze z podanych powyZej znaczen spojnika ,jedli..., to ..“ zostaly
spreeyzowane w logice. Mianowicie drugie z tych zostalo spreeyzeo-
wane w systemie tzw. implikacji geislej, zbudowanym Pprzes logika amery -
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56 odpowiedniki niektérych

pie obowiazujd » nich przez rzastapienie
sinoseci odpowiednik tezy:

) s, W gystemie = wstajace
e eaych w popraednimh PTeETY L, P
gnaku ,—% przez rnak implikaclt B

. jedniki tez:
jak tez odpowl p(p > g—+(p—9> .
adnié tabelke dla implikacyl.
e moina byloby uzas rzong Przy pomocy

ktéry tawi o s ikaci
= W odﬁtﬁlﬁn od impmji“‘mﬂe" lmrm imm; materialng.
fanktora pmw@ziwqﬁc:nwegt:h » ;; o o w metodologii na:uk de@ukcyényfch,
Pojecie wynikanid  B¥ i tego pojecia, W ktérej POSETIETS S pojesia
vy i ¢ Sl 8 P Lol posngniem s
pra . E
Iﬂj@ﬁ.’lem Bta}Ej lOgiCﬂl.lBJ- - gdat, symbOIe nau, ”iai, A "ﬂ“
Stalymi logicznymi 53 foukiory m " tyfikatory gznak Iidentycz-
sylogistyki Arystotelesa, WyTa® ,,].est . e : e przy formulo-
nofci ** itp. Stale logiczne sg terminami, ktére s3 uzywan
wanin twierdzedd z réinych dnednn wiedzy. N
Prawsa logiczne s to wzory majjce dwie v.vla-m'oﬁcl-
1) zsbudowane sg tylko ze statych logicznych 1 zmmu_mych, . ‘
2) sg prawdziwe ***, j. sprawdzajg si¢ dla wszystkich wartosei zmiennych.
Przykladami praw logicznych sg tezy rachunku zdan oraz znane zapewne
ezytelnikowi ze szkoly éredniej prawa: /
(a) Jedli zadne S nie jest P, to 2adne P nie jest §; symbolicznie: S e P—>Pe 8
(b) g‘eﬂ; kaides 8 jest P, to nieprawda, Ze pewne S nie jest F; symbolieznie:
aP -»>~(8oP)
Z licznymi prawami logicznymi zaznajomimy si¢ w nastepnym rozdziale.
Przy pomocy pojecia prawa logicznego okreélamy pojecie wynikania (lo-
gicznego) w nastepujacy sposéb ****: :
Ze zdm:? iZl wynika zdanie Z, wtedy i tylko wtedy, gdy implikacja o po-
Ze 2dats Z,, Z epniku Z, jest podstawieniem jakiegoé prawa logicznego.
. 213 Zyy weny _3-_ wynika zdanie Z wtedy i tylko wtedy, gdy impli-
kacja, ktérej poprzednikiem jest koniunkeja zdan ’ ;
kiem zdanie Z i“g m‘i] 3 o C)a zl, Z., ._,,Z. a nastepni-
Prlykiad}": jakiego§ prawa logieznego.
Ze zdsnis (1) ,Zaden wieloryb nie i
ryba nie jest wislorybem®, gdys i nie jest ryba“ wynika zdanie (2) pZadns
jest podstawieniem prawa m‘mﬂ‘“‘ml‘ 0 poprzedniku (1) i nastepniku (2)

-
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Ze zdania (3) ,,Kazdy kwadrat j i

g jest prostokatem* wynika zdanie (4
pfawda., Ze pewien kwadrat nie jest prostokatem*, gdyz implikacja om
pniku (3) i nastepniku !4} j.est podstawieniem prawa logicznego (b).
’ Ze zdan: (5) ,,Ji..‘.ﬂl dzi§ jest piatek, to jutro jest sobota“, (8) ,Jeéli jutro
je'st, sobota, .to pojutrze jest miedziela“ wynika zdanie (7) ,Jefli dzié jest
pl:;t,_ek, tt? pojutrze jest niedziela“. Implikacja bowiem, ktérej poprzednik jest
koniunkcja zdan (5) i (6), a nastepnik zdaniem (7), jest podstawieniem prawa
logicznego

T1, (P =>q)A(g—>T1)—>(p »>7)

Na gruncie podanego powyzej okreflenia nie jest prawdsy, Ze ze zdania
f&lszywego. wynika dowolne zdanie lub Ze zdanie prawdziwe wynika z dowol-
nego zdania. Nie jest wiec poprawne czytanie wyrazenia ,p->¢“ jako wyrs-
Zenia ,z p wynika ¢“.

Pojecie wynikania (logicznego) jest waznym pojeciem metodologii nauk,
ktérym poslugujemy sie przeprowadzajac klasyfikacje wnioskowand i doko-
nujge podzialu nauk. Wnioskowanie dedukcyjne okrefla si¢ mianowicie jako
takie wnioskowanie, w ktérym wniosek wynika (logicznie) z przestanek. Wazyst-
kie schematy poprawnego wnioskowania podane w tym podreczniku 83 wlaénie
gschematami wnioskowania dedukcyjnego. Nauki, w ktérych stosuje sig
wylacznie dedukcyjne metody wnioskowania, nazywa sig nankami deduk-
cyjnymi.

Zdajac sobie sprawe z istnienia innych znaczen spéjnika ,jedli..., to* warto
jednak zwrécié uwage, ze tabelka dla implikacji zostala wyprowadzona na
podstawie regul pierwotnych podanych w § 2 oraz pewnej reguly wtérnej ze
wizgledu na te reguly. Spofréd zaé regul pierwotnych reguly dolgczania nowyeh
wierszy do dowodu sg calkowicie intuicyjne (obowiazujg one tez w systemie
gcislej implikacji). Reguly zaé tworzenia dowod6éw nie wydajg si¢ budzié¢ sil-
niejszych sprzeciwéw intuicyjnych, stosowane s one tez powszechnie w do-
wodach matematycznych.

Odré#nienia analogiczme do tych, ktére podaliSmy dls imphbkaeji, moina
przeprowadzié¢ dla réwnowaznoéei. Réwnowasnoéé jest koniunkejy dwéeh
implikacji, prostej i odwrotnej. Jesli te implikacje s implikacjami material-
nymi, méwimy o réwnowaznosci materialnej, jedli sa one implikacjami Scislymai,
méwimy o réwnowaznodei Scislej. Jesli dwa zdania wzajemnie ze siebie wymni-
kajg, méwimy, 2¢ 5§ one logieznie réwnowazne.

Funkcjami prawdziwodeiowymi, tj. wyraZeniami utworzenymi prey po-
moey funktoréw prawdziwodeiowych, zajmowano si¢ w starosytnoSel (steicy
i megarejezycy) oraz w dredniowieczu (giéwnie w XITI-XV w.).

Stoiey zwracali uwage na to, Ze negacje zdania tworzy si¢ prees umiessose-
mmmmmmmm,imm
zdania. Nie znajdujemy jednak u nich praw ocdpowiadajgeych tabelee dia
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. iowiecznych, np. u Buri-
negacji. Prawa takie moZna znaleé u logikow gredniowiecznych,
dana (XIV w.). - danie zlozone mtworzone przy pomocy
junkeje okreglali stoicy jako ; i tylko wted
ﬂ-:u%cges;ierdzﬂiﬁ Koniunkcjo jost P“"d”.wn;-a?;zdi{voﬁcf koniun.kcs.';;
;’;1? ba :11 czlony sg prawdziwe. Takie same warunki p
oba j wdziwe. |
formulowali logicy ﬁredm“ Grlmw y przez stoikow przede Wﬂzyﬂthn;adh
Termin pdysjunkcja anzai&cej' Sg tez jednak pewne teksty ws zu-
sl ey >3 : - u dla oznaczania dysjunkeji

" O;i‘gIII wﬁ%o tego terminu gléwnie dla oznaczania alternatywy

: i icy stoickiego rozu-
piewykluczajacej, cl?od j_aszcm- 1w x?;:; .w'h)y l:mz::;iz? zey dla prawdziwoéfci
mienia takiego zdania. Piotr o ‘{ c.z!onﬁ';r byl prawdziwy, ze jest dopu-
alternatywy potrzeba, by jeden = " o i ze dla falszywosci jej potrzeba
e c‘;}ﬂ: ng byzlz Pr?;l:::.l:;;n gwolennikiem rozumienia ,dys-

ci obu jej now. Zdecy :
mf : jako sltarnatywy niewykluczajacej jest Burleigh (XIV l“-‘;’ ktdry
zwraca uwage na to, e zdanie takie wyniks z kazdego ze swych czlon :’r stad
zaé wynika, 2o jedli oba czlony sg prawdziwe, to cala alternatywa jest praw-
dm‘;:;jwieksm gpory w starozytnoéci i w fredniowieczu, podobnie zresztg jak
i w dobie wspélezesnej, zwigzane byly z interpretacja okresu warunkowego.
Filon Megarejezyk (ok. 300 przed Chr.) pierwszy okreslil okres wa.runk(?wy
jako zdanie, ktére jest falszywe tylko wtedy, gdy poprzednik jest prawdziwy
a nastepnik falszywy, i ktore jest prawdziwe w pozostalych trzech przypadkach.
Okreéleniem tym zapoczqtkowal spory na temat rozumienia implikacji, ktére
doprowadzily do sformulowania, w szkole megarejsko-stoickiej, jeszcze trzech
innych okreflei. Wéréd nich pojawia si¢ antyczna postaé Acislej implikacji
w nastgpujacym okreélenin: okres warunkowy jest prawdziwy, gdy negacja
jego nastepnika jest niezgodna z jego poprzednikiem. Spory na ten temat
mmc:fé bardzo zywe, skoro Kallimach, bibliotekarz w Aleksandrii w IT w.
., Uwieeznil je w epi i 1 :
m?’““ s mﬁa.l pigramacie ,Kraczq juz kruki na dachach, ktére
i Bpognn; ten t:ﬂ“;‘:;‘ﬂ? Jeszeze silniej w XTIV i XV w. i doprowadzily
m'!'yeh systemdéw mﬂgmmauﬁaﬂ o W&mn]l?wego oraz do zbudowania
S ene) ooy Taehunku adad, w ssesegéinobei systemu odpowiada aCeEO,
506 — wapdleseanomy systemoni Lonon o, implikaoji materialnej, & drugiej
owl imphikacji Seislej.
Twéreq wspélezesnego rachunkn

zdan
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tez zwroécil uwage na to, ze Fi i i

kacji materia,lné? Pelrc;‘ofllg:nhii:zgmzﬁi;?i p; e{r::; zl'y s e bl
pomocy znaku dysjunkeji lub tez znaku mcfnej n:g:c;i. t::gi:akg' :a.pm
pozostale funktory prawdziwoSciowe. Wynik ten jednak nie znata; bm
wany. W T ‘1921 Sheffer zwrécil uwage na definiowalnoéé innych !gg‘]:tohr?
prawdziwoSciowych przy pomoey znaku dysjunkcji. On tez wprowadzil -
bol ‘%{'“, zZwany dlatego nieraz znakiem Sheffera. i pied

YV napisanym przez B. Russella i A. N. Whiteheada, doni iej

logiki, dziele Principia M athematica, ktérego pierwszy t«::om m;ed:?oﬁ
1910, wyst¢puje niewladciwy gposéb ezytania wyrazenia p—+¢“ jako
»Zz p wynika g¢*. Taka interpretacja prowadzila do pa.radukaalnyc],:: konsekwen-
cji, ja,.k np. do tej, ze dla dwu dowolnych zdad bgds pierwsze wynika
z drug:ego, badZ drugie wynika z pierwszego. Dla implikacji materialnej waine
jest bowiem prawo: (p -»¢) V(g —p), ktére czytelnik moze z latwodcig sprawdzid
metody zerojedynkows. Jako reakecja przeciw tej interpretacji powstaje system
implikacji écislej Lewisa (1918), w ktérym autor wprowadza funktor mozli-
wosci ,O“ (wyrazenie ,,Op“ czytamy: ,jest mozliwe, ze p“) i definiuje znak
implikacji dcistej ,~<“ w nastepujgcy sposéb:

P<g= ~O(pA~gq)"*.

Wyrazenie ,,p<¢*“ czyta tez Lewis: ,z p wynika ¢g“. A wiec? z p wynika ¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy nie jest mozliwe, ze (p 1 nie g).

Pé#fniej jednak zwrécono uwage na to, Ze pojecie wynikania naleiy do
pojeé metasystemowych i ze daje sie ono okredli¢ bez modyfikowania rachunkn
zdan.

Pierwsze w historii logiki préby okreflenia wynikania logicznego pochodzg
od logikéw XITI-XV w., ktérzy méwig 0 ,konsekwencji formalnej“ (odréz-
niajac ja od konsekwencji materialnej, odpowiadajacej dzisiejszej implikacji
materialnej). Pojecie to okreflaja oni przy pomocy pojecia formy zdania
badZ konsekwencji (czyli wnioskowania).

Wedlug np. okreflenia Buridana do formy logiczne) zdn.ma. (ezy kom-
gsekwencji) nalesg tzw. wyrazy synkategorematyczne, ktére dzi§ nazywamy
gtalymi logicznymi, oraz liczba i uporzgdkowanie wyrazow. W “fyﬂ tego ohmﬁ&-
nia — jak podaje Buridan — np. zdania »Czlowiek jest cnlovrlehem“ i wOtowiek
jest oslem“ majg réing forme (ze wzgledu na liczbg t-erml_nd.w). Bém Iormg
majq réwniez zdania ,Kazdy czlowiek jest istota .tygch,“ i pistote Zyjace jest
kazdy ozlowiek“ (ze wigledu na uporzgdkowanie wyrazow). Bﬁwmet kgn-
sekwencje ,Kazde B jest 4, a wiec pewne B sg A“ oraz ,Kasde B jest 4, a wiee

wne A B“ majq rézng forme. ’
we Te o]cr::lenm formy logieznej s bardzo zblidone do oh'eﬂuamsdnmm
ktére moina by sformulowad W nastepujecy sposob: forma logiczna zdania

* W systemie Lewisa symbol .-‘jmu.ﬁmiﬂtjrﬁmoﬁ.
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- s cigg zdai) jest to wyra-
= . 4 ego Jako pamen . ,

oy et iokomanie rerumiene 1, T i (7 1 - aones
tenie (czy ciag ertanie statych poza.logiﬂzn‘.?ch przez % o t, przy
ciggu t:;da.ﬁ) o ::tgujmy orzez te same zmienne, rozne za stale prrez
czym te same

O Sraiss . iako taka, zZe kazda
i Saksoniczyk ]

Formalng konsekwencje okrefla Albert Aoy
kons:kwencja o tej samej forméile ;]est nzn&il‘::mgrmv;c;:nﬁ;‘:“‘;g 5 Dfma
wadzi do falszu). Podobne okreslenie 2
E?‘Zk;':;;'a''lnnier:w:uz«ej polowie XIX w. B. Bolzano podal definicje wynikania zbli-

Sonk b Slokatsis} definicji Tarskiego (z T- 1935). Definicja Tarskiego

jest réwnowasma z definicja Ajdukiewicm,. ieﬂ:‘ik c;n;t;f;l 3g6mlk1njejs:::: :;:eﬁ:;

i i klasy zdad. Jest ona jedn ; '
zmndmc?azzlz:z:c:g:egéwig o wynikaniu danego zdania z nieskonczonej klasy
gdan.

Cwiczenia

1. Sprawdzié metode zerojedynkowsq nastgpujace wyratenis rachunku zdaf:

a) (p>gQA~p—+~g

b) ~(pAg)+>~pA ~g

¢) ~pVv ~g->~(pVg)

d) (pag—-r)>pArlg—>r)

e) [p—>g)—>pl—p

f) (lp=9)=ql—>g

g) (p—+gar)=>(pvr—q)

h) [(p=g=rl=g=(p=7))]
2. Zdefiniowad:

a) znaki alternatywy, implikacji i dysjunkecji przy pomocy znaku koniunkeji i negaoji;
b) znaki koniunkeji, implikacji i dysjunkeji przy pomocy znaku alternatywy i negacji;
¢) znaki koniuukeji, alternatywy i dysjunkeji przy pomocy znakn implikacji i negaeji;
d) znak implikacji przy pomooy znaku dysjunkeii;

e) znek implikacji przy pomocy znaku lgeznej negacii.

3. Zbadat przy pomocy metody zerojedynkowej, kiére z praw obowigzujgcych dla alternatywy
niewykluczajace] sq waine dla alternatywy wykluczajacej.

4. 8) Wykazaé, te przy pomocy implikacji nie mo#na zdefiniowaé negeoji;

- ‘;’mwﬁ; %o przy pomocy negecji i réwnowaénoci nie mo#na zdefiniowad implikacii.
v Yy przry pomocy znakéw alternatywy, koniunkeii i ~  aCvornd
katdy = pozostalych funktorébw prawdziwobcio ’ ji i negacji mosna zdefini

Wekazbwka: zwricié uwage na to, #e na :
: ’ podstawie tabelki n- fanktora
prawdziwobeiowego mozna dia wyrasenia utworzon n-argumentowego IUnEY

§ 5. NIESPRZECZNOSGE
= » PELNOSE 1 zuprey
OS¢ zAy, WEGC
BYSTEMU RACHUNKU ZDAR L

A Y wyrazeniami falszy-
prawdziwymi. Powstaje o y,t:;iz:'atkje ?:y udowodnione w § 3 ga WyraZeniami
' , » czy katda teza dajaca si -
pomocy regullz&lozemowago systemu rach = J}:;—‘-: 1€ a:dO_WGdnlé przy
wym. OdpowiedZ na to pytanie podaje enlem prawdzi-

Tw. 1. Kazda teza zaloZeniowego ;
prawdziwymn. g0 systemu rachunku zdaf jest wyrazeniem

Dowéd tego twierdzenia i : :
tezy. s nia jest dowodem indukeyjnym ze wzgledu na rzad

Zal6zmy, ze wyrazenie:

8 P> {t,b.—b...—-s-(qyw_x ~>bn) ...}
Jest tezg rzedu 1-go. Przyjmijmy, jako zalozenie dowodu nie wprost, ze wyra-
zenie (I) nie jest prawdziwe. Dla pewnego wiec ukladn wartofci swych zmien-
nych wyrazenie (I) przyjmuje wartoé 0, co zachodzi wéwezas, gdy dla tego
ukh_mdu wartodci zmiennych wyrazenia ¢,, ..., ¢,_, maja wartodé 1, zad wyra-
Zenie ¢, ma wartoéé 0. Wyrazenie ~¢p, ma wiec dla tego ukladu wartodci
zmiennych warto$é 1. Z zalozenia, ze (I) jest teza rzedu 1-go wynika, ze istnieje
zalozeniowy dow6d nie wprost wyrazenia (I), w ktorym z zalozed ¢,, ..., ¢,_,,
~¢a Wyprowadzone sa wedlug regul RO, DK, OK, DA, OA, DE i OE dwa
wyrazenia sprzeczne. Jednakze wymienione reguly pierwotne od wyrazen
majacych dla danego ukladu wartofci zmiennych wartoéé 1 prowadezq do wy-
razell majgcych dla tego ukladu wartoci zmiennych takze wartoéé 1. Skoro
zad wszystkie zalozenia dowodu, tj. wyrazZenia ¢, ..., Pp—y; ~Pa, maja dla
pewnego ukladu wartodei zmiennych wartosé 1, to i wszystkie wyrasenia uzy-
gkane z nich przy pomocy tych regul majg wartoéé 1 dla tego ukiadu wm'toém
zmiennych. Jest to jednak sprzeczne z tym, Ze W dowodzie tezy (I) wystepujs
dwa wyrazenia sprzeczne. Jeéli bowiem jedno z nich ma wartoéé 1 dla danego
ukladu wartofei zmiennych, to drugie ma dia tego ukladu wa.rt-oéé. 0 Zalosze-
nie wiec, ze (I) nie jest prawdziwe, prowadzi do gprzecznodei. A wige kazda
teza rzedu 1l-go jest prawdziwa. - o
Pr:;?mijmgy —]- jako zalozenie indukcjlrjne — 30 _ka.!ds teza rzedu -
szego od n jest prawdziwa. Niech wyrazenie (I) bedzie tezq rn‘dn n-go. Istnieje
wige zalogeniowy dowdd nie wprost, w ktérym dwa WYTRASRIA SHIECOERS Wy-
prowadzone sa 2z zalogern dowodu ¢y, .« Pu-1s """“i"l i tez rzgdu mm
od n. Jefli przyjmiemy, jako zalogenie dowodu nie wprost, #e wyradenie (I)
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ecznoéci, podobnie jak w poprzedniej
my do wniosku, Ze Z zalozen

nie jest prawdziwe, 10 dojdziemy do SPrz deiasia ' :
ukladu wartoéci zmiennych

i j j i trony,
czeéci dowodu. Z jedne) bowiem 8 E
domowodu 5 g ¢'—léd~¢' Pa'aalz:tcgj:l;ddl: It}:;;:cgch zawsze wartoé 1, daja sie
w &6 1 i z tez rzedu mnie) ’ o el O ks 1 i
wyprowadzié wedlug nasz ch regul tylko wyraZenla | j

r:Ihd 6w:rtoﬁc§ zmieny;lych. 7 drugiej za$ strony, ]edno.z dwé6ch wyrazenh
h tym dowodzie, musialoby mieé wartos¢ 0 dla

Zecz tepujacych W . y
g;‘o uklg;?l’ ::;:tl::i ]:E;ennych. A wiec z pra.wdmwo:?cl tw. 1 dla tez rze¢du
mniejszego od n wynika prawdziwosé tego twierdzenia dla tez rzedu n-go,
co konczy indukeyjny dowéd tw. 1. _

System nazywamy niesprzecznym wtedy 1
tez nie wystgpuja dwa wyraZenia Sprzeczne.

Tw. 2. ZaloZeniowy system rachunku zdan jest niesprzeczny.

Skoro bowiem kazda teza tego systemu jest — W my§l tw. 1 — prawdziwa,
to zadne dwa wyrazenia sprzeczne nie mogy byé zarazem jego tezami, bo jesli
jedno z mnich jest prawdziwe, to drugie jest falszywe. )

Powstaje teraz pytanie, czy przy pomocy regul zaloZeniowego systemu
rachunku zdaf daje sig udowodnié kazde wyraZenie prawdziwe tego rachunku.
OdpowiedZ na to pytanie podaje

Tw. 3. Kazde wyraZenie prawdziwe rachunku zdan jest tezg systemu
zalozeniowego.

Podamy tu dowéd tego twierdzenia korzystajac z tzw. koniunkcyjnych
postaci normalnych.

Wyrazenia ¢ i  rachunku zdaf nazywamy réwnowaznymi wtedy 1 tylko
wtedy, gdy wyrazenie ¢ =y jest teza rachunku zdanh. Tak okreflona réwno-
wainoéé jest przechodnia, gdyz wedlug T13 jesli ¢, = ¢y i [P = ¢a, 10
¢, = ¢s. Stad zaé wynika, ze jeSli w ciagu wyrazen ¢,, Py, ..., Pn kazde
wyrazenie jest réwnowazne z wyrageniem bezpofrednio po nim nastgpujacym,
to ¢, jest rOwnowazne z ¢y,

) Alternatywa elementarng nazywamy zmienns, jej negacje oraz (dwu- lub
melocﬁ?nowgl. alternatywe zbudowang ze zmiennych lub negacji zmiennych.

Kom?.nkcy]_nq postacia normalng danego wyrazZenia rachunku zdan jest
wyratenie z nim réwnowazne bedace badé alternatyws elementarna, badé
wn;:m (dwu- l;:h wieloczlonowa) al_ternat;yw elementarnych. Na podstawie

podanych w § 3 — korzystajac stale z reguly ekstensjonalnofei —
sprowadzamy dowolne wyrazenie rachunku zdad do koniunkeyjnej postaei
normalnej, prreksztelcajac je w kolejnych krokach na razenia rOéwno-
wagne. Przy katdym 2z tych krokéw skreélam b inej
megachi (T#b) kaddg parzysta ilosé y na Ifodntra.wie prawa podwé;n:a]
Na podetawie tez T14 iz{l‘ag k:m‘iw Domeel naawpuieeyeh B0 S0 5
iy przeksztalcamy dane wyrazenie na wyrazenie
yia6enie przy pomocy zmiennyeh oraz znakéw koniunkeji, alter-

tylko wtedy, gdy wérdéd jego

6. Ni
esprzecznofs, pelnoss j zupelnoés zaloeniowego syste
mn rachunka zdas 63

Stad, na mocy T5b, otrz

ich negacji Przy pomoc
' a0z Y znakoéw koni
teraéz ‘léndukcy]me, ze dla dowolne o
posta¢ normalna. Jegli wyrazeni ie i
o€ e takie jest zmienng lub je; j
:; mgjl_ukieslfznla 1 na podstawie Tila [zwfotnogg rl;b lej negacja, bo_
¥4 koniunkeyjng Postacla_. normalng. Zalézmy, ze wWyTaZ w?mwa.zp i s
;:m:ii;;uo koniunkcyjnymi postaciami normalny;m' miel:in‘; fﬁ 5t “] !:-dpo-
= r.:‘ée:jﬁmzsﬁ «p/\_w oraz tf)V.\P istniejg ich koniunkcyjne poat:;:iawzo ma.lnya.’
_2:\ " ¢ Aw: Jest oczywibcie réwnowazne wyTraZenin ¢Ayp Niec]:
;Bt',&l}:‘;r th;, za8 pX =y A Ay, gdzie kazde z wyrazen ¢,, ..., ¢n -~
j natywq elementarny. Wyrazenie PEAPK jest kon.iu’n.kc"q ;;i’k;.l“
nowsg alterlfxat?rw elementarnych, a wiec koniunkecyjng postacjiq wyra:e ia
¢ Ayp. Wyrazenie K vyX jest réwnowazne wyraZzeniu ¢ vy. Na podstawie uo;':l;

nionego prawa T40, wyrazenie PR vyK, czyli wyrazeni
daje sig¢ przeksztalcié na wyrazenie: P nie GuA...AdaVyiA...Avs,

(PLVR)A (DL VA . A (D ViR) A
A PsVP)A(Pa V) A AlPaVirr) A

............................

A(Pa VP ) A (Pa V) Ao Alpn Vi)

Kazdy z czlon6w tej koniunkeji jest — jako alternatywa alternatyw elemen-
ta:rnyc?.\ — alternatywg elementarng, a wi¢e cale wyrazenie jest koniunkeyjng
postacig normalng wyraZenia ¢ vy.

‘ W ten sposéb kazde wyraZenie rachunku zdanh daje si¢ sprowadzié do ko-
niunkecyjnej postaci normalnej.

Dla koniunkcyjnych postaci normalnych mozna podaé bardzo proste struk-
turalne kryterium ich prawdziwoéci. A mianowicie: Koniunkeyjna postad
normalna jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdej alternatywie
bedacej czlonem tej koniunkeji przynajmniej jedna zmienna wystepuje ras
ze znakiem negacji, a raz bez znaku negacji.

Jeéli bowiem ten warunek jest spelniony, to kazda alternatywsa bedgea
ezlonem tej koniunkeji jest prawdziwa, a wige i cala koniunkecja jest prawdziwa.
Jeéli zaé ten warunek nie jest spelniony, a wiec w pewnej alternatywie Zadna
zmienna nie wystepuje raz ze znakiem negacji, a raz bez znake negacji, to
alternatywa ta ma wartoéé 0, gdy przyporzgdkujemy zmiennym nie ZANEZOWA-~
nym warto§é 0, zmiennym negowanym zaf warto&é 1, a wige ich negacjom
wartoéé 0. Wtedy zaé ocala koniunkcja ma tez wartoéé 0, & wige nie jest praw-
dziwa. Na podstawie prawa wylaozonego érodka (T23), reguly dolgerania
alternatywy oraz praw lqeznodei i przemiennofei dla alternatywy (T35 i T37),
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e mo#na udowodnié kazda

pozwalajacych rzestawianie czloné6w gn-.ernstywy A s 0O ki

m;,J mmp m' egwjmniej j do?ziczania koniunkcji
& W j PrEY: ji. Przy pomocy zaé reg-uly e ssp—

. b:ndmw': odowodnié kazdg prawdilWa koni
moins na tej | -
Zaléimy, Ze dane wyratenie @ rachunku zda.ﬁ‘jeat prawdziwe. RO
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prawdziwym. Stad i z P

E“;chwmy pelnym wtedy i tylko wtedy, gdy kazde wyTraZenie

prawdziwe zanotowane W jezyku tego systemu jest jego tezy. Tw. 3 mozZna
wiee sformulowaé w nastepujacy sposob:
Tw. 3a. Zalozeniowy system rachunku zdan jest systemem pelnym.

Przedstawiony tutaj dowéd pelnoéci rachunku zdan poda_je zarazem pewng
metode upm::za];ia v;rra.imi tego rachunku. Dla spra.wdzenm da.ne'go wyra..te-
pia rachunku zdafi wystarczy sprowadzi¢ je do koninnkcyjnej postaci normalnej
i stwierdzié, czy jest ona wyraZeniem prawdziwym. ‘

Opréez koniunkeyjnej postaci normalnej znana jest réwniez a.l'terna.tywna
wm.mmmmianomﬂn&wmzemml_mnku
zdafi jest réwnowaine z nim wyraZenie bedgce zmienns lab jej negacja Iu.’b
koniunkeja (dwn- lub wieloczlonows) zmiennych lub ich negacji, lnb wreszcie
alternatyws (dwu- lub wieloczlonows) takich koniunkcji. Sprowadzajgc dane
wyrazenie do alternatywnej postaci normalnej korzystamy z tych samych
tez i regul co przy sprowadzaniu do koniunkeyjnej postaci normalnej, z t4
réinica, Ze w ostatnim etapie korzystamy inaczej z praw rozdzielnoéei, tak,
by otrzymaé alternatywe koniunkeyj.

Od peinoéei systemu nalefy odr6zniaé jego zupelnoéé. System jest zupeiny
wiedy i tylko wtedy, gdy kazde wyraZenie zdaniowe zanotowane w jezyku
tego systemn badf jest tezq systemu, badé z wyragenia tego i tez systemu mozna

T'.mesymmmdmnknmm.mmmm.

Dow.Mﬂy,ﬁewmﬁaniat#mohnnanniaiuﬁmsyﬁemuzﬂo-
W.Mizw.smhw¢mmedﬂwa.Dh
m;ﬁzﬂh&uwaﬂoﬁamyuhwmhqﬁmwmmnp.ﬂdy
-‘: 15 ey P THAJG Wartohd 1, zmienne zaé g, ..., g: majq wartosé 0. Re-

W systemie i prowadzi od tez tez. Ni
#* bedsie wyrabeniom nsyskanym z wyrasenia ¢ : do tez. Niech

. 00
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nP ""‘p“ za zmienne Piry evey Pny, WyTaZenia zad ~ « =
Wyrazenie ¢* bedzie mialo dla kazdego uklm;n WP '-"jzsi za zmienne gq,, ..., gx.

. ) c zmiennych wartofé

a zatem jego negacja, ~¢*, bedzie wyrazeniem pra.wdziwym.rw myfl tw 05

~¢* bedzie teza. A wige z wyrazenia ¢ i tez systemu wediug regul pm'a-‘

dzacych od tez do tez mozina wyprowadzi¢ dwa wyrazenia sprzeczne: &*

g _ ep x"
Mzoz-na tez zl:};)wodnié, ze uklad regul pierwotnych rachunku zdad podany

w § 2 jest nie Zny, tzn., ze zadna z tych nie jest wtérna

na pozostale reguly. i : Bliaaaa
Przyklad sprowadzania wyrazed do koniunkcyjnej postaci normalnej:

[(p =q)—»pl=>(pvy) =

[(p—=>g)A(g—=p)—>pl >(pvg =
~[~((~pva)a(~gvp))vplvipve) =
[~~((~pVv@)A(~gvp))A ~pIVipVE) =
[((~pva)r(~gvpIA ~plvipvg) =

= (~pVvgvpVQA(~gVvpVpVoA(~pVvpVg) =

= (~pVgVPIA(~qVPVY) 8

([

W ostatnim kroku skorzystaliSmy z tez: pvp =9p, pADP = p oraz praw
przemiennofci alternatywy i koniunkcji.

Cwiczenia
1. Sprowadzié do koniunkeyjnej postaci normalnej wyragenia:

a) [p—=+9) >gl+9
b) [(p=gq)—>pl—>P
e) [p—=q)—»r]-+>(g-—>r)
d) [p—=+g)—=r]>(~p->r)
e)* [(p—+g) »r]—+[(r=p)+(s>p)]]
2. Udowodnié, #e kasde wyratenie rachunkn zdad jest réwnowaine alternatywne] postac
normalnej. A
3. Implikacja elementarns mazwiemy rmienns, jej negacje oraz kaide wyralenie o postac:
&, + {$s > [ = (Pu—y > Pu).-.]}, W ktérym kaide = wyradeds @,,..,@» jest zmicony lob
negacjq zmiennej. Udowodnié, 26 kaide wyrafenie rachunku zdad jest réwnowadne imphi-
kacji elementarnej lub koniunkeji implikacji elementarnych.
4. Sformulowaé strukturalne kryterium prawdziwoéci implikacji elementarnych.

§ 6. AKSJOMATYCZNE UJECIE RACHUNEKU ZDAN

Rachunek zdahA moge byé zbudowany réwnied motodq aksjomatycrna.
Budujec system dedukeyjny metodq aksjomatyczng Wybieramy pewnq, swykie
nhduh,ﬂoﬁmmmjuma&owwﬂmymmm&ﬂ.

Slupeck]l | Borkowskl
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y iepiamy réwniez pierwotne reguly
Zdania te sa aksjomataml gystemu. VWymienia y o nowych twierdzer.

= : otrzymyw :
dowodsain (wnjoskowa.mal. P;iwm&lﬂ-]m I%:Prowgdza-ne przy pomocy pierwot-

Terminy WTBtQP‘ﬂJﬁGﬁ w aksjo H . s pierwot-nYmi systemu. Inne
. m - >

nych regul dowodzen ™ bl;:z:::hm' vane przy pomocy terminéw P“”“";“Ych

terminy E{ys:stem: m ﬂfo zdefiniowanych. Definicje m?gq.byé Wprowa z:én?

l'u'b terminéw ?’deego) zastepowania wyrazen nie zawierajacych terminu zde

jako reguly (wzajemn termin. Moga one byé tez wpro-

: wierajace ten 4 £ 3
ﬁmmomwnze?:kgrmmmwyﬁ?;:e;u, n:aiiwe okre§long budowe, najez¢fcie] Po-

. ) 1 definio-
i réwnoéci, przyjmowane na podstawie regu
staé rownowatnofol s * T . definicje motna dolgezyé do systemu *.
wania, ustalajacych, jakiego rodzaj ) o 3 desinics
Reglﬂm, i pierwotnymi systemu sa pierwotne reguly dowodzenia i definicje
wprowadzane jako reguly zastepowania. Tezami systemu 83 aksjomaty (1 ewen-
tualnie definicje traktowane jako wyTaZenia systemu) oraz wszystkie wyra-
tenia dajace si¢ z mich wyprowadzié w skoriczonej iloéci krokéw przy pomocy
regul pierwotnych systemu. Dowodami twierdzen systemu 83 akmficzone ciggi
wyrasen, ktérych ostatnim wyrazem jest twierdzenie dowodzone 1 W ktérych
kazdy wyraz ciggu rézny od aksjomatu lub definicji jest nzyskany z wczefniej-
gzych wyrazéw ciggu przy pomocy jakiej§ reguly pierwotnej systemu.
Wiekszo&é znanych systeméw aksjomatycznych stanowig systemy oparte
na innych systemach aksjomatycznych, w tym sensie, Ze korzysta si¢ w mich
z tez lub pr jmniej regul systemu stanowigcego podstawe danego systemu.
Zynas
W szezegblnoSci aksjomatyczne systemy matematyczne sg oparte na (mniej
lub bardziej bogatych) systemach logicznych. W systemach matematycznych
prz‘yjAmuje gie .zwyk.le jako reguly dowodzenia wszystkie reguly logiczne systemu
logiki stanowigcego podstawe danego systemu matematycznego. Natomiast
w systemach lt.)glcznyt.:h wyl?.tn.ie wym.im:_lia sig mozliwie najmniejszg ilodé
regul dowodzenia przyjetych jako reguly pierwotne. Aksjomatyczny rachunek
zdaf budowany jest jako system nie oparty na Zadnym innym systemie.
Dwa systemy sa réwnowasne wtedy i tylko wtedy, gdy kazda teza jednego
s J:;ﬁ m?ldmsleso systemu i kazda regula jednego systemu jest reguly
Ist.nieje_ wiele rt?wnowatnych systeméw rachunku zdan o réznych aksjoma-
tach, terminach pierwotnych i regulach pierwotnych. Wéréd systemé
mamy, z jednej stro yoh. réd systeméw tych
’mlozen.i;w ny, nyatel.ny,l w lrt.ﬁryt?h wa§yat.k:le terminy pierwotne sy-
systemy, w kmqﬁommpum jako terminy pierwotne, z drugiej zaé strony,
S, ’ re z tych terminéw nalezg do terminéw zdefiniowa-

o ——

Proykiadem systemu pierwszego rodzaju jest system oparty na aksjomatach:
L (p-~+g)+[(g->7) —+(p —r)]
2. p+(g»p)

.

h—_
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3 [2 =(p —>q)] >(p —>q)

4. po>~r~p

B, ~iadpesg

6. (p—>q)—>(~g—>~p)

7. pAg—>p

8. pAg—>q

9. (2->q) ~»[(p->r)>(®—>grr)]
10. p->pvg
11. g-»pvg
12. (p->r)=>[(g»>r)>(pvg->7r)]
13. (p = q)—~(p—q)
14. (p = q) (g »p)
16. (p—q)—~>[(g—p) >(p = gq)]

Zamiast aksjomatéw 1 i 3 wystarczy przyjaé teze:

[p (g —»n)]~=>[(p—>g)>(p->r))
zamiast zad aksjomatéw 4, 6, 6 wystarczy przyjaé teze:

(~p —>~q) >(g—>p)

Regulami pierwotnymi tego systemu sg reguly podstawiania i odrywania.

Spoéréd aksjomatycznych systeméw rachunku zdan o mniejsze] ilodci
terminéw pierwotnych znane sg — zaleznie od doboru terminéw pierwotnych —
systemy implikacyjno-negacyjne, alternatywno-negacyjne, koniunkeyjno-nega-
cyjne, system dysjunkcyjny i system, w ktérym terminem pierwotnym jest
znak lacznej negacji. Najprostsze i najdoskonalsze systemy tego rodzaju zo-
staly zbudowane przez Imkasiewicza. Oméwimy tu jeden z najbardziej zna-.
nych systeméw Lukasiewicza *.

Terminami pierwotnymi tego systemu sg znaki implikacji i negacji. Terminy
te sq niezalezne, tzn. ze Zaden z nich nie moze by¢ zdefiniowany przy pomocy
drugiego. Rozporzgdzajac jednak obu terminami mozna zdefiniowaé wezystkie
funktory prawdziwofciowe. Podamy tu tylko definicje znakéw: alternatywy,
koniunkeji i réwnowazZno#dei:

Di. VY 5 ~P—>y
D2. PAy 7 ~(~pV ~y)
D3. p=y35 (P>vir(p—>9)

S8ymbol , x“, zwany znakiem réwnoéci definicyjnej, nie jest funktorem ra-
chunku zdas, lecz symbolem metalogicznym. Definicje w ujeciu Lukasiewicza

* Szczegblowo ombwiony jest ten system w ksigioe: J. Lukasiewioz Elementy iogiks mate-
malyecenej. Wyd. 11, 1968,

5‘
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temu, lecz czefciami tZW. reguly zastgpowania definicyj-
?

toj reguly ma postaé:
=Y

pie s ted tezami 8¥8
nego. Ogélny schemat

X
2(@llv) .
i é do systemu wyra-
Reguls zastepowania definicyjne pozwala wige dolaczy< SII
i :28 owsta.iad;s do:v?;e?otﬁzy x przez zastapienié pewnoj ]ie-:m‘;z@ﬁg
?.en.lm k r'azppraw& strona dowolnej detinicji— :]e_] lew3a Btrqn&. eg a,é
1denwti:‘:c:xi1:]r6mi sie od reguly ekstensjonalnosci, nie Poda.my wige p_rzyfklald w
f::ia rastosowah. Zauwazymy tylko, ze regula pozwa.tamf‘a za' zﬁgﬂ;i?:ﬁmeweJ
efinicji jej trone jest w systemie ZLuka g-u_la
strony d cji przez jej prawg SUI : oo e
. p = p i wtérng w tym systemie regule j
sl g iy gyt o b jako regula pierwotna, regula
nalnoéci). Dlatego tez nie jest tu potrmna, ]
wzajemnego zastepowania czlonéw fieﬁmc]t. _
Aksjomatami systemu Lukasiewicza 83 wyTazZenia:

Al (p »q) >[(g—>r) >(p 7))
A3, (~p-—>p)—>p
A3, P —>(~p—>q)

W systemie zalozeniowym, ktéry zostal przedstawiony w poprzednich para-
grafach, aksjomaty te wyst¢gpowaly jako tezy; byly to tezy Tla, T1b6a i T9.

W eystemie Lukasiewicza regulami pierwotnymi sa — précz reguly defini-
eyjnego zastepowania — reguly podstawiania i odrywania.

Jako przyklad dowodu w systemie ELukasiewicza podamy dowdd tezy:

(a) P->p
io;eimwiajqc W Al na miejsce zmiennej ¢ wyraenie ~p-»g, otrzymujemy

@ >(~p +@)]>{{( ~p ->q) >r] >(p >7)}
Stosujgc do tej tezy i A3 regule odrywania otrzymujemy:
[(~p —>q) >7]>(p 1)
W tezie tej podstawiamy za zmienne g 1 r zmienng p:
[(~p —=p) >p]>(p —>p)
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. %% stos.un.ku. do danego systemu aksjomatycznego powstajg — podobnie
jak w Odn_lem?‘mu do systemu zalozeniowego — pytania metodologiczne, doty-
¢zace m. In. jego miesprzecznosci, pelnosei, zupelosci i niezaleznofci.
_ Najwazniejsza z tych wlasnodci jest niesprzecznoéé systemu. Jak to widzie-
lifmy w § 3 z dwéch zda.ﬂ. sprzecznych mozna przy pomocy regul DA i OA
:wy;.)rowadzxé dmt_rolne zdanie. Jefli wige w systemie obowigzuja te reguly lub
jesli system zawiera teze¢ p »(~p->q) i regule RO lub tez teze pA ~p-=g
i regu_ly DK, RO,. to wtedy, jesli dwa wyrazenia sprzeczne g3 tezami systemu,
to kazde wyrazenie zdaniowe zanotowane w terminach tego systemu jest jego
tezg. System sprzeczny jest wige pozbawiony wezelkiej wartofci poznaweczej.
Zmane 83 dwie metody dowod6éw niesprzecznofei: 1) metoda interpretacji,
2) metoda cechy (wlasnofci) dziedzicznej. Pojecie interpretacji zostanie pézniej
oméwione (por. cz. II, rozdz. I, § 3). Zauwazymy tu tylko, ze metody inter-
pretacji mozna wykazaé niesprzecznoéé pewnego systemu aksjomatycznego
korzystajagc — jako z przeslanki — z twierdzenia o niesprzecznofci innego
gystemu, mianowicie tego systemu, w ktérym dany system interpretujemy.
Metoda interpretacji jest szczegélnym rodzajem metody cechy dziedzicznej.
Teoretyczng podstawyg dowodbéw mniesprzecznodci metoda wlasnodci dzie-
dzicznej jest twierdzenie wynikajace z definicji pojecia tezy systemu. Wilasnoéé
nazywamy dziedziczng ze wzgledu na dang regule dowodzenia wtedy i tylko
wtedy, gdy ilekro¢ przeslanki maja te wlasno§é, to i wniosek uzyskany z nich
wedlug tej reguly ma te wlasnoséé. Niesprzecznodei danego systemu aksjoma-
tycznego dowodzimy metods cechy dziedzicznej wykazujge, e istnieje wlasnosé,
ktéra przystuguje wszystkim aksjomatom i dziedziczy si¢ wedlug kazdej z regul
pierwotnych systemu, a nie przystuguje zarazem dwom wyrazeniom sprzecznym.
Jefli bowiem wszystkie aksjomaty majg pewng wiasnoéé i wlasnodé ta dme:
dziezy siep wedlug kazdej z regul pierwotnych systemu, to wlasnoéé ta przenosi
si¢ z aksjomatéw na wszystkie wyrazenia uzyskane z nich w skoriczonej ﬂnﬁfu
krokéw wedlug regul pierwotnych systemu, a wigo_wtasno.éé ta przya&n_ guje
kazdej tezie systemu. Wynika stad, ze jeéli jakie§ wyraZenie nie posiada tn_aJ
wlasnoéci, to nie jest tezg systemu. Skoro za§ wlasnodé taka nie przgahguje
garagem dwom wyraZeniom sprzecznym, to dwa wyra.ten.i& sprzeczne nie mogse
byé zarazem tesami tego systemu, a wigc system ten ]eat: niespraecsny.
Metodg tq dowodzimy niesprzecznofci podanych 'tuta_] E}ksjomatyom_y&
system6éw rachunku zdai wskazujge, se kaidy aksjomat jest wyrafemiem
prawdziwym i ze wlasnoéé ta dziedzdiuzy sig Wﬁ“@oﬂrm;m e
i i rzysluguje zarazem dwom wyrazenl I N
wang:;d::. :;ea]l:sfgmgfyn Jaygtamu sq prawdziwe, i Ze wha_noié ta deziedsiozy %
wedlug regul pierwotnyeh tych systeméw, wynika réwniez, de kasda ieh tesa

jest wyrazeniem prawdziwym. _ _ )
Mo#na tez udowodnié, se oba uklady aksjomatéw sq niesalegne. Méwimy,

2e dany aksjomat jest niezaledny od po?oatﬂyeh mlomﬁw systemu whaay
i t‘rylkoywtady, gdy nie daje si¢ udowodnié na podstawie pozoatalych aksjoma-
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-
: __ méwiae krétko — gdy mie

té6w wedlug reg-nl pierw . omatéw systemu. Uklad zaé aksjomatéw
jest konsekwenc]a pozos:;.lgdc; iaﬁizo wiedy, gdy kazdy 2z tych aksjomatéw

?:st muﬂe;;z od pg:;stalych, czyli — moéwiae inaczej — gdy zaden z aksjo

; . Metoda cech
N 2 pozostalych aksjomatéw systemu y
m:?téw_ nie ;eﬂsoizt;l;ﬂan:]: P 5 aksjomat jest niezalezny od pozgstatyc.h
L natow systemu wykazujge, e istniejo wlasnosé, ktéra przystuguje pozo-
mta.tymlo oksjomatom systemu i dziedziczy sie wedlug regul pierwotnych systemu,
: - wi. Wtedy bowiem wlasnodéé ta przysha-

i sluguje danemu aksjomato ;

aksjomat nie posiada tej wlasnodci, wynika, Ze nie jest ichi konpeicwenc]dy; Gl

iest od nich niezalezny. o .

“ l;;:za.leznoéé systemu aksjomatycznego jest oczywifcie podadana jogo
wlasnoéciy, nie tak jednak zasadniczg, jak jego n_;esprzecgnosé. Nm_kleé-ly problem
ezaleinofei jest bardzo trudny i dopiero po wielu wysilkach daje sie udowod-
nié niezaleznoé pewnych aksjomatyeznych systeméw matematycznych.

Oprécz niezaleznofei ukladu aksjomatéw méwimy réwniez o niezaleznoéci
nklad6w terminéw pierwotnych systemu. Uklad terminéw pierwotnych systemu
jest niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z nich nie daje si¢ zdefiniowad
przy pomocy pozostalych terminéw pierwotnych systemu. Jak zauwazyliSmy
powyzej, terminy pierwotne systemu ZXukasiewicza 83 niezalezne. Natomiast
uklad terminéw pierwotnych pierwszego z podanych tutaj aksjomatycznych
systeméw rachunku zdan nie jest niezalezny.

Mozna réwniez udowodnié, ze oba podane tutaj systemy aksjomatyczne
rachunku zdad sg pelne i zupelne *. Warunki pelnofci i zupelmodci spelniaja
tylko n}ehema, i to raczej ubozsze, systemy dedukcyjne. Zwykle tez dowody
pelnoéci czy tez zupelnodci systemu nalezg do trudniejszych i bardziej skompli-
kowanych dowodéw metodologicznych dotyczgeych systeméw dedukeyjnych.

Bﬁwnowa:moﬁé dwu systeméw dedukeyjnych wykazujemy zwykle dowodzge,
::i kazdy aksjomat émﬁ& systemu jest aksjomatem lub tezg drugiego systemu,

katda regula pierwo j i i

o Jednego systemu jest regulg pierwotng lub wtérng

W ten mﬁb mozna tez wykazaé réwnowasnofé zalozeniowego systemu

1.m’lrwlum.ku z kudym.z poda.nyoh tutaj aksjomatyeznych systeméw tego
unku. Iatyo s;rrawdgné, ze aksjomaty tych systeméw sg tezami systemu
!ﬂhumovm ego 1 Ze mh. ragn.l'y pierwotne sy wafne w systemie zalofeniowym.
p- jomaty ELukasiewicza wystepuja w systemie zalozeniowym jako tezy
Tla, T15a, T9. Regula odrywania jest jedng z regul pierwotnych systemu
owego. Hegula podstewiania jest w nim reguly witérng, co zostalo
® W § 3. Tezy T20a, T34 i T14 sq odpowiednikami definicji D1—DS3

pelnodei | rupelnobei systemu Lukasiswi
p Lukasiowiosa (stz, 70.77). imieazogony jest w oytowanej na
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systemu ZLukasiewicza. Na podstawie tych i i i
elfstenajonaluoﬁci, podanej przy koficu §Y3, m%:ngu:z;zl;agofmmm)' Y ::foﬂy
niowym ka,id_q, tezg, ktérg otrzymujemy w systemie Luka.niev:iycza na mb-
wie D1~T~D3 1 reguly definicyjnego zastepowania. Regula zaé zwyklego dowod
wprost jest re:gulq. wtérng systemu zalozeniowego (por. § 2, str 17) :

W dowodzie twierdzenia odwrotnego, w szczeg6lnodci w ’dnw-c;dz;ie. kazuo-
jacym, Ze regula tworzenia zalozeniowego dowodu nie wprost jest reg-nl;ztérnq
w systemie aksjomatycznym, istotng role odgrywa tzw. twierdzenie o dedukeiji
dla rachunku zdan. 4

Zanim przystagpimy do sformulowania i dowodn tego twierdzenia, zauwa-
zymy, ze kazdy z podanych tutaj systeméw aksjomatycznych jest réwmno-
wazny systemowi, w ktérym jedyng pierwotng reguly dowodzenia jest regula
odrywania, a w ktérym aksjomatami sg wszystkie podstawienia aksjomatéw
danego systemu. Np. réwnowaznym z systemem ZXukasiewicza jest system
oparty na regule odrywania jako jedynej pierwotnej regule dowodzenia, w kt6-
rym aksjomatami 83 wszystkie wyrazenia majgce jedng z nastgpujacych trzech
postaci:

(¢ —=>y) >y >x) (¢ >2)]
(~¢ >p) >
P—>(~¢—>y)

Dla rachunku zdani, w ktérym regula odrywania jest jedyns pierwotng
regnla dowodzenia, okreélimy pojecie dowodu danego wyrazenia na podstawie
okre§lonych przeslanek i pojecie konsekwencji.

Def. I. Ciag wyraZefi w, ...,y jest dowodem wyrazenia ¢, na podstawie
wyraZen (przesitanek) ¢y, ..., Pa—1 wtedy i tylko wtedy, gdy yi: = $= Oraz
dla kazdego 1 < i <1 badZ y¢ jest aksjomatem, badZ y jest jednym
z wyraZeh ¢, ..., Pa_1, badZ istniejg takie k,j<4, te yr= (ps—>Wi)-

Dowodem danego wyraZenia na podstawie okreélonego zbioru prneshno.k jest

wiec skoriczony ciag wyraZen, ktérego ostatnim wyrazem jm!t. wyr&hme do-

wodzone i w ktérym kazdy wyraz bads jest aksjomatem, ‘de_ﬁ jest jedng z prze-
slanek, badZ jest nzyskany z wezefniejszych wyrazéw ciggu Pprzy pomoey
reguly odrywania. '

Def. IT. ¢, ..oy Pual—Pn = istnieje dowéd wyraZenia ¢ Do podstawie wyra-
gefi by, vy P

Wyrazenie ,P1, -y Pa—al $n' moZna odezytaé w nastepujacy sposéb:
Wyrasenie ¢ jest konsekwencjg wyrazefi ¢, -y Paii
Wyrazenie ¢n jest wyprowadzalne z wyrage @, ...y Par-

Tezq jest ie bedgce konsekwenocjq aksjomatéw, a wige wyTraSenie,
dla ktérego istnieje dowéd (na podstawie aksjomatéw).
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7 tych definicji wynikaj

Wo. 1. Jedli |-¢-—>y, 10 PHv- -
Jesli bowiem oiqg Y1 ey Wi j&ﬂt- dowdem tezy ¢"‘"V1 to claf Yiy +++» Vi ¢,,

jest dowodem wyTazenia y na podstawie wyraZenid P

Wo. 2. JeSli ¢y ey Pul-¥ 1 P2 1O Py ey Pul— 2 I
i i — zalo

Dow. Zalézmy, 28 @iy - Pal-v 1 ¥HZ Nlaf'.h n‘: ?dimwia i

i Def. II — ¢iag Y1y 2 ¥I bedzie dowodem P e Tdstavis

gefi Py, -y Pn, iag 228 ¥, x,,...,;;..—-duwodem wyraZenia % s

wyrazenia p. Wtedy, W my#$l Def. I, CIQE Wiy ooy Pir X1y ooy Xm jes

wyratenia y na podstawie wyrazed @, very Pae

Wo. 3. JeSli ¢y ey Pul—(v—>2) 1 Pyyeeny Pul-v, tO D1y veey Put—X-

Dow. Niech — w my§l zalozenia i Def. II — cigg Py w1 Py V1r -2 ¥
bedzie dowodem implikacji y-—>z D8 podstawie wyrazed ¢y ...) Pny zaf ciag
Pry ve-y Pry L1y -ooy Xm — doWodem wyTaienia y na podstawie wyraZel ¢i, -.-s Pn-
Wtedy, w mysl Def. I, ciag:

Pry ooy Py Vay voey Phy Ly oeey Imy X

jest dowodem wyraZenia y na podstawie wyraZefi ¢y, ..., Pn.
Rozpatrujemy obecnie systemy rachunku zdafi, w ktérych regula odry-
unisjeatjadmpiuwotnamguhdowodunisiwkbﬁrychteumis&wm

fenia:

(a) - @>(p—>9)
(b) [¢=>(p—=+2)]=>[(¢—>y) >(Pp—>2)]
(c) ¢ >

(teza (c) daje sie wyprowadzié z tez (a) i (b) przy pomocy reguly odrywania).
Dlta system6éw rachunku zdath spelniajgeych ten warunek waZne jest na-
stgpujace twierdzenie 0 dedukeji:

Tw- 1. Jw-i “, wew g h}_%’ m h' e gy ﬁ—.l_ (h*h)l
Twwrdzema to glosi, 2e jefli ¢, jest konsekwencijq wyraseh ¢, ..., Pnr, H0
;?;Mia m-ﬁﬁ jest konsekwencja wyrasefi ¢,, ..., Ppy. Dia =2 tw. 1
Tebli ¢}y, to | (b ~>ba)
& - - - - - - - -
Btwierdza one, 2e jedli ¢, jest konsekwencjq wyrasenia ¢,, to implikacja ¢, >

tw. 1.
1 28 Py ooy Pal-Pu. Istnieje wige cigg wyrased
v‘, -u',l
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spelniajgey warunki podane w Def. I i bedacy dowodem wyrafenia
stawie wyrazef @, ..., Pa. Wykazemy, ze ci $» na pod

(1X) Pa— Y1y veey P >

po odpowiedn.lm. im uzupeinieniu jego wyrazéw, jest dowodem implikacji ¢g—y —Pu
na pm.:lstawm wyrazeft ¢y, ..., Pn—y. Na podstawie zaloZenia p; = ¢a, a Wwige
ostatnim wyrazem ciggu (II) jest implikacja ¢s— =¢Ps. Niech liczba naturalna s
gpelnia warunek: 1 < i <I. W my#l zalozenia i Def. I zachodzi jeden z naste-
pujacych przypadkéw:

1°) v¢ jest aksjomatem
2°) v¢ jest jednym z wyraZed ¢, ..., Pua
3') iBtnie]'& takie k,j < ‘, Ze yp = (v, --PP‘)

W przypadku 1° na podstawie tezy (a) i reguly RO wyraZenie ¢u—r >ps jest
tezg.

W przypadku 2° badi a) yi— $n badi p) w¢ jest jednym =z wyTagef
Py ooy Pn—a- PrZY pierwszej z tych ewentualnodci wyraienie ¢u—; >y jest tezg
na podstawie tezy (c). Przy drugiej zaé na podstawie tery (a) wyradenie y¢-—>
>(Pny —>yi) jest teza, a wigc — w mysl Wo. 1 — wyraZenie ¢u— —>ys jest
konsekwencjg wyrazef ¢y, ..., Pa—- ‘ -

W przypadku 3° wyrazenia ¢ ->(9s>¥), Paa9s 52 wezefniejszymmi
od ¢a—y >V wyrazami ciggu (II). Z nich zaé na podstawie tezy (b) umk'uje.mr
przy pomocy RO wyraZenie ¢n— —>Yi- A wiec w ciggu (II) kas'dy wyraz jest
badZ tezgy, badi konsekwencja wyraZen ¢, ...; Pa-ss bad# ;?st. uzyskany
z wezeéniejszych wyrazéw ciggu Pprzy pomocy reguly odrywania.

Oiag (II) uzupelniamy poprzedzajac kazdy jego wyraz bedacy teza dowodem
tej tezy (na podstawie aksjomatéw), kazde zad wyragenie deQOO konsekwencja
wyrazenh ¢,y ey Pr— poprzedzamy dowodem tego wymmmn na podnhm
wyragefh @y, ooy Pa—a- Tak uzupelniony ciag (II') jest flowodam Wp
Pa- —¢p DB podatamo W}'!Bﬁﬂﬁ D1y o2 Pu—s, gdyz kazdy )ego '3_ T&Z nﬂ£
aksjomatem, badZ jest jednym Z @1y eey Poay qui ]_e“i
z wozeéniejszych wyrazéw ciggu Przy pomocy RO, ostataim zaf jego wyTazem
jest “?l&m‘.e -1"’#- o
: Zeauwazmy, r:jeﬂi n—=210W Pw 92° mamy tylko ewentualnodd a),
a wtedy ot IT') jest dowodem tezy ¢1—Pa- ) - )

Z t-z'v :E—-f prle?n wielokrotne jego zastoSOWaIIe — otrzymujemy:

Tw. 9. Jofli By, Py ey Poi-Pms 10 =1
W obu systemach a.kgjomatyunyoh rachunkua

grafie tezq jest wyradenie:
(@) (~p>9) >~ >~P) >¢]

»{Ps +[... >(Pn —>u) e
zdadi podanych W Hym para-
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daf wazne jest tw. 1 i 8ys
gtemu nastepujace:

¢},¢ia “'!‘pﬁ"’l!ﬁ‘%f_ ~y, to

tem ten zawiera

Jedli dla systemu rachunku Z
t.eze(d),towatnejeltdlathOlJ’

Tw. 3. Jedli &1, Pay s ¢||-;;"‘"¢-I-W i
= by > (P > Lore > (Pua > Pu) -1}
} {zal.}

Dow. (1) g «ey ¢-u"""$:l':"
(2) 1y ey Py ™ =y 4
3) oo el (~n > g
(4)  ¢pyy s ¢u-|l-("'-"¢-""“"w by 4 ;
) dur s Prab-[(~pn>p)>a]  (Wo- 15 Vo, 25 (d); 3)
(8) pys -ves Pl Po {Wn. 3; 5; 4}
L (gL >(Gparpe) D {TW 25 6)

Pojecie konsekwencji, okre§lone w Def. I, moZna rozszerzy ¢ wprowadzajae
oprécz reguly RO réwniez reguly DK, OK, DA, OA, DE, OE jako reguly pozwa-
lajace na otrzymywanie dalszych wierszy dowodu na podstawie wierszy wcze-
éniejszych. Przy tak okreflonym poje¢ciu konsekwencji dowdd tw. 1 nie rézni
sie zasadniczo od dowodu podanego powyZej, Wymaga tylko rozpatrzenia
wiekszej iloéci przypadkéw i powolania sie na odpowiednie tezy systemu aksjo-
matycznego, w ktérych wystepuja znaki: koniunkeji, alternatywy, réwnowaz-
nqici. Tw. 1 sformulowane dla tak rozszerzonego pojecia konsekwencji odpo-
wiada regule dolaczania implikacji w systemie zaloZzeniowym. Tw. 2 odpowiada
wéwezas regule tworzenia zalozeniowego dowodu wprost, zaé tw. 3 — regule
tworzenia zalozeniowego dowodu nie wprost. Reguly DK, OK, DA, OA, DE, OB
okazujq si¢ wéwczas — jako reguly dolgczania nowych wierszy w dowodzie
zaloteniowym — regulami wtérnymi w systemie aksjomatycznym. Docho-
dzimy w ten sposéb do wniosku, %e reguly pierwotne systemu zaloZeniowego
84 regulami (wtérnymi) obowiszujacymi w systemie & -

: : BY aksjomatyeznym. Po
niewaZ zaé z drugiej strony aksjomaty systemu aksjomatycszmego sg tezami
systemu zaloZeniowego, a reguly pierwotne systemu aks
lami obowigzujecymi w systemie zal ystemu aksjomatycznego sq regu-

ofeniowym, wige oba systemy sq ré6wno-

E

i i"""g ::;::lnhakniomﬁtrﬁmy rachunku zdah zostal zbudowany przes
eqmm- I oto Sy ?" historii logiki zdas ELukesiewicz tak pisse
o ﬂolm ”mdu. spotykamy si¢ naraz ze zjawiskiem, kt6re w historii logiki
sobie faktu tego mmynei.enu 2adnego podrednictwa, tak e niepodobns
zdafi w postaci niemal zupeinie Wé' wyskakuje wepélezesna logiks
Wmmmgm“m’*“?%mb‘m'
wielka, ale z¢ wagledu na swe ;ﬁm r?;wmku 508 Wrame vy n:l;

naohgebildote Formelsp 1 awWe pt. Begriffechrift, eine
"ld-lhvhmtrm':lm aohe dos reinen Denkens. Wﬂ;ospi'awil
fomaic juko system Jeat po Taz plerwssy w beidle aks 0znéj
H‘W}n"“. jom
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_ System Fregego, w ktérym terminami
I negacjl, opiera gi¢ na szeéci i

wania. Aksjomatami sg poda'l:?‘,’m;"““?““. e cgutach podstawiania i odry-
Tba, teza [p— zy: T10, T6 w postaci implikacji, T3

’ [P >(g+7)]+[(p >q) >(p »r)], zwana sylogi » 25y
prawo komutacji (T3) w postaci implikaciji. T gizmem Fregego, oraz
Lukasiewicz, daje si : ). Ta ostatnia teza, jak to wykazal

icz, daje sig udowodnié przy pomocy pozostalych aksjomatéw
twor$q, JF:;ue.z:‘mletnjr uklad aksjomatéw rachunku zdan. ! G

v rincipia Mathematica Whiteheada i R
jest na znakach alternatywy i negacji jako temur:cejl;;h imr:vhnt:eth’zdaﬁ oparty
do wyniku Bheffera, polegajacego na zdefini o oS et S WA

y : niowaniu pozostatych fonktoréw
prawdziwofciowych przy pomocy znaku dysjunkeji, Nicod zbudowal system
dysjm::kc]f'jnego rachunku zdaf oparty na jednym tylko aksjomacie. System
fukasiewicza, ktéry zostal omdéwiony w tym paragrafie, a ktéry pochodz
z roku 1924, jest jednym z wielu aksjomatycznych systeméw rachunku zdad
zbudowanych przez tego autora. Wéréd nich s3 tez systemy implikacyjno-
negacyjnego rachunku zdan oparte na jednym tylko aksjomacie.

Jak widzimy, aksjomatyczne systemy rachunku zdand powstaly wczeéniej
niz systemy zalozeniowe, ktére — jak to wepomnieliémy na poczatku § 2 —
powstaly dopiero w latach trzydziestych obecnego stulecia. Fakt ten mozma
wytlumaczyé tym, ze aksjomatyczna metoda budowy systeméw byla z dawna
znana i stosowana w logice i matematyce. Pierwszym w dziejach mysli ludzkiej
systemem aksjomatycznym jest, jak to wykazal Lukasiewicz, sylogistyka
Arystotelesa, nastepnym — geometria Buklidesa. W czasach nam wspdl-
czesnych wszystkie nauki matematyczne, na odpowiednim szczeblu rozwoju,
budowane 8§ w postaci systeméw aksjomatycznych (choé przy tym poshugujg
sie matematycy, w sposéb intuicyjny, zalozeniows metodg dowod6éw). ‘Po-
nadto struktura metodologiczna systemu aksjomatycznego jest zasadmiczo
prostsza od struktury metodologicznej Byzﬁﬁm:;s mﬁ;”“g?‘” "hc'h ‘;:"‘5 ==Jal
to iuz poprzednio zauwazyliimy — metody dowodOw zaloZeniowy Znacrnie
prtfstfsml: 1:»& metody dowodéw, ktére stosuje si¢ W systemach budowanych

wylqcznie metodg aksjomatyczng.
Rachunek zdafi, przedstawiony W

i aksjomatyczng, nazywa si¢ klasyezn : iow.
Sdm&.] Smn.ii!aw iaaén.iewski (zmarty w roku 1939), najwybitniejsey obok Luka-

siewioza logik polski, wprown.dzi? do rachunku zdn.ﬂ zmienne reprezentajgde
funktory prawdziwoéciowe, budujgc system ogblniejszy, zWany prlal:t pmlb-
tetykq. System ten mo#na oprzeé na jednym aksjomacie, ktory odpo

wiednikiem zasad dwuwartodciowodei (por. wysej str. 46). _
Opréz;n k]aayesiago rachunku zdad zbudowano w dol:»e wﬁm.m
nieklasyczne systemy rachunku zdai. Wiéréd nieh m;nzhebuﬂﬁojmm :ﬁ =
1) Bystemy modalnwk:wryeh wz:&q;:g: e b %
udmi, takie np.: nieesne, rm moi#h konen
wlpﬂmn'mlﬂ::;; zje:hym z najbardsie) snanyoh systeméw bego rodzaja,



} Ea) 3 sod Wmuﬁjﬂﬁd@wamr@m
loriki wied sosciowe. Zbudowanie logik wielowartosciowych malery do

- wadmieisryeh odkryé logiczmych XX w. Logike trfjwartosciows bado-
ﬂwmwm,mnmm wiclowarto-
N ; mrdopodohmﬁstﬁ Niezaleinie

Eystemy
s Dastepnie metody aksjomaiycIng.
3) System intuicjonistyermego rschunku zdan sbudowany metods

Rosdzal IN
RACHUNEK KWANTYFIKATOROW

§ 1. SYMBOLE 1 WYRAZENTA WEZSZEGO BACETNEDU EW BOW
ANTYFIEATO

Bachunek kwantyliikatordw, rwany te: czesto rachunkiem fonkeyjnym
tnbnchnnkmpmdyhtﬂw,hmhqunn&nhdﬂ,wty-
sensie, o wszysthie symbole tego rachunkn wisczamy do symboli rachunke
tvant\'tw, : -,umdnnmp—m—mmh-
ng’!]m?lﬂ;i,hmﬁ{mmnimim
-.iulo.wum. s w rachunkn kwantyfikatoréw, nie wycserpujsc jednak
wazystkich jego regul

W rachunku kwantyfikatoréw opréez symboli rachunku zdad wystepujy
nastepujsce symbaole:

1) Zmienne nazwowe (indywidualne):

T . ¥,5, 5, %5, -

2) Zmienne reprezeatujsece funktory =damiotwércse © argumea-
tach mazwowych, tj. wyradenis, kidre wras x pewng flodeiy nasw twoTEly
wyradenia sdaniowe. Funktery fe nos=j parwe predykatéw. Predvialy
argumentow vyl Sa BP.-

wyma:z Swiee” w sdanim Julahee Swieesi®,
wyrasenie .jest hesbe parsysta” W sdunin

o .4 jest Heshq parsFsiq”



78 II. Rachunek kwantyfikatoré®w

Predykatami dwna.rgum?ntowmi 8y Mp-:
gymbol ,>“ w zdaniu
”5 > 3“
« w zdaniu ,16 jest wielokrotnogciy 5“,
Jan jest ojcem Piotra®.

(2)
wyraZenie j,jest wielokrotnoscia™
wyraZenie pjest ojcem* w zdaniu ,,p

i 1 i 83 np.: )

R tti?ﬁﬁoT“ z:r zdanin ,Tarnéw lezy miedzy Krako-
wyrazenie ves 1 40

wem i Przemyélem", o )

wyraZenie ,jest wspolnym dzielnikiem... 1

(3) ,4 jest wspélnym dzielnikiem 12 i 20

...% w zdaniu

"A,B,0,A4,,B,, C, -

Jako zmiennych reprezentnjq.cych predykaty dwuargumentowe 1 wielo-
argumentowe bedziemy uzywaé liter:

P,Q,R, 8, Py, Q, By By -

przy czym kontekst wskazuje, ilu-argumentowe predykaty reprezentuje dana

gmienna.

3) Stale: [], Y. Stale te nazywamy kwantyfikatorami, a mianowicie
symbol [] nazywamy kwantyfikatorem ogélnym, symbol za§ 3 — kwanty-
fikatorem szczeg6lowym. Symbol ,[]* czytamy: ,dla kazdego“; symbol , 3'“
czytamy: ,dla pewnego“ lub tez ,istnieje takie...“.

Wymienione symbole wyczerpuja, wraz z symbolami rachunku zdan, zbiér
symboli tej czedei rachunkun kwantyfikatoréw, ktéra nazywa sie wezszym
rachunkiem kwantyfikatoréw lub tez rachunkiem kwantyfikatoré6w pierwszego
rzedu. W §§ 1-3 tego rozdziatu bedziemy zajmowaé sie weZszym rachunkiem
kEwantyfikatoréw.

Podajemy indt}keﬁna definicje wyrazenia zdaniowego we2szego ra-

chunku kwantyfikatoréw:

la) zmienne zdaniowe 8§ wyrazeniami zdaniowymi we#szego rachunku kwanty-
fikatorow;

Ib) wyrazenia zbudowane ze ‘zmiennej reprezentujgcej n-argumentowe predy-
katy i nastepujacego po nie) ciagu n zmiennych nazwowych (n = 1), ujetego
W nawiasy, 8§ wyrazeniami zdaniowymi wezszego rachunku kwantyfika-

Wyradenia takie nazywamy atomowymi lub molekularnymi. Wyrageniami

ymi sq wiec np.: A(m),d[g),B(m),R(m“ adlu
_ ey @n). W przyp
d:;m::mantowyeh piszemy ,oRy“ zamiast nE(2, ¥)*, @Y
N ¥

§ 1. Symbole i WyTaZenia Wetazego rachunky kwantyfikatoréw

2a) Jesli ¢ i y 83 wyrazeniami zgan; i
AMOWYmi wezszego rachunky tyfika-

toréw, to ~(4), (¢)A(y), DIVI), (@) >(v), (¢)=( ik
zdar;mwy:m tego rachunky; ’ = (¥) 83 wyraZeniami
2b) Jeshi ¢ jest wyrazeniem zdanio
a zaf jest zmienng nazwowg,

tego rachunku.

3) Do zbioru wyrazen zdaniowych w ntyfika
: €Zszego rachunku kwa ikat
102:;_, 't.}:lkﬂ takie wyrazenia, ktére 83 zmiennymi zdaniowymi 1:1:6:}1&—“
zer'lmmz molekularnymi, lub tez 83 WyraZeniami utworzonymi z tych
fmzjtr:;'ostszych Wyrazen przez jedno- lub wielokrotne stosowanie regul 2a)
l L]

W myél warunkéw la) i 2a) kazde Wyrazenie rachunku
niem zdaniowym rachunku kwantyfikatorow.
Wyrazenia zbudowane wedlig warunku 2b
1) kwantyfikatora ,,[]“ Iub , 3«
2) zmiennej nazwowej wystepujacej pod kwantyfikatorem,
3) wyrazenia zdaniowego ¢ umieszczonego w nawiasach, zwanego zasiegiem
kwantyfikatora, poprzedzajacego to wyrazenie.
Jefli ¢ jest wyrazeniem molekularnym, to nawiagy pomijamy, a wiec np.
zamiagt ,[] (4 (z))“ piszemy ,[] 4 (z)* *. Pomijamy réwniez nawiasy, jeéli ¢ za-
x =

czyna si¢ znowu od kwantyfikatora, a wiec np. zamiast ,[] (3 zRy)“ piszemy
T L

ol ] 2 aRy*“.
© ¥

Przykladami wyrazen weZszego rachunku kwantyfikator6w sg wyrazenia:

79

WYm wezszego rachunku kwantyfikatoréw,

o I1($) i 3(¢) s wyrazeniami zdaniowym,

zdaf jest wyraze-
) skladaja si¢ z trzech czefci:

(4) [] zB=

(6) n YRy

(6) [11][=Ry -3 (zRzn<ERy)]
(7) }‘717;3(5, z,¥)

Na tych przykiadach zilustrujemy wprowadzone powyzej pojecie mg:
kwantyfikatora. I tak np.: W wyrageniu (4) zasiegiem kwg-ntyﬁkstcn ,ﬂ
jest wyragenie ,zRz“; w wyrazeniu (5) zasiggiem “kfvarntyhkasor?. i ]e:t
wyrazenie ,zRy“, zasiegiem zad kwantyfikatora »[]¢ jest wyrazenie , %‘sﬁy ;
w wyrageniu (8) zasiegiem kwantyfikatora ,3“ jest wyrazenie ,,rB:m:py“, %a-
siggiem kwantyfikatora ,[[“ ze zmienng ,y“ U dolu jest wyradenie W BAWIA-

* Wyrazenie to czytamy: dla kaidego z, 4 () wyraienie -.,Z‘A{s}" oxytamy: dia pew-
nego =, -‘{.}.



80 ' jonng ,@* 1 dohu jest
.o gad kwantyfikatora T ”
gie graniastym, zasigglem

. Ry)]“ .
wyraZenie ,,[[[zRy — .2 (zRaAz y)]zm biie wystepuj aca pod kwa.l?tyﬁkatomm
Mowimy, ze dana zmienna WyTSE. T 0oy wtedy, gdy Wystepule W ¢ W za-
- : wyrazenin ¢ wtedy 1 ienng Wystepujaca pod
jest zwinzana w T tora i jest identycsmd 20 BECL L L enng pod nim
' - O kwantyfikatorze m myy 5 ‘"fiie-zca bengérednio
“mthﬁ?;°?;mmju (4) zmienna ,a' POPrzedzald
wystepujaca. Np. W ° )
zmienng ,E“ jest zwigzana. . pod kwantyfikatorem jest wolna
jenna wyTazenia ¢ nie wystepujaca POE . -
w wyrateniu ¢ wiedy } tylko wiedy, gdy nie jett SASE BT 1y )
Np. zmienna ,z"* jest wolna w wyTrazeniu ﬂé‘ pby " x
' wyrazenia jest wolna, zmienna
— A (z)* zmienna ,z* wystepujaca ﬂﬁ?‘;::ﬁ“ meh:::;? j]::t :wia,za:.na..
zaf ,,.-"‘a'“ poprzadza]&m w t.]’I.n wy_ra fini 33 wyrﬂ.t&ﬂia- zdaniowego weﬁszego
Biorge pod uwage warunki 2b) i 1b) d c]t,am gcharakteryzowaé jako te
rachunku kwantyfikatoréw, moZna ten system ; 2
cze$é calego rachunku kwa:it.yﬁkat.ordw, w ktérej kwantqﬁki?-tﬂl'y wigzg tylko
zmienne nazwowe i w ktérej wyraZenia molaku']ame Zawieraja tylko funkto_ry
zdaniotworeze o argumentach nazwowych (a nie zawierajj funktoréw zdanio-
twérezych, ktérych argumentami sg znowu funktorjf). - _ '
Wprov;ndzimy teraz wazne pojecie funkeji zda.m.owa]: fankcjg zda.n_mwa
nazywamy wyrazenie, kt6re zawiera zmienne wolne 1 2 ktérego otrzymujemy
zdania po podstawieniu stalych za wszystkie te zmienne. _ ‘
Wéréd funkeji zdaniowych odrézniamy funkcje zdaniowe o jednej zmienne)
wolnej, np. , jest liczba parzysta®; o dwoch zmiennych wolnych, np. ,@ > ¥“;
o trzech zmiennych wolnych, np. ,2 jest wsp6lnym dzielnikiem y i 2* itp. Podsta-
wiajac w tych funkejach-zdaniowych za zmienne nazwy odpowiednich liczb,
otrzymujemy podane na poczgtku tego paragrafu zdania (1)-(3) Dobrze zna-

nymi przykladami funkeji zdaniowych s réwnania. Termin ,warunek“ usy- .

wany jeat‘ c.r:Qeto dla oznaczania funkeji zdaniowych.

Oczywikcie nalezy odréimié pojecie funkeji zdaniowej od pojecia funkcji
W sensie matematycznym. Funkeje zdaniowe sg pewnymi wyrazeniami, nato-
miast hmk. cje w sensie matematycznym nie sg wyrazeniami, lecz s wnymi
relacjami (por. cz. II, rozdz. I, § 6). ’ e

Wzory r:mnnku_ kwsntyﬂkatfrréw interpretuje si¢ w ten spos6b, ze wyTa-
zenie u{(d’;“repmzent-n]e !?‘nkcje zdaniowe zawierajace zmienng wolng ,2%
;m i "B(a:l; "-:.W-n) — funkeje zdaniowe zawierajgce zmienne wolne

g wveg En. Wy 0‘;’3' m.'u nd () wolno podstawiad funkcje zdaniowe za-
wierajace zmienna wolng ,a, za nB(@y, ..., Za)“ — funkeje zdaniowe zawiera-
Jace zmienme wolbe: @, ..., a, *.

T —
|
|

§ 1. Symbole i wyrazenia WeEszego rachunku kwantyfikatordw 81

Tak np. z wyrazenia (5) przez podstawieni o
: A nie za wyra e
zdaniowej ,@ = y+1* otrzymujemy zdanie zenle xRy, funkcji
[1X2=y+1
z v

z wyrazenia zas§ (7) przez podstawienie za wyrazenie
niowe) 2 = -+ y* otrzymujemy zdanie

IJ l];tz = o+y)

- Czesto przyjmuje si¢ nastepujgea interpretacje wyrazeni rachunkn kwanty-
fikatorow:

Predykaty jednoargumentowe oznaczaja wlasnoéei (cechy), predykaty
dwu- lub wieloargumentowe oznaczaja relacje, czyli stosunki dwu- lub wielo-
czlonowe. Wyrazenia molekularne o postaci ,4 (2)“ czyta sie wowezas: ,cecha
(wlasnos¢) A przyshiguje przedmiotowi 2 lub tez: ,przedmiot ¢ ma ceche
(wlasnos¢) A%; wyrazemia o postaci ,R(z,, ..., Zs)“ czyta sig: ,relacja R za-
chodzi miedzy przedmiotami =z, ..., Tn; Wyragenia o postaci ,zRy“ czyta sie
tez: , o pozostaje w relacji B do y“. Terminy ,wlasno§é“, ,relacja® mozna
przy tej interpretacji rozamied tak szeroko, ze kazda funkcja zdaniowa o jednej
wolnej zmiennej nazwowej okrefla pewnsg wlasnoéé, kazda zad funkcja zda-
niowa o n (n > 1) wolnych zmiennych nazwowych okrefla pewns relacje
n-czlonowy.

Précz kwantyfikatoréw zwyklych, o ktérych poprzednio byla mowa, wy-
stepuja w rachunku kwantyfikatoréw tzw. kwantyfikatory o ograniczonym
zakresie.

Przykladami wyrazen zawierajacych takie kwantyfikatory sa wyrazenia:

wl(2, xz, y)* funkcji zda-

(8) [zl =2
>0
(9) JSaa=a
z#0
Wyrazenie ,[]¢ czytamy: ,dla kazdego x wiekszego od 0%,
r>0
wyrazenie , 3 czytamy: dla pewnego réznego od 0%.
x#0

Wyrazenie (8) jest skrétem wyTrazenia ,,[J(:c > 0 »>|r| = 2)%,
wyrazenie (9) jest skrotem wyrazenia ,,g'(:s # 0na-x = a)“.

Ogolnie: -
wyrazenie [[y(a) jest skrétem wyrazenia [1¢(a) »w(a)],
Pla) -
wyrazenie Y y(a) jest skrétem wyraZenia Se(a)rp(a)l,
¢(d} * - -
gdzie ¢(a), y(a) sa funkcjami zdaniowymi, W ktérych a jest zmienng wolng.

6
Stupecki | Borkowski



82 11, Rechunek kwantyfkatorty

: kwantyfikatorem o ograniczonym
Jesli wyrazenie '¢¢§:j)'ni:y ;tepmﬁ:ieﬂ wolng, mozé powstad w&tpliwoﬁé,
zakresie, zawiera wig¢

kt6éra zmienng wiaze ten kwantyfikator. A wiee 1np. CZ¥ wyraZenie

o>y
(10) ﬂ»m '

2> YY), CzY tez jest ono gkrotem wy-

jest skrétem wyrazZenia 101 > vl

razenia [](lz] > |yl >2* > y)!

= 3 i i imuj ze kwantyfikator o ograni-
uniknigcia takich wofici przyjmujemy, Z - :
ay zakre:?;a wigze t:&zmienn&, ktéra wystepuje bezpoSrednio pod nim.
l-‘: 0:1'3::'.111];} w wyrazeniu (10) zmienng zwiazang jest zmienna ¥, W wyTrazeniu
za§ [] o*> y* zmienng zWiazang jest zmienna Y.
vl <|=]

i i i kresie
Kwantyfikato a zwlaszeza kwantyfikatory o ograniczonym za :
utyw::a 8% e,zgst;y I’)rzy zapisie definicji 1 twierdzenn matematycznych. Podamy
kilka przykladéw tego rodzaju. W przykladach tych zmienne ,y,z prze-
biegaja zbiér liczb rzeczywistych, zmienne k, m, n — zbi6r liczb naturalnych.

z>Y=)z=y+=2

>0
<y 32@-{ <<y
min = Jn=m-k
E
Definicja granicy ciggu:
liman =g =[] Y [] |an—gl<e
A0

>0 m a>m

Definicja funkeji cigglej:

(le—y| < 8 =>|f(2) —f(¥)| < ¢

J jest funkejs ciagla = [T [T []

e>0 >0

Definicja funkeji jednostajnie cigglej:
1 jest funkcja jednostajnie ciagly — [1 2 1111 (le—yl < 6 +if (@) —f @) < *)
- = v

Pierwszym logikiem, ktéry wprowadzil kwantyfikatory byl Frege. Jednakie
uwazona é Z I. 1879, cytowana w poprzednim rozdziale, pozostala nieza-
w;mwad;:y m]!:ﬂ;,na, a_kut,ek bardso trt[dnej symboliki). Okolo r. 1885 Peirce

ﬂdg;n mc::my t;-a,‘Emdh kwantyfikatoréw. Peirce réwniez zauwass, 20
z wadé jako koninn]ij:

- A@)AA(Z)AA (@A ...

— p—

§ 1. Symbole i wyraienia Weiszego rachunky kwantyfikators
W

zdanie zag A j
é‘ (#) mozna traktowad jako alternatywe:

A(z)vA (@) v A(zy) v...
Podkredla jednak prz

‘ : . Y tym, ze chodzi tu tvlk
nieskonezenie wiele Przedmiotéw (a jak wia?im?mo
zbudowane s3 tylko ze skonezone ;

: J liczby czlonéw)

Termin ,funkcja zdaniowa® ; ?
. wprowadzil Russell (1903), funkejami :

wymi wieln zmiennyeh zaim i & T o) cjamil zdanio-

1893). € Jmowali sie wezedniej Peirce i Frege (w latach 1892-

Obsze?ne i :fyat':er‘na.tycz_ne ujecie rachunku kwantyfikatoréw podane zostalo
w I tomie Principia Mathematica Whiteheada i Russella (1910). Dzial ten

nosi tam nazwe teorii zmiennej pozornej, gdyz zmienne zwigzane zwano tez

zmiennymi pozornymi (nazywajac wéwezas zmienne wolne i b -
omi zmiennymi rzeczy

analogi¢, gdyz moze byé
koniunkcje i alternatywy

Cwiczenia

1. Zapisaé przy pomocy kwantyfikatoréw zdania:
a) Liczby 3 i 10 nie majg wspdlnych podzielnikéw réznych od 1.
b) Zadna liczba naturalna nie jest mniejsza od 0.
¢) Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba naturalna od niej wieksza.
d) Istnieje taka liczba naturalna, od ktérej Zadna liczba naturalna nie jest mniejsza.
e) Uklad réwman
z42=05
2z4+4= 06
jest sprzeczny.
f) Kazdy uczen II klasy przeczytal pewna ksiatke.
g) Istnieje taka ksiatka, ktérg przeczytal kaidy uczed II klasy.
2. Zapisaé przy pomocy kwantyfikatoréw definioje:
a) cigglodci funkeji w zbiorze Z;
b) jednostajnej ciagloéci funkeji w zbiorze Z;
¢) zbieznoéeci ciggu funkeji {fa} W kndy{? }punkt:]i_o lbiozm Z;
d) jednostajnej zbieinodci ci funkeji {fa} W zbiorze Z. .
3. V‘:"n:;tuné, li:Jt.é:a zmienne w thpujwych wyrazeniach sa wolne, a ktére rwigzane:

[Tta@ »B@=n [lA@) =B

x x
[112 @By »wBa)] [l (4@ A0
x v =Ry

[] tA=) v A@)
xRy

4. Zanotowaé nasiepujgee wyraienia nie poslugujao 8ig kwantyfikatorami o

zakresie:

Il g,m(x)-rmyu §. & =Ry .

Alx)
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RACHUNKU xwmr'rlmronow

2SZEGO

§2 REGULY PmbOTHE WE < b B
i pierwotnymi weiszego rach ku zdan, uogélnione w ten

1) Wszystkie reguly Ppier rachunku zdai, lecz réwniez wyrazen

tylko
gpos6b, te dotycza nie Py
zdaniowych rachunku kwant} rezut RO, DE, OK, DA, OA. DE, OE
wige, Ze W schematach re& zdaniowe rachunku kwantyfika-
dowmﬁ,...,ﬁ, bed vTateniami
) N ktérych j mowa W okrefleniu reguly tworzenia
O it ,,,m'g:"“ﬁm o &iﬁm. I, § 2, str. 17—18). Regule do-
Iaczania - o:odu up;‘:dnio ndowodnionych tez WZIMACDIAIY W 'Cenksposéb'
o t:m nie t-ypiio tez rachunku zdai, lecz réwniez tez rachunku kwanty-

ie dotyezy O
fikatordw.

2) Reguly dolgczania 1 0

kL SceImghimmens: ia i uszezania kwantyfika
: in schematéw regul dolaczamia 1 Op .
wmy mm:my ,i:.ymhohm #(a/f) oznaczajacym wyrazenie, ktére powstaje

:¢prmpodshwienionmienmmm&awynmia £. Spelione przy tym
¢ musza warunki: . 5

:’)yMujamy w wyrafeniu ¢ zmienng a w tych tyl]lfo mle]m:-rach, w ktérych
jﬂtmwalna..Jaﬂiawystcpnjewcp!:ﬂkamy]akomenm wolna, to
zastepujemy ja wyrazeniem £ te sams iloéé razy. _ .

2) Jedli zmienna a wystepuje w ¢ w zasiggu kwantyfikatora wigzgcego zmﬂ
to za zmienng e nie wolno podstawiaé wyrazefi zawierajacych zmienng
wolng §. Kroeej: nie wolno tak podstawiaé, by pewne zmienne wolne w wy-
razenin podstawianym staly sie zwijzane w wyrazeniu otrzymanym przez
podstawienie.

Drugi warunek jest konieczny, gdyz inaczej podstawianie prowadziloby
nas w niektérych wypadkach od zdai prawdziwych do zdai falszywych. Tak
Bp. wyragenie "z‘l" > n“, w ktérym zmienne m, n przebiegaja zbiér liczb na-
taralnych, jest prawdziwe, gdyz stwierdza, ze dla dowolnej liczby naturalnej »
istnicje liezba wigksza od niej. W wyrazeniu tym nie wolno jednak podstawié
Za rmienng wolng ,!‘l“ M 9"+1“,.gdyi zmienna ,m% wolna w tym

pnszc:ania kwantyfikatoréw ogblnego

>ﬂ+1".‘!oo-&uniezduiemmmq beic 1 .
m’:“]ﬂCHMWOMw]p,mmm @(GIE) msae_nl!

§ 2. Reguly pierwotne wetszego rachunkn kwantyfikatoréw 85

Przyjmujemy ponadto, ze jefli a nie jest zmienns wolug w
jest identyczne z wyrazeniem . lug ¢, to $(al?)

Begule opuszczania kwantyfikatora ogélnego mozna zapisa¢ w postaci
schematn:

011
e
P(a/f)
Przyklad wnioskowania wedlug reguly OII:
[lz==
L
2=2
Legul¢ doljezania kwantyfikatora ogélnego:
b P
[1¢
a

mozna stosowaé w dowodach zalozeniowych tylko z tym zastrzezeniem, e
zmienna a nie jest zmienns wolng w zaloZeniach dowodu.

Ograniczenie to wyjaénimy na przykladzie nastgpujacege twierdzenia
arytmetyki liczb rzeczywistych:

T >0—z4+y>y
Dowéd zalozeniowy tego twierdzenia rozpoczelibyimy od wypisania zaloZenia
>0

We wnioskach z tego zalozenia, np. we wniosku uzyskanym na podstawie
reguly DA:

z>0vze=0

zmienna z nie reprezentuje dowolnych liczb rzeczywistych, lecz tylko hezby
dodatnie. Whniosek, ze _
J] (2> 0vz=0)

X
nie bylby wiec poprawny.
Przyklad wnioskowania wedlug reguly DII:

z-1==
[lz1=2)
Regule dolgcsania kwantyfikatora szczegélowego okredla schemat:
DE P(a/é)
2¢

mmwmhkwﬂeommmmwwmm
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; ze regula DX ;
Nalezy zwrécié uwage, e ki podane powyZej w okresle-

z wyrazenia ¢ (a/é), ktore m‘l:lﬂi sgempmﬁdziwe go W dziedzinie liczb I'ltfl-t-;l:l'alnych
e ayﬁboﬁii ::Q::.ia I::;oma wedlug tej reguly wyprowadzi¢ falszywego
‘ L . “ s §
wyTazZenia ",'. . ia , 3Tk > n“, gdys wyrazenie w[In+1 > n“ nie jest
w tej dziedzinie wyrazenia , ) L 4
o - ﬁk-:} a¢, bo w tym ostatnim wyTrazZenlu za zinienng
podstawieniem wyTa nl
wolng & ‘nie mozna podstawié¢ wyrazenia pn+1%

i bolu ¢(a/é).
sformulowanego W okreél_emu sym -
Przyklad wnioskowania wedlug reguly DZ:

w myél drugiego warunku

2 jest liczbg parzystg i pierwsza
> (z jest liczba parzysta i pierwszg)

Wedlug reguly DI przeprowadzamy dowody ist_njeniﬂ. przedmiotéw danego
rodzaju przez podanie przykladu takiego przedmwt.q. -

Zapisanie w postaci schematu reguly t'wpus‘zcz_ama. kwantyfikatora szcze?
gélowego poprzedzimy wyjaénieniem jej intuicyjnego sensu. W regule tej
znajduje sformalizowane ujecie pewien krok rozumowania stosowany c‘?esto
w dowodach matematycznych. W dowodach takich przeprowadzamy nieraz
nastepujace wnioskowanie: Zostalo stwierdzone istnienie co najmniej jednego
przedmiotu spelniajacego warunek ¢. Oznaczmy przez a jeden (dowolny) z ta.:
kich przedmiotéw. A wiec a spelnia warunek ¢. Symbol ,a* nie jest tutaj
zmienng, lecz staly oznaczajaca pewien okreflony przedmiot i to taki, ktéry
spelnia warunek ¢. Podajac sformalizowane ujecie powyzszego kroku wniosko-
wania wprowadzimy przede wszystkim oprécz zmiennych nazwowyech z, ¥, 2, ...
stale nazwowe: a, b, ¢, ..., ktére wystepowaé beds tylko w wierszach dowodow,
lecz nie beda wystepowaé w tezach rachunku kwantyfikatoréw.

Regula opuszozania kwantyfikatora szezegélowego (OZ) pozwala dola-
czy¢ do dowodu np. wyrazenie ,4(a)‘, o ile do dowodu nalezy wyrazenie
ng,' 4(2)“. Regula ta musi byé jednak stosowana z pewnymi ogra.niezeniami,

yeh sens intnicyjny. obecnie wyjaénimy. Jeéli mianowicie do dowodu na-
letq wiersze: (1) X ¢(2) i (2) Ty (@) (lub Yy(y)), stosujac zas regule O do (1)

otrzymaliémy ¢ (w/a), to stosujac z kolei r:gulg OZ do (2) nie mozemy dolgezy¢
do dowodu y(a/a). Wiersze (1) i (2) stwierdzajg bowiem tylko tyle, e istnieje
przedmiot speiniajgcy warunek ¢ i ge istnieje przedmiot speiajacy warunek y-
wdmioty te moga byé oczywiscie rétne, a nawet moze tak byé, ze musz

réime, jedli warunki ¢ i y wykluozaje si. Btosujae wiec parokrotmie Te-

fym samym dowodzie, musimy za kasd
TaAZem TOW
dotgd w dowodszie nie wystepujacy. v b
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Dla zrozumienia, intuicyjne i i wigz
| A B0 Bensu drugiego ograniczenia i jacego
Iﬂ‘z.\':v BLUS_OW?'J“:; reguly OZ, zwrécimy uwage nagnr:atepujacym;:zyﬂ:i-

‘razenie i i i '

) ( ) %‘y = @, W ktérym zmienne « i y przebiegajy zbiér liczb na-
turalnych, sltwmrdzu., ze dla dowolnej liczby naturalpej = istnieje liczba na-
turalna ¥ w1eksz:::, od x. Jest to oczywifcie prawdg. Nie mozemy tutaj jednak
z (3) wy-pro_wadzlé wyrazenia ,a > z“, pdyz to ostatnie znaczyloby, ze pewna
ukre';élnna llcz-ba.. naturalna a jest wieksza od dowolnej liczby naturalnej =
co jest oczywiscie falszem. By mée i w tym wypadku zastosowaé regule OE'
zaopat.rz;rmy n@" we wskainik ,z* u doh i z wyrazenia (3) Wyprdwadzim,*;
\v:yrn.z(-.me w@z > 2. Stwierdza ono, ze od dowolnej liczby naturalnej « jest
wigksza pewna okreflona liczba naturalna a wyznaczona w jakié sposéb przez
liczbe @ (moze to byé np. liczba z41).

Podobnie z wyrazenia (4) Y L(x, y, 2), stwierdzajgcego, ze dla dowolnych

v
dwéch (réznych) punktéw i z istnieje taki punkt y, ze y lezy miedzy = i =,
mozna przy pomocy reguly O wyprowadzié wyrazenie L(z, a, ., z) stwierdza-
jace, ze migdzy dwoma dowolnymi (réznymi) punktami x, z lezy pewien okre-
slony punkt a,,, wyznaczony przéz punkty x i z.
Uwzgledniajage powyzsze uwagi zapisujemy regule opuszczania kwantyfika-
tora szczegdélowego w postaci schematu:

gdzie B,, ..., fn 83 wezystkimi wolnymi zmiennymi nazwowymi- wmﬁema ¢
réznymi od zmiennej a, wyrazenie zaf ¢(ala, _ ,) jest wynikiem _podata—
wienia w wyrazeniu ¢ stalej o zaopatrzonej we wskazniki f§,, sy fa za zmiennsg a.
Zauwazmy, Ze zmienne f,, ..., f» wystepujace w wyrazamu Tpy, ... tmktn
jemy jako wolne. Wyrazenie oy, s, Wolno ?viec 'podat.a-;mé w _wyraﬂemu ¢
za zmienng a wtedy tylko, gdy zmienna t.; nie wystepuje w zasiegu Zadnego
ikatora wigz o zmienne £, ..., Bn- .
kwallilzly:zy podkre:ﬁm na podstawie reguly OZ z wyrazenia .-Z' ¢ moina

wyprowadzié tylko takie wyrazen'ie ‘P(“t’f’ﬂ:.,_-.. h_), ktoére de!']i:; w:r;nfzp::‘;;:‘l‘e
w okreéleniu symbolu ¢ (a/f). A wiec np. jesli ¢ jest wyrazeniem ,z Ry 2. . A
to z wyrazenia 3 ¢ nie mozna wedhg reguly OX wyprowadezi¢ wyradenia
,aRyn > a,Sy“.‘To ostatnie wyrazenie nie jest podstawieniem wyraenia ¢
¥

uzyakan;m przez podstawienie Gy za zmienng wolng z, gdyz w tym preypadku

naruszony bylby warunek 2) okrefilenia symbolu ¢(a}£}.iga6§::;meyh E‘, : r;;.
biegajg zbi6r co najmniej dwuelementowy, to wyradenie , 2

E
jest wowczas prawdziwe. W myél podanych powyze) wyjeénied nie moina
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= > A a —_ 119

— g”gulyogwyprowadmém*em“ ":: =y ‘? r=¥
ws e § liwie falszywe.

i znofici, & wigo jest e adzié badZz prz

ktére prowadzi do sprzec ‘ozonym zakresie mozna WProw y

me:lmaﬁ;ﬁc;iorga:t :eﬂ przy pomocy regul pierwot;nych dolgezania | Opusz-
pomocy ’
czania, 0 schematach: [Tt
a
il I
¢ (aj€) ~v(alf)
(a)
DI+ ¢(a)>v(a)
[1y(a)
¢la)

(o ile a nie jest zmienng wolng w zalozeniach dowodu).

. (a/8)
P :(«:!5)

2vla)

Pla)

oz+ 2y(a)
Pla)
¢(¢ldlp -ml’-)
y(a/op,....pn)

(z analogicznymi ograniczeniami jak przy regule OZ).

Cwiczenia

1. Przyjmijmy, £e smienne nazwowe rachunkn kwantyfikatoréw reprezentujq tylko trzy stale
nazwy: a,b,c. Wtedy wyraienie []¢(z) motemy interpretowaé jako koniunkeje wyrader
E 3

¢lz/a), (=) i glz/o),

wyraienie zad :‘-‘ﬁzl jako alternatywe tych wyrazed. Sprawdzié, jaki sens przy tej inter-
pretacji uzyskujg reguly OIT i DX,
2. Prry pomocy regul OII*, DII*, OF, DZ* udowodnié réwnowasnobei:

0 ﬂ}v{a) = J:f [$(a) +p(a)]

I
@1y ¢2Jm== 2 [$(a) Ap(a))

jeko definicje réwnowainokei (N,

O1i*, DH*, OL*, D+, (I), podane w poprzednim éwiczeniu, ude-

e ———c——————
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§3. TEZY 1 REGULY WTORNE WEZSZEGO RACHUNKU
EWANTYFIEATOROW

Z podanej na poczatku poprzedniego paragrafu uwagi, ze wszystkie reguty
pierwotne rachunku zdan sg jednoczeénie regulami pierwotnymi rachunku
kwantyfikatoréw, wynika, ze kazda teza rachunku zdan jest tezg rachunku
kwantyfikatoréw oraz ze kazda regula wtérna rachunku zdah jest reguly
wtérng rachunku kwantyfikatoréw. Reguly wtérne rachunku zdah uogél-
niamy tak, by dotyczyly réwniez wyrazen zdaniowych rachunku kwanty-
filkatorow, podobnie jak na poczatku poprzedmiego paragrafu zostaly uogél-
nione reguly pierwotne. Nalezy tu podkresli¢, ze stosujge regule DIT do dodat-
kowych zaloZzen dowodu lub do wyrazen otrzymanych w dowodzie na ich
podstawie, nie wolno ich poprzedzaé¢ kwantyfikatorem ogélnym wigzacym
zmienng wystepujaecqg w dodatkowym zalozeniu dowodu jako zmienna wolna.

g i 18 ]27 A(z) +A(y)
Dow. (1) []A(=) {zal.}
n;(!f) {OI1: 1}
T2. A(y) >3 A(x)
Dow. (1) A(y) ) {zal.}
2 A=) {DZ: 1}

Podobnie jak w rachunku zdad, podanym w tym paragrafie tezom racln.mku
kwantyfikatorow odpowiadajg pewne metatezy, ktérych dowody sy analogiczne
do dowodu danych tez. Tezom T1 i T2 odpowiadaja metatezy:

M1. I—[;I'#—rqﬁ[a!s’)
M2. i—¢(al£)—»§¢

Dowody ich sg catkowicie analogiczne do dowodéw T1 i T2.
Wedlug M2 tezami 8§ np. wyrazenia: —ze2

A(z) 3 A(zx)
~A (7) >3 ~A(z)  itp.

Powolujge si¢ w dalszych dowodach na T1 lub T2 bedziemy mieé¢ na my$l
réwniez wyrazenia, bedace tezami wedlug metatez M1 lub M2,

T3. ~[]A(z) = 3 ~A(2)
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Dow. (a) (1) ~[]A(2) {zal.}

(2) ~3~A(2) {z. d. n.}

(3) ~A () +3 ~A(x) {T2}

(4) A(x) * {Tol. 3; 2}

(6) [1A(=) {(DI1: 4}
g {1; 5}
Sprz.

(b) (1) 3 ~A(2), {zal.}

2) [1A(2) {z. d. n.}

(3) :-JA(G) {OX2: 1}

(4) A(a) {OTI: 2}
§pIE. {3; 4}

W wierszu (5) czeei (a) dowodu postuzylidmy sig reguly 1_)[[ poprawnie, gdyz
zmienna 2z nie wystepuje w zalozeniach dowodu jako zmienna wolna.
Teze T3 mozna odczytad w nastepujacy Sposéb:

Nie kaidy przedmiot ma dang wlasnodé wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
przedmioty mie majqce tej wlasnodci

Podane w tym paragrafie tezy poczynajge od T3 maja te wlasnogé, ze w zad-
nej z nich nie wystepuja wyraZenia molekularne o tym samym predykacie
a r6Znigee sig zmiennymi nazwowymi (zauwazmy, ze tezy T1 i T2 nie majg
tej wiasnoéci, gdyz w kazdej 2z nich wystepuja dwa wyrazenia molekularne:
A(z), A(y), o tym samym predykacie A, réznigce Bi¢ przy tym zmiennymi
nazwowymi, bedgeymi argumentami tego predykatu). Tezy te mozemy PoO-
dzielié na dwa rodzaje. W pierwszym, do ktérego nalezy tezy T3-T10 oraz
T19-T25, nie wyst¢puja zmienne zdaniowe. W drugim, do ktérego nalezq tezy
T11-T18, wystepujg zmienne zdaniowe.

Dla tezy pierwszego rodzaju schemat wyraZenia wystgpujacy W odpo-
wiadajgcej jej metatezie budujemy w nastepujacy sposdb:

Zmienne nazwowe wystepujace w danej tezie zastgpujemy przez zmienne
a, i, 7y -, Mmolekularne zaé wyrazenia rachunku kwantyfikatoréw zastepujemy
przez zmienne ¢, v, x,-.., Przy czym te same zmienne (te same wyrazenia
molekularne) zastepujemy przez te same zmienne, natomiast rézne zmienne
(résme wyragenia molekularne) zastepujemy przez ré¢ne zmienne.

Tezie T3 odpowiada w myél powyzszego okreélenia metateza

M3. I—MI;I¢ = 2':~¢
temio: A(o) --EJ.(:») odpowiada metateza: |-¢ > ¢.
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Wedlug T3 (M3) réwnowazne 83 warunki:

~[lo+3 =5
x

2 ~(z+3 = 5)

Dowdd twierdzenia, ze dla kazdej tezy rozwazanego rodzaju daje sie udo-

wodni¢ odpowiadajaca jej ’ j i i :
odpowiedniego bwiﬁdzeJniJa n&.{l’;&ﬁ:i:ziﬁ ::11‘:0”“?1 R SEABa Mo
Podobnie jak w przypadku regul wtérnych rachunku zdad bedziemy méwié
w rs!.chunku kwantyfikatoréw o regulach wtérnych ze wzgledu na da!l’:e t;e.'-:l
zamiast mowi¢ o regulach wtérnych ze wzgledu na metatezy odpowiada jq.g
tym t:ezt)m. A wige np. powiemy, Ze reguly wtérng ze wzgledu na T3, jest na-
stepujaca, wtérna ze wzgledu na M3, regula negowania kwantyfikatora ('lgélnego:

NII ~[1¢
S~9

Teze T3 nazwiemy prawem negowania kwantyfikatora ogélnego.
Nastepna teza jest prawem negowania kwantyfikatora szczegblo-
wego. Prawa negowania kwantyfikatoréw nazywane sg tez prawami De Mor-
gana rachunku kwantyfikatoréw.

T4. ~ Y A(@) = [] ~A(x)
Dow. (a) (1) ~3 A(2) ) : {zal.}
(2) A (:‘) -*g: A (@) (T2}
ol.: 23 1
@ ﬁi}j)(z) gﬂ: 3} }
(b) (1) fl ~A () zal.}
2) E‘A[wl {z. d. n.}
3) A ot
(4) ~Al® {3; 4)

SPre.

Wedlug T4 réownowazne sf warunki:
~yot+2=2

n.-..r(m-[-ﬁ = )
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gowanis kwantyfikatord szczegOlowego:

Na T4 mozna oprzeé regule ne
NE ~2P
—
[1~%

. - 5 cja wyrazenia, ZACZy-

ieraj i tezach T3 i T4 stwierdzamy, Ze DEEd i .
m'opmm;?: Ef ?:kieézé Jkladu kwantyfikator6w ogbloych i szezegblowyceh,
ie:tj‘(::ig::nowaima wyrazeniu, ktore powstaje © niego W ten spos6b, Ze lkazdy

kwantyfikator ogélny zastepujemy Pprzez szczegéliowy i na odwrét, wyraZenie
zaé wystepujace po tych kwantyfikatorach negujemy. NP-

"‘"”2” R(z,¥,2) = §g§"‘“&{mv Y, 2)

Obecnie poznamy tzw. prawa rozkladania kwantyfikfa.m?éw. ']-.‘ezy te pozwa-
laja w okreslony gposbéb rozkladaé kwantyfikatory, znajdujgce si¢ przed WyTa-
zeniami zlozonymi, na czlony tych wyTrazen zlozonych, badi tez wyciagad
kwantyfikatory, znajdujace 8ig przed czlonami wyTazen zlozonych, przed
calte wyrazenie zloZone.

T5. [1(A (@) >B (@)~ [14 (=) >[]B(x))
Dow. (1) [](A(=) —~B(x)) {zal.}
2 []1A=)
(3) A(x)—>B(x) {Oo11: 1}
(4) A(x) {omn: 2}°
(8) Bi=) (RO: 3; 4)
[1B() (DIT: 5)
Przyklad wnioskowania wedlug reguly wtérnej opartej na T5:
[1(z=z—>x<x)
Jlo==
[le<a
T6. G{A{m}-—»B{m))_,.(zAw) -3 B(z))
(281}

@) 3 A@)

Dow. (1) [] (A(x) -*Bt-’ﬂ)l\
(3) A(a)

(0OZ: 2}

§ 3. Tezy i
ezy i reguly wtbérne wesazepo rachunku kwantyfikatord
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(6) Bl(a) {Orn: 1}
2 B(x) ?{%{; ;; 3}

x . )

Przyklad wnioskowania wedlug reguly wtérnej opartej na T6:
[;i (t+2 =5 +2+2 < 5)
Jdao+2=5
Je+2<5
| A(z)nB =
[1(A(@)AB(@) = [JA@)A]] Bx)

7.

‘Dcnfwjd tej tezy pozostawiamy czytelnikowi.
Na podstawie T7 réwnowazne s3 warunki:

[1 (flz) = Org(z) = 0)
[1f(@)=o0n]]g(z)=0

T8. [;] A(z)v ][] B(2) »[] (A(z)vB(2)
Dow. (1) [] A(z)Vv[] B() {zal.}
(1.1) [] A=) {z. dow.}
(1.2) A(@) (OII: 1.1}
(1.3) A(x)vB() {DA: 1.2}
(1.4) [](4 (z)vB(z)) * {DII: 1.3}
(2.1) []B(=) {z. dow.}
(2.2) B(2) (on: 2.1}
(2.3) A(z)vB(z) {DA: 2.2}
(2.4) [l (A(a:)vB(a:)) {pI: 2.3}

JI(4 (x)vB(z))

Przyklad w-ni:skowa.nia wedlug reguly wtérnej oparte) na T8:
[1f(=) > Ovj;l_ﬁar) <0
;;l F(@ > ovf(2) < 0)

{1.1 >1.4; 2.1 »2.4; 1}

* Regule DII wolno bylo tu zastosowné, gdyd w.doda-tkowym ldoh::?édow-od;!.:ﬁ).
na ktérego podstawie otrzymalismy (1.3), nie Wystepuje gmienns wolna x (ktora nie
wolna w zaloZenin dowodu).
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na €O wskazuje wyrazenie:

i ik falsz :
w ktérym poprzednik jest prawdziwy, & nastepuik ywy

34 (z)AB () »;A(m)AEB(m)

- {zal.}
Dow. (1) é‘(A(wMB(wl) 6%
(2) A(a)rnB(a) {OK: 2}
& B .3
o zio —p
(6) X B(x)
i‘.A(x)Aé'B(s) {DE: &; 6)

Przyklad wnioskowania wedlug reguly wtérnej opartej na T9:
J@+2=5n0<2< 4)
x

Yo4+2=56A0<z<4

x

Implikacja odwrotna do T9 jest falszywa, na co wskazuje przyklad:

S @4+1=10A3 (0 <2< 4)>3 (z+1=10A0 <z < 4)
x z x

Poprzednik bowiem tego wyrazenia jest prawdziwy, a nastepnik falszywy.

T10. g‘ (A(z)vB(2)) = Y A(z)v ] B(z)
Dow. (a) (1) Y (4(=)vB(z) {zal.}

(i) i{a)vB(a) {0T: 1}

(1.1) (a) . dow.

(12) 2:,‘4(5) &z?’f_ﬁ}
(1.3) é‘A(w]vEB(a:) {DA: 1.2}
21) B(a)

22) B E%;‘);j}
(2.3) Y A(a)v 3 B(a) (DA: 2.2}

2 A(#)v 3 B(z) (1.1 »1.3; 2.1 »2.3;

§ 3. Tezy i reguly wtérne Wefszego rachunku kwantyfikatorbw
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(b) 1) Y A(@)v 3 Ba) {zal.}

(1.1) ;A(:ﬂ) {z. dow.)

(1.2) A(a) g

(1.3) A(a)vB(a) }gi: ilzli

(1.4) g(A(m)vB(w)] {DX: 1.3}

(2.1) %’B(m) {z. dow.}

(2.2) B(a) Ox: 2.

(2.3) A(a)vB(a) %DA: 2;}};

(2.4) ;‘ (4 (z)v B(=)) {DX: 2.3}

; (4 (@) v B(z)) {1.1 +1.4; 2.1 >2.4; 1}

Wedlug T10 réwnowazne sg warunki:
22 <0
z
32 <0V 22 =0
] T

Obecnie poznamny kilka praw rachunku kwantyfikatoréw, w ktérych wy-
stepuja zmienne zdaniowe. Za zmienne te wolno podstawiaé¢ dowolne wyra-
zenia zdaniowe, z nastgpujgcym jednak ograniczeniem, analogicznym do wa-
runku 2), dotyczacego podstawiania za zmienne nazwowe: Jedli dana zmienna
zdaniowa wystepuje w zasiggu kwantyfikatora wigZgcego zmienng nazwowg a,
to za te¢ zmienng zdaniows nie wolno podstawiaé wyrazen zdaniowych zawiera-
jacych zmienng wolng a. .

Tezy, ktére teraz podamy, Nnoszg Nazwe¢ praw przenoszenia kwantyfi-
katordéw.

T11. [1(p ~A(x)) Ep—*q.d(m)
Podamy tylko czeéé (b) dowodu.
Dow. (b) (1) p->[]A(2) {zal.}
(1.1) p {z. dow.}
(1.2) []A(=) {RO: 15 1.1}
(1.3) A(=2) {om: 1.2}
(2) p->A@) (1.1-+1.53}
1 (p ~A (@) {DH: 2}

Dla wyrésnionych na str. 90 tez drugiego rodsaju, do ktué-ryeh nn.leiz,' Ti1,
budujemy schematy wyrazed wystepujacych w odpowiadajeeych im meba-
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janych tam tez pierwszego rodzaju, z tym
mawian

: ¥y Xy -y TOZDe od tych
. : . przez zmienne P,
ze zmienne zdaniowe zastepujemy

; :nce w danej tezie wyrazenia mole-
zmiennych, ktérymi zastgpujemy w!tep“]%gcie’ rézne zmienne zdaniowe za-

kularne rachunku kwantyﬁka*’”""’w (oczy:é zmienne zdaniowe przez te same

stepujemy przez réine zmienne, te same

zmienne). . ) o o
Ponad.to pmn@n]emfdﬁﬁ:lﬁ- zmlgm:menna o, wystepaje W danej teste
Je.fli ) ];mmtyﬁka.to . wiq.zam;go gzmienng a, W metatezie zas8 odpowiada

wmggn 0 W © dprzwmdﬁ]ﬁm] jej metatezie mus'u'ny _Wprﬂwadsflé waru-

- stwiexﬂ.z:" #e a nie jest zmienny wolng W wyrazeplu ¢ (gdyz w m.yél

n;:&nimnia ;o&g;lego powyiej za zmienng zdaniowa p nie wolno podstawiaé

o -

wyrazen zawierajacych wolng zmienng a?. -

W myél tych uwag tezie T1l1 odpowiada metateza:

M11. FI1(¢»v) =¢~>[]v, © ile a nie jest wolne W ¢-

tezach analogicznie jak dla ©

Wedlug T11 (M11) réwnowaZne 83 warunki:
[1(y> 0 >z|+y > 0)
y>0->[]lx|+y>0

x

T12. .Z {p A (m)) = p-»a-zt'.d(a‘]
Podajemy tylko czeéé (b) dowodu.
Dow. (b) (1) p—Y A(x) {zal.}
(11) p {z. dow.}
(1.2) Y A(a) {RO: 1; 1.1}
(1.3) Af(a) {OZ: 1.2}
(2) p—>A(a) {1.1 »1.3}
2 (p~>A(a) (D=: 2}

Béwnowasne sy wiee warunki:
§(9—4m> 0 >az®+ba+ ¢ — 0)
b*—4dac> 0 -pg:(am'—i- bz+c = 0)
Dowedy dwboh nastepnych tez pozostawiamy czytelnikowi.

TiS8. ]J(A(a:) +p)) = 3 A(x) >p

53. TezF i re_g-uly
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Réwnowazne 83 wiee warunki:
lz (az® > 0 »a > 0)
2art>0-sa> 0
T14. :z[.d.(:r)»-pp)_‘_—_”d.(_r)__*p
Wedhig T14 réwnowazne sy warunki:
;(M‘t+b.z:+a # 0 b —dac < 0)
):j' (a2 +bz+c # 0) b —dac < 0
T15. g (pvA(z) =pv[] A()
Dow. (a) (1) [](pvA(a) {zk)
(2) pvA(z) {OI1: 1}
(1.1) p {z. dow.}
(1.2) pv[]A(x) {DA: 1.1)
(2.1) ~p {z. dow.}
(2.2) A(z) {OA: 2; 2.1}
(2.3) []A(=2) {DII: 2.2}
(2.4) pv][]A(2) {(DA: 2.3}
pv[]A(x) {1.1 »1.2; 2.1-2.4}
Czeéé (b) dowodu jest analogiczna do dowodu TS. . _
Dowody dalszych tez pozostawiamy znéw czytelnikowl.
T16. S (prA(2) = pAZ::A(:v)
T17. n{pnA(m)jEpAgA(w)
T18. 3 (pva(a) = pvé,‘A{i‘}
Poznamy teraz prawa przestawiania kwantyfikatoréw.
T19. I1[]zRy = {'l []=Ry -~
x v » ;
Dow. (a) (1) [] []JaRy """-*}
x v m '
(2) [|=By
v

Slupeckl | Borkowski
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{Om: 2}
(3) =By (DI 3
4 [1=Ry {D1: 4)
1 [1=Ry
v =
Czesé (b) dowodu jest analogiczna.
= =Ry
. Ixw=g2
{zal.}
Dow. (a) (1) X X=By
= {O=: 1}
(2) XaBy
- :Rb {OZ: 2
(4) X=Bb e
3:2‘3, {DX: 4)
Czeéé (b) dowodu jest analogiczna.
Tezie T20 odpowisda metateza:
M20. X :Zsﬁ = g} ; ¢
Wedlug M20 tezg jest np. wyrazenie:
§ 23(31 y,2) = ,2 23(31 ¥,%)
Czeéé (a) dowodu tego wyraZenia jest nastepujaca:
Dow. (a) 1) X YR(=,v,2) {zal.}
@ IRy, fOx: 1}
(3) R(a., b, 2) =: 3
(4) gﬂtr,h, z) }3;; 3;
?;R(‘: y,2) (D=: 4}

i), misnowieie wyrageniami sy nbs -
podstawieniem wyTagenia J{:’f awne, gdyi wyragenie ,R(as, b:, 2)* jest
) s 2)%, Wiradenie zaé !'ZB(‘! be, 2)“ jest

R— "::R(" ¥, 7). -

= Z [1=Ry ~[] Sxny

\.._

§ 3. Tezy i reguly wtéme 'tﬁegorldmhhﬂt)ﬂﬂmh o9
Dow. (1) X []zRy {zal}
(2) IJ“RJ {OZ: 1}
(3) aRy -
(4) XzRy {m:IQ §}
l:l ;-’ER! (on: 4}
Przyklad wnioskowania wediug reguly wtérnej opartej na T21:
g,‘ I"l zy=49
I’] g,‘#-r =9

Implikacja odwrotna do T21 jest falszywa, na co wskarzuje nastepunjace
wyTrazenie arytmetyki liczb naturalnych:

];l;z}g—p‘g["]z}g

Wryrazenie to jest falszywe, gdyZ jego poprzednik jest prawdziwy (stwierdza
bowiem, ze dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wicksza), a na-
stepnik falszywy (stwierdza bowiem, Ze istnieje liczba naturalna wieksza od
kazdej liczby naturalnej).

Implikacja odwrotna do T21 nie daje si¢ tez dowied¢ w sposéb analogiczny
jak T21, ze wzgledu na ograniczenia wprowadzone dla regul operowania Ewanty-
fikatorami. Z zalozenia ,[] Y zRy*“ otrzymujemy przy pomocy reguly OIl wy-

b 4 4

ragenie , 3 zRy“, a stad przy pomocy reguly OI otrzymujemy .4, Ry“. Stosujae
do tego wyrazenia reguie DIl oirzymujemy =[]a,Be*“. Z tego ostatniego wy-
mmmmmmmwnzwm
»> []=Ry“, gdyz w wyratenm »[]*Ry* za zmienng -~ pie wolno podstawié
mﬁ“,mwm;mmm'm“,rn—
laby si¢ rwigzana po takim podstawieniu.

T22. [1(A(2) = B(=)) =([[Al=) = 1;13(‘”
Dow. (1) []{A(2) = B(a) {sal}
(2) A(x)= B(x) {ou: 1}
(3) A(x)—>B(=) fOB: 2}
(4) B(x) »A(x)
(5) [](Al=)—=B(=) fDH: 3
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ylikatoréw

) [](Ba)>4 (2))
(1 [14@-~[1B@
(8) [1B(x) ._;.[’]'A(.r)

Przykiad wnioskowania we

T23.

Dow. (1)

(2)
(3)
(4)
(5)

(6)
(7)
(8)

1. Rechunek kB
{DI1: 4}

{RO: TH; 5} *
{RO: T5; 6}

= {DE: 7; 8}
[1A(z) = [1B(7)

dlug reguly wtdrnej ze wzgledu na T22:

I1@=+3)—5> or = 22+1 > 27)

i == e e

[1(2(z+3)—56> 2z) = [.1(2;:4-1, 27)

[1(4(x) = Bla)) 2 A @) = gmm))
1A= = B(z)) {zal.}
’ {O11: 1}
A(z) = B(x) ‘
po *B("”’} {OE: 2}
B(z) -4 (&)
1 (4 (=) »B(x)) {DII: 3}
[1(B()+4(2)) —
gAm=L B {RO: T6; 5}
I B(z)»3Y A7) (HO: 45 6)
e {DE: 7; 8}

Przyklad wnioskowania wedlug reguly wtérnej ze wazgledu na T23:

I;’ Ble—1)+1=2(z—3) =2+ 4 = 0)

;(3(3'—1)4*1 =2(2-3))= I (z+4 = 0)

§ 3. Tezy i reguly wtérne weiszego rachunku kwantyfikatoréw 101-

chunku kwantyfikatoréw, o schematach:

{T ﬂ (¢ =w)
Z= 209
Il H (¢ =v)

any

_x
z(p/lw)

Zmienne a,, ..., a, 83 tu wszystkimi wolnymi zmiennymi nazwowymi wyrazenia

g’; =P,
Z tez T3 1 T4, na podstawie prawa podwoéjnego przeczenia (T5b, § 3,

rozdz. I) 1 prawa pozwalajgcego na dolgczanie negacji do obu stron réwno-
waznosei (T33a, § 3, rozdz, I), otrzymujemy tezy:

T24. [1A(z) = ~3 ~A(x)
T25. FA@) = ~[]~A(x)

Widaé stad, ze kwantyfikator ogélny mozna zdefiniowaé przy pomocy negacji
i kwantyfikatora szezegélowego. Podobnie, kwantyfikator szezegélowy moZna
zdefiniowaé przy pomocy negacji i kwantyfikatora ogélnego.

Wiele z podanych w tym paragrafie tez jest waznych w analogicznej postaci
dla kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie. Takie tezy dla kwantyfikatoréw
o ograniczonym zakresie bedziemy oznaczaé tymi samymi numerami, ktére
maja odpowiadajace im tezy dla zwyklych kwantyfikatoréw, zaopatrujac te
numery w gwiazdke u géry. Dowody tych tez, przeprowadzone przy pomocy
regul OIT*, DII*, OX* DXI*, sa czedciowo analogiczne do dowodéw odpowiada-
jacych im tez sformulowanych przy pomocy zwyklych kwantyfikatoréw.
Podamy tu dla przykladu dowéd tezy odpowiadajacej T21.

T21*. X [1=Ry -~ [] S rRy
A(x) Blw) B(y) Atx)
Dow. (1) ¥ [|=Ry {zal.}

Aix) Blw)
(2) Af(a) {OxZ*: 1}
(3) EI:]aRy
(4) .g{y)-a-aRy {Oon+: 3}
(1.1) B(y) {=. dow_.}
(1.2) aRy {(RO: 4; 1.1}
(1.3) Y aRy {DXI*: 2; 1.2}
(8) “;'(y) -+ 3 aRy {1.1->1.3}

4t3)
[1 3 =Ry (DII*: 5)
By) A(x)
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Przyklad wnioskowania wedlug reguly wearme ;

v przeczytﬂl @

"muwmnﬂm
z jest kuinskn

Innymi slowy: z przeslnki yistnicje taka ksigtkd, Kb N tal kaidy
uczen II klaaj:“ mozemy wyprowadzié wniosek ykatdy uczeni II klasy prze-
L
ol o 1ot . .
Imppﬁ?kacjak:dwrgtl;a do T21* jest falszywa, Da co wskazuje nastepujacy
przyklad:

y przeczytacl @
y jest mosniem IT klasy

y jest stolicg =

£ jest panistwem y jest misstem
- I1

y jest stolicy =
y jest misstem = jest padstwem

Poprzednik tej implikacji jest prawdziwy (gdy: kazde pafstwo posiada swg
stolice), nastepnik zaé jest falszywy (gdyz stwierdza on, Ze istnieje takie miasto,
ktére jest stolica kazdego panstwa, co jest oczywikcie falszem).

Do ‘najczefciej stosowanych tez dla kwantyfikatoré6w o ograniczonym
zakresie nalezg oprécz T21* tezy: T3* T4* T13*% T1i6* T19% T20%* ktoére
podane s w zestawienin tez.

W przedstawionym tutaj systemie wtérne sa nastepujace reguly:

1) Regula dolgczania kwantyfikatora ogélnego do poprzednika implikacji:

R1. b >y
[1¢->v
2) Begula dolaczania kwantyfikatora ogélnego do nastepnika implikacji:

R2. ¢y (0 ile zmienna e nie jest wolna w ¢ ani
¢->[ly W zalozeniach dowodn)

4 :
> % (o ile zmienna a nie ;
. lest wolna w
$->v w zalokeniach dowodn) Y e
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5) Regula opuszezania kwantyfikatora ogélnego w nastepnikun implikacji:

Lo P[]y
Fv
6) Regula opuszezania kwantyfikatora szezegélowego w poprzedniku implikacji:
R3. Sy
P

Latwe dowody tych regul pozostawiamy czytelnikowi.
7) Regula podstawiania za wolne zmienne nazwowe:
Jefli |-, to —gp(afE)
Dow. (1) |-¢
2) =[l¢ {DII: 1}
=@ (a/§) {om: 2}
8) Regula podstawiania za zmienne reprezentujace predykaty:

Jesli |-, to —p(a/gs)

gdzie @, i @, 83 zmiennymi reprezentujgcymi predykaty.

Dowb6d tej reguly jest indukeyjny ze wzgledu na rzad tezy. Dla tez pierw-
szego rzedu budujemy dowdd tezy ¢ (p/@.) zastepujac wszedzie w dowodzie
tezy ¢ zmienng ¢, przez zmienns ¢,. Zakladajgc nastepnie waznoéé tej reguly
dla tez rzed6w mniejszych niz n, dowodzimy jej dla tez rzedu n-go, analogicznie
jak w pierwszym kroku indukeyjnym.

9) Regula przemianowywania zmiennych zwigzanych:

Regula ta pozwala w kazdym wyrazeniu ¢, przy zalozeniu, e zmienna §
nie jest wolna w y:

a) zastapié (w pewnym miejscu) wyrazenie []y przez wyrazenie

I;I v(a/p)
b) zastapi¢ (w pewnym miejscu) wyrazenie é‘vp przez wyraZenie
%‘ y(a/B)
A wiec np. wyrazenie ,,[3.1(::}“ mo#na zastgpié przez wyrazenie ,,f;] A(¥)%,
wyrazenie ,, [ | 2Ry* moZna zastapié przez wyrazenie ,,[.] zRy“. Podobnie Bp. Wy~
razenie ,,;Az(m)“ moz#na zastgpi¢ przez wyrazenie ,,é‘A(y)“, wyradenie ,,é‘mﬂ“

mozna zastepié przez wyrazenie , ;:.Ey“.
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i d . ‘st tu istotne, gdyZ w przeciw-
Zalotenis, te cm £ nie jest wom;;lv;b; nie byé réwnowazZzne, co ma

i wane 2 )

nym wypadku wyraZenia zastgpo ; Ry“ i o[]yRy* czy tezr wyrazen:

np. miejsce w przypadku wyraZen: ,,[‘]'w Y nl

Y xRy“ i , 3 yRy“.
=z v

Reguly tej dowodzimy przy pomocy reguly ekstensjonalnosci oraz me-

tatez: | |

(a) ~[]v = [1v(alf), o ile zmienna A nie jest wolna w y;
: # . -

(b) Xy = 3v(a/), o ile zmienna B nie jest wolna w y.
a s

Podamy dow6d metatezy a). Z wyrazenia [1v otrzymujemy przy pomocy OIl
' i g cy re DI, ktér
wyrazenie y(a/f), stad zaf wyrazenie ]"] v(a/f) przy pomocy reguly 2

wolno tu zastosowaé, gdyz — w myél zalozenia — f nie jest zmienny wolng

w wyrazeniu []y.
Z drugiej strony, otrzymujemy gz wyraZenia {]w(ajﬂ} przy pomocy OIl wy-

razenie (p(a/p))(f/a), ktére przy zaloteniu, ze f mnie jest zmjen_na _wolnq w vy,
jest identyczne z wyraZeniem y. Stad zaf otrzymujemy wyrazenie [[y przy

pomocy reguly DIl (regule te wolno tu zastosowaé, gdyz w wyrazeniu
[]v(a/8) zmienna a nie jest wolna).
]

Dowéd metatezy b) jest analogiczny.

Wtorng jest réwniez tzw. regula podstawiania za wyrazenia funkeyjne.
Jednakze dowéd indukcyjny tej reguly jest doéé skomplikowany. Latwiejszy
jest jej dowéd przy pomocy reguly dolgczania definicji do dowodu, ktéra zaj-
miemy si¢ w § 5. Tam tez sformulujemy i oméwimy dokladniej regule podsta-
wiania za wyrazenia funkeyjne.

Wymian:iona powyze)j reguly odgrywajq role regul pierwotnych przy pewnych
innych ujeeiach wezszego rachunku kwantyfikatoréw, o ktérych obecnie krétko
wspomnimy.

Wetszy rachunek kwantyfikatoréw mozna mianowiei :
do aksjomatéw i regul rachunku owicie zbudowaé dolgezajgce

zdal z § 6, rozdz. I regul¢ podstawiania za

wolne zmlenm. nazwowe oraz reguly R1-R4. Zamiaa;. regul R1 i R3 mozna
Przy tym przyjeé reguly R1’ i R3’.

m:rqhsy dmehmunak kwa.ntyhkn.: toréw mo#na tez zbudowad metodg aksjo-

>y czRg, “r jac .do aksjomatéw i regul pierwotnych rachunku zdan

y Tozdz. I, jako aksjomaty rachunku kwnnt_‘!!ﬁka.troréw tezy T1 i T11, a jako

g ] dolgezania kwantyfikators ogélnego do tez, regule

DAZWOWe i 28 wyradenig funkcyjne, i wreszeie

§ 3. Tezy i reguly wtérne Weiszego rachunku kwantyfikatoréw
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regule przemianowywania zmie

: nnych zwigzanveh y
Kwantyfikator szezegélowy 4zanych przez

wprowadzamy przy Pomocy

25 ~[1~¢

kwantyfikator ogblny.
detinicji :

(por. T25).

Tak zbudowane systemy s3 réwnowazn ;
kwantyfikatorow przedst.awion?m w tyt::z P?)dieggriem Wezszego rachunku
W dowodzle réwnow“m"“i_ tych systeméw z systemem zaiozeniowym
mt?tnap rc_)lg odgrywz!._— analogieznie jak w przypadku rachunku zdan —
twierdzenie o dedukeji dla weZszego rachunku kwantyfikatoréw.

WeZmy np. pod uwage system wezszego rachunku kwantyfikatoréw nadbudo-
wany nad implikacyjno-negacyjnym rachunkiem zdat, dla ktorego wazne jest
twierdzenie o dedukeji z rozdz. I, § 6, oparty na regulach R1-R4. Definicje —
Def. I z rozdz. I, § 6, rozszerzamy, okreflajac dla takiego systemu dowéd wy-
razenia c¢n, na,_podst.a.wm wyrazen e, ..., ¢n—y, jako skoficzony cigg wyrazen,
ktérego ostatnim wyrazem jest wyrazenie $Pn, i w ktérym kazdy wyraz ciggu
jest badZ aksjomatem, badz jednym z wyrazen ¢y, ..., ¢n—y, bads jest uzyskany
z wezeSniejszych wyrazéw ciggu przy pomocy reguly RO lub jednej z regul
R1-R4, z zachowaniem zastrzezeri podanych w sformulowaniu regul R2 i R4
(m. in. zmienna « wprowadzana przy pomocy R2 czy tez R4 nie moze byé
zmienng wolng w zadnym z wyrazend ¢, ..., ¢n—). Przy pomocy tak okreflonego
pojecia dowodu definiujemy pojecie konsekwencji, analogicznie jak w Def., I1.
z rozdz. I, § 6. Dla rozpatrywanego systemu Tw. 1, 2, 3, z rozdz. I, §6
daja si¢ udowodnié¢ przy tak okreflonym pojeciu konsekwencji. Dowéd twier-
dzenia o dedukcji przeprowadzamy analogicznie jak dowéd Tw. 1. z rozdz. I
§ 6, z tym, Ze — stosownie do definicji pojecia dowodu — uwzgledniamy
jeszeze cztery dodatkowe ewentualnodei (w ktérych dalsze wiersze dowodu sa
uzyskane z wczefniejszych przy pomocy jednej z regul R1-R4). Powolujemy
si¢g przy tym na odpowiednie tezy weZszego rachunku kwa.nt:yﬁkmtorf&w.

Udowodniwszy Tw. 1, 2, 3 dla rozpatrywanego systemu wykampamy na-
stepnie, ze regula OZ jest w tym systemie regulg wtérng, w tym sensie, Zze jesli
istnieje dowod jakiego§ wyraZenia przeprowadzony przy pomocy reguly (?E.
to istnieje dowéd tego wyraZenia przeprowadzony przy pomocy regul pier-
wotnych (RO, R1-R4) i tez systemu. . )

'Fgodn(iesie’niu do systemu wezszego rachunku kwantryhka.. j:oro_w powstajg ==
podobnie jak w odniesieniu do rachunku zdani — zagadmenm glosﬂ!ihmiﬂ:
niezale#nofci, zupelnoéei i peinodoi, kt»érym poﬁwwcfmy obeomab “"ﬂ;i-

Mo#na wykazad, Ze system ten jest niesprzecsny i %e reguly pierwotne,
kt6 ki niezaletne. W przeciwieistwie do rachunku zdes,

rych oparliémy go, 88 ¥ Madns Bianuwieis W=
weeszy rachunek kwantyfikatoréw nie jest zupelny. Hane
kazaé, e np. wyrasenie , Y A (z) .-:..L"'A(m}u ani nie jest tezq, ani dolgczone

x

do tez mie prowadszi do sprzecznodei. Natomiast wedszy rachunek kwantyh-
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i wdziwe jest jego tezg,
i j wyrazenie pra
o wiec kazde Jego

.. 30. .
dnil K. Godel W T- 19 sie przy pomocy Ppojecia spel-

j efla .
u!;ytett::?:éoﬁﬁj@cm wyjménimy na nastepujacych
sta

katoréw jest peiny,
Twierdzenie to udowo

Pojecie prawdziwosci,
piania. Intuicyjny sens tego ©

przykiadach: s A w8 =0,
ba 1 nie gpelnia rowna

3 — 5, ze liczby 1 i 3 spelniajg
nia: @43 = 5, liczby
4. Jedli kazdy ciag przedmiotéw pewnego

. i dziedziny spelnia dane

: . ; kle méwimy, pewnel ; . ..
mepn:EtB.gO zb:or;x ¥ub, _:!;kt:w senie jest prawdziwe W tej dzxedm.me. ‘Np,
wz:’ t:-(my 32’4. 2 < y* jest prawdziwe W dziedzinie wszystkich liezb
wyraZe ”

wymi i i o iest za§ prawdziwe w dziedzinie

ierny b rzeczywistych), nie jest za : ; .zl

waz]rstkiclfhlit::;bn:::mlnychf?dyt lictzby naturalne 2 i 3 nie :pt::hga_]jd:?go
i i j i kazdej niepustej dziedzinie

wyraZenia. Wyrazenie, ktére jest prawdziwe W 1

(tzn. w dziedzinie, do ];:térej nalezy przynajmnie] jeden przedmiot), nazywamy

wyTazeniem prawdziwym * W tym tez sensie kazda teza wezsze.go rachunku
‘ kazde za§ wyrazenie prawdziwe tego ra-

kwantyfikatoréw jest prawdziwa, 8 B ; 4 R

chunku jest jego tezq. Ograniczenie dotyczace niepustosci dzxedt'nny jest lstot,'ne.

Niektére bowiem tezy wezszego rachunku kwa.ntyfikatort?w nie sg pI‘ELWdZI:W'e

w dziedzinie pustej. Np. wyrazenie , ~ Y ~A (z) =3 A ()" jest teza, lecz w dzie-
- 4 4

dzinie pustej jest falszywe. Poprzednik bowiem jego jest wiedy prawdziwy
(bo skoro nie istniejg przedmioty nalezace do dziedziny, to nie istniejg tez
przedmioty tej dziedziny nie majace wlasnofci A), nastepnik zas jest fal-
szywy (stwierdza bowiem istnienie w danej dziedzinie przedmiotéw majacych
wiasnodé A).

Chociaz dla kazdego wyrazenia prawdziwego wezszego rachunku kwanty-
fikatoréw istnieje jego dowéd, to jednak nie istnieje ogdélna metoda pozwala-
jaca w skoficzonej ilodci okreflonych krokéw rozstrzygnaé o kazdym wyra-
Zeniu tego rachunku, czy jest ono prawdziwe. Wezszy rachunek kwantyfika-
toréw jest wiec — w przeciwienistwie do rachunku zdan — systemem nieroz-
strzygalnym **. Dlatego tez nie mogli§my podaé dla wezszego rachunku kwan-
tyfikator6w metody sprawdzania takiej, jakg jest metoda zerojedynkowa dla
rachunku zdafi. Jednakie pewne czeéei rozwasanego systemu, jak np. We#szy
mﬁo‘:‘y rachunek [ewantyfikatoréw (do ktérego nalezs wszystkie
b W 'ym paragrafie z wyjatkiem praw przestawiania kwantyfika-
e, ), 84 rozstrzygalne i dla nich podawane s§ W obszerniejszych podreczni-

ré#ne metody rozetrzygania (sprawdzania).

warunek: 2+ y = 4. Natomiast licz
1 i 2 nie spelniaja warunku: z+Y =

§ 3. Tezy i reguly wtérne weiazego rachunku kwantyfikatoréw 107

Jak widzielidmy w rozdz. I 31w ; . A
chunku zdan eczy tez rachunku ﬁwintﬂika:::::mgiagﬁg ‘:,;::rdzema ra-
jaki_ Bp(lﬂl?b: 1) w postaci tez systemu, 2) w postaci twierdzen metﬁ :&g;&
stwu_ardzam:cych, Ze tezami 83 wyrazenia o okreélonej budowie Toy d.rugt'l'
ujecie bedziemy nazywad metalogicznym. W zwigzku z tym stosuj.ac mhml:
zdan czy tez wezszy rachunek kwantyfikatoréw w jakie'ﬁ’dzied,zinj wiedzy
mozemy postgpowaé w dwojaki sposéb. . © =5

Pierwszy polega na tym, ze system twierdzen danej dziedziny wiedzy opie-
ramy na rachunku zdani czy tez na wezszym rachunku kwantyfikatorow w taki
sam sposéb, w jaki wezszy rachunek kwantyfikatoréw oparliémy na rachunku
zduti. Woéwezas wszystkie symbole rachunku zdan czy tez wezszego rachunku
kwantyfikatoréw, w szczegélnofei zmienne zdaniowe czy tez zmienne repre-
zentujace predykaty, nalezy do symboli danego systemu. Wiszystkie zaé tezy
systemu rachunku zdan czy tez wezszego rachunku kwantyfikatoréw nalezy
do tez danego systemu.

Przy drugim uje¢ciu poslugujemy sie metalogicznym sformulowaniem twier-
dzen rachunku zdarn czy tez wezszego rachunku kwantyfikatoré6w. Nie wpro-
wadzamy woOwczas do systemu ani zmiennych zdaniowych, ani zmiennych
reprezentujacych predykaty. Litery greckie ¢, v, %, ..., wystepujace w metalo-
gicznym sformulowaniu twierdzen rachunku zdan lub wezszego rachunku kwan-
tyfikatorow, oznaczajg wtedy dowolne wyrazenia danego systemu. Tak ujety
rachunek zdan (wezszy rachunek kwantyfikatoréw) nazywa si¢ niekiedy stoso-
wanym rachunkiem zdan (stosowanym wezszym rachunkiem kwantyfikatoréw).

Reguly pierwotne rachunku zdan, jak réwniez wezszego rachunku kwanty-
fikatoréw, ktére podaliS§my w tych rozdzialach, pozwalaja zbudowaé te ra-

chunki zar6wno w pierwszym, jak i w drugim ujeciu.

Cwiczenia
1. Udowodnié tezy:
a) %’,‘(4 (z) +B(z)) = ]J.d(z) +_§B(xl
v) X [[(4@—-Bw) = lj 3 (4@-BW)
) E]:! @ —p)~([T4@~r)
9 (Fa@-p)>2l4 (z)>p)
o) X YaRy= YRy

x Ay) Aly) =
)y [1[l«ry= [I[]=Ry
x Aly) Aty) =

Wykazaé przy pomooy przykladéw, 2e implikaoje odwrotne do ¢) i d) sa falszywe.



108

I1. Rachunek kwantyfikatoréw —
. Rachunek kwantyfikatoro¥

o Udowodnié nastepujace

. rzenoasenia i przestawiania kwan.
ia, ro;klldﬂﬂlln P
praws negowan

tyfikatoréw o ograniczonym gakresie:
a) ~ nB{z] = {3_-; ~ B (x)

A=) A
- B(x) = n ~ B (x)
" Aé; 2 A(x)

o))
o JlB@-0w) ~( [1B@~ [1

- ‘0(8})
d) ‘Q(Blwi—*ﬂlsl)--&%‘lifx) ‘%

ey [1B@v [0 —»‘Q(Bm v O @)

Alx) A(x)
f) A%‘(B(zjvﬂ(z})ﬁAgB(:) V‘“é;a(a:)
g) AmZ(BIzMG{all—*“éﬂ{z}hdé;clzl
b) ‘I(;{{p—»mzn sp—;ﬂ B(x)
i) Ag.‘}(p ~B@) > (p~ 2 B(=)
i AQJ(B"" >p) = A(%‘Bm ~p

k) (B —»p)+ [[B@) -~
Alx) Alz)

y  J1 [1=ry= [] [l=Ry

A(x) Bly) Bly) Alx)
Ry = zRy
= S s

n) Z[B{x}:\pla ZB{x)Ap
A(z) Alx)

§ 4. Identycznosé sos

Rownie intuicy
0 schemacie
EI

Jna  jest regula dolaczania nowych wierszy do dowoda,
a=_8
P
P(B/la)

Litery a i # s3 tu zmiennymi nNazwowymi
zdaniowym, ¢(f//a) jest wyrazeniem, ktére ;:o
zmiennej wolnej a, nie bedacej w zasiegu kwant
przez zmiem_.lq, B. Jefli zmienna a wystepuje
zustepov:r‘aé Je] wszedzie zn:t.ienn&' B. Jedli wige ¢ oznacza wyrazenie n® =g >
-y = 2", to ¢(I/[x) oznacza zaréwno Wyrazenie ,t = y -y = t“ jak tes WyTa-
zenia ,l = y—>y =z i n® = Y >y =, '

Wprowadzong regule nazywamy regulg ekstensjonalnodci dla identyeznosei.
Jest opa analogiczna do reguly ekstensjonalnogci dla réwnowaznofci. O ile
jednak ta druga regula jest reguls wtérng rachunku zdai, to regula ekstensjo-
nalnoseci dla identyeznodci jest regula pierwotng.

Dolaczajac do wezszego rachunku kwantyfikatoréw aksjomat Al oraz
regule EI i uogélniajac jednoczesnie reguly tego rachunku tak, by dotyezyly
rowniez wyrazen zdaniowych zanotowanych przy pomocy znaku identycznoéei,
otrzymujemy tzw. wezszy rachunek kwantyfikatoréw z identycznoscig. Podamy
kilka najprostszych tez tego rachunku.

¢ Jjest dowolnym wyrazeniem
Wstaje z ¢ przez zastapienie
yiikatora wigigqcego zmienng g,
parokrotnie w ¢, to nie musimy

T1. T=y—>y==x
Dow. (1) z=y {zal.}
(2) z== {a1}
y=2zx {EI: 1; 2}

Reguly wtérng ze wzgledu na EI i T1 jest nastepujaca regula, ktorg row-
niez oznaczamy symbolem EI:

Wykazaé przy pomocy przykladéw, e implikacje odwrotne do i) oraz k) nie s prawdziwe. EI a=§
Udowodnié te implikacje odwrotne poprzedzone warunkiem: ¥ A4 (z). b

x S ——

¢ (a/[B)

T2. Be=gAY =S-rE =1
§ 4. IDENTYCZNOSGC Dow. (1) z=y¥ i
: i 2) y=-= : 1;
Do terminéw logicznych, précz stalych rachunku zdad i kwantyfikatorow, ( S ® {BI: 1; 2}

zaliezamy tei znak ,=*, ktéry nazywamy znakiem identycznoéci lub réwnofei.
Przy pomoey tego znaku zanotowana jest wigkszoéé wzoréw matematycznyoh.
Wprowadzajec do logiki znak identyeznosoi przyjmujemy aksjomat

Al S

Jest to jedyny aksjomat, ktéry wprowadzar

; ' : ¥ do systeméw logicznych rozwi
janyeh w tej keigéce. Aksjomat ten jest najsupelnie; intuicyjny.

Aksjomat Al i tezy T1, T2 stwierdzaja, Zze identycanosé jest zwrotma, S¥™
metryczna i przechodnia *.
I1 [1(=By >y B=x); preechoduia.
= ¥

* Relacje B jest swrotns, gdy [JzRz; symetryosns, gdy

gds [1 11 [1(=By A yBe —»aRs).
x ¥
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1I. Rachunek kwantyfikatoréw o

. tawiamy czytelnik?wh pozwa!.la, Zd'-ltqpi&
Na.stgsna teza, ktorej ;o?édiopo:;‘:w aine mu zdanie zaczynajace sig og
zdanie jednostkowe przez logiczn
kwantyfikatora ogdlnego.

T5. A@) =[] AW)

112

: 6w z identycznofci

iach wezszego rachunku kwantyfikator : in

do ::s:;?:o‘:,“il;crych@m zmienne Nazwowe .mozna po;lilat.a:maé zh::zone wy-
razenia nnzv;owe (np. wyrazenia a+ D, _a-b ltp.),.pos g‘uygn:'y sie "."'tél'na
reguly ekstensjonalnoéci dla identycznosci, pozwalajgcq na zm:i epol:a:me o
zonych wyrazen nazwowych. Podamy tu jedno ze sformulowan takiej reguty

wtornej. ) ) )
Nieih & i 7 beda dowolnymi wyrazeniami nazwowymi. Regula o schemacie:

E=n
.
P (n//§)

pozwala zastapié wyrazenie § przez wyrazenie 7, o ile spelnione 83 nastepujace

dwa warunki (bedgce uogélnieniami warunkéw 1) i 2), podanych w sformulo-

waniu reguly EI):

1) zadna zmienna wolna wyrazenia £ nie jest zwigzana w ¢ w tym miejscu,
w ktérym wyrazenie £ jest zastepowane,

2) zadna zmienna wolna wyrazenia s nie moze staé sie zwiazana w ¢ (z//f)
W tym miejscu, w ktérym ¢ zostalo zastgpione przez % (tj. wyrazenie £ nie
wystepuje w ¢ w miejscu, w ktérym jest zastgpowane, w zasiegu kwantyfi-
katora wigZgcego jakaé zmienns, ktéra jest wolna w wyraZeniu z).

Dowéd tej reguly pozostawiamy czytelnikowi.

Wedlug tej reguly np. na podstawie tezy: (a4 b)* = a*+2ab+ b* z wyre-

Zenia ,(a+b)* = 2 otrzymujemy wyrazenie ,a'- 2ab- b — g%,

W we#szym rachunku kwantyfikatoréw z identycznofcig zdefiniowaé mo-
zemy kwantyfikator jednostkowy:

L 2 (a) = F¢(a)a [T MNa=238
- . Pla) Pim)

#(a) jest tu funkejg zda:niowa, 0 zmiennej wolnej a, f nie jest zmienng wolng
; ¢la), m #(p) po‘i:staa)e Z ¢(a) przez podstawienie zmiennej f za zmienng o.
yraZenie ,;‘.A(z) czytamy: istnieje dokladnie jedno takie z, ze A (z).

eSS

§ 4. Identycznoks
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mogemy nadad wyrainie Prostsza postad:

211'-"=2
-

Na podstawie prawa, negowania koniunke
tora ogblnego o ograniczonym zakresie otrz
T6.

i i prawa negowania kwantyfika-
ymujemy z D1 teze:
"‘-'%.14(-’3) =~ A(2)v D Joxy
=z ) A(x) A(y)
‘}Vjedl:fg_TG zdanie ,,’niepmwda, Ze istnieje dokladnie jeden przedmiot o wla-
snosei A * Jjest rdurnowazﬂe zdaniu ,mie istniejq przedmioty o wlasnofei A bqds
tez istniejq dwa réine przedmioty o wlasnodei A,

Przy pomocy regutly ekstensjonalnoéci rachunku kwantvfi
Ciis tyfikatord
definicji D1 mozna udowodnié nastepujaca teze: réw oraz

T7. Q[A(wJ = B(2)] >3, 4(2) = 3, B(x)|

Na podstawie tej tezy mozna stosowad regule ekstensjonalnofcei w rachunkn
kwantyfikatoréw réwniez do wyrazen, w ktérych wystg¢puje kwantyfikator
jednostkowy.

W wezszym rachunku kwantyfikatoréw z identycznoécig mozna wprowadzié
deskrypty. Deskryptem jest sensowne wyrazenie nazwowe p(a), zbudowane

z operatora deskrypeyjnego ,¢“, zmiennej nazwowej a i funkeji zdaniowej ¢ (a),
w ktorej a jest zmienng wolng. Te funkeje zdaniows nazywamy zasiegiem
operatora deskrypcyjnego w danym wyraZeniu. Podobnie jak w przypadkun
wyrazen zbudowanych przy pomocy kwantyfikatoréw odrésmiamy w zasiegu
operatora deskrypeyjnego zmienne wolne i zwigzane. Deskrypt ,,:A (2)* ezy-

tamy: jedyne z takie, ze A (x). Jefli istnieje dokladnie jeden pr:v,edfnio_t- spelm&-
jacy funkecje zdaniowg ¢(a), wyrazenie «¢p(a) jest sensowne, jeéli nie istnieje

- - .
dokladnie jeden taki przedmiot, wyrazenie to jest bezsensowne. Prz;r]mn]my np.
Ze zmienna x przebiega liczby mnaturalne. Wtedy wyraZenie nazwowe
wi(2 < x < 4)% jest sensowne, bo istnieje dokladnie jedna liczba naturalpa
x

: . 5)4
zawarta miedzy 2 i 4. Natomiast wyraZenia ,,:(Z«::av: 3)%, ,,:(2-=:w<: 3)

sa bezsensowne, gdyz nie istnieje dokladnie 'jedna l_iczba naﬁuralm; :p:mx:.en:
funkeje zdaniows ,2 < @ < 3“ czy tez funkcje zdaniows ,2 < :r:;: § ip ™
szym przypadku taka liczba naturalna w ogéle nie mtmej_e, 4 Jr;i‘;.t: Imunkoji
dwie rézne liczby naturalne speliajace dang funkeje zdanmvif:: e
zdaniowej ¢(a), stanowigcej zasieg operatora deskrypcy] GB:L-r o o2
zmienne wolne rézne od zmiennej a, wWigzanej przez te;; operator, O e
podstawienia wyrazenia wp(a) moga byé sensowne, zas Inne bezsens

Np. z wyrazenia ,i(y <@ < 2)*, w ktérym zmienne przebiegajg liceby natu-
x

=
Slupecki | Borkowskl
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1. Rachunek k
= sepie Sensowne ,,13(2 < T < 4)4 [

«, Wyrazenie n(y <& =<2)" uwa. |

. b Siy<® < 2)s

pedziemy je poprzedzaé warunkiem:

gamy za sensowne Przy zalo .
cawierajaee wyraenie ¢y <% B

Z‘.l{, <z< z).

* W myél tych uwag ¥
do deskryptéw, rozumiany

. anku kmtyﬁkatoréw z identycznoScis
% "’ehmwne wyrazenia DAZWOwe O postaci
]

o g~ —# z, natomiast zali-

je zali o o(z £ 2)% gdyE ~2®

«d(a), nie zaliczymy wyTaienis ,,: - ; ' ‘

e:ym.é : do nich wyrazenie (%= ¥)*, gdyz iz =19)- Zaliczymy do nich réw-
- z ¥ %4 (). Deskrypty, jako wyrazenia

niez wyraenie ,id(z)“ PrIy zalozenin 3,4 (Z). ’

nazw ‘pod! i i n ] to regule pod-

z tawiaé za zmienne Narwowe, stqsu]a.c czy t .
m-i::; ?:mt;, czy o regule opuszczanis kwantyfikatora ogodlnego. Przyj-

i i 7€) i gensownosci wy-
jemy jednak — zgodnie 2z podanymi poOwYyZe) nvitaga:tfl o
1301‘1 o imatau v (@) — nastepujace ogblne ograniczenie, dotyczace tez za-

wierajgeych deskrypty: o
Kﬁi teze, uzyskang Z dotychezasowych tez, a zawlerajaca deskrypt

tp(a) poprzedzamy warunkiem 3¢ (a). Warunek ten mozna pomingé, gdy

jest on teza lub jest konsekwencjg innych warnnkéw, stanowigcych poprzednik
; - -
W myél tego ograniczenia z aksjomatu Al uzyskujemy przez podstawienie
teze:

(a) DA (2) >t A(z) = 1 A(2) .

Podobnie: z tesy ‘}",'y = & otrzymujemy przez podstawienie teze: I—ﬂ

(b)  A@) >y = A(z) ! 3
= ¥ P f

Zgodnie z naszym ogranieseniem: z tezy (b) nie bedziem i
- ‘ niem: y mogli przez trans-

pozycje wyprowadzi¢ wyragenia: ~%‘,= tA(z) >~ 3, A(z) jako tezy. Nato-
miast stosajgc do i 3 -

otrzymamy teze: tery (b) transporycie i uwagledniajac nasse ograni -J
(e)

%‘,A{a} -| ~§y = A () »~3, A (z)]
x x

’m racsegbiny proypadek tesy (a) otrzymujemy teze:

=) %‘,z=,+[¢(:¢=;)—-

’ x
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PoniewaZ jednak ie: =¥ j i
onie jednak wyrazenie: %‘,z = ¥ Jest tezy (por. éwicz. 2¢), mozemy do
tej tezy i tezy (a’) zastosowaé regule odrywania. Otrzvmamy wtedy tezg:-
(d) e =y) = (e =1y)
x x

Przyjmujemy réwniez nastepujaca piérwotng regule dolaczania operatora
deskrypeyjnego:

D 2aid(a)
¢lajep (a))

Podamy ?rzykladowo dowody kilku tez, w ktérych bedziemy korzystaé
z reguly D¢ jako reguly dolgezania nowych wierszy do dowodu.

T8. %‘,A () »[4(y) =y = sh(w))
Dow. (1) ;,A(z} {zal.}
(2) A(A(2)) {De: 1)
(1.1) A(}) {z. dow.}
(1.2) AYAA(A(2) >y = tA(a) 01; 1}
(1.3) y= :.A(a:; : {1.2; 1.1; 2)
(21) y =EA(¢) {z. dow.}

{Bl1: 2.1; 2)
{11-1.3; 2.1-»2.2}

(2.2) A(y)
Aly) =y =:4(W)

T9. ;,A(z) -’-[B(:J.(m}} = u%'“m ﬂ, y=a|
Dow. (1) 3. A(x) {zal.}
(2) A(eA(x)) {Ds: 1}
(1.1) B(cA(2) {z. dow.}
(1.2) A(y)—»y=1Ad(2) {RO, OE: TS; 1}
(1.3) [Jy=tA@®) (DI*: 1.2}
Aly) =
(1.4) [lyv== {DK, DI*: 1.1; % 1.9}
A A(z) Aw)
(2.1) [ly=2 {z. dow.}
A=) Ay

A
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(2.2)
(2.3)
(2.4)

(2.5)
(2.6)

T10.
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

W poprzedniku T10 pomineliémy warunek 3, B(z), gdyz — jak widaé
T

z dowodu — jest on konsekwencja pozostalych warunkéw stanowigcych po-
przednik tezy T10. Teza T10 pozwala rozszerzyé regule ekstensjonalnofei

B(a)
Aarra= A
a=d(z) )
B(:;{W))

B(id(o) =X y==

adix) AW
Z‘IA(::)A‘S’[-A (2)

Z':A{m)

f] [A(x) = B(2)]

3.B(2)

4 (14 (2))

A [Ll(m}) =B (:A(mjl

B(:A (@)

BEAmns:Amﬂ=;Bw>

tA(z) = tB(2)

11 Rachunek kwnntyfikat.oréw
{OZ* OK: 2.1}

(RO, OE: T8; 1}
{RO: 2.4; 2.3}

{BI: 2.5; 2.2)
{1.1>1.4; 2.1->2.6}

— B(2)] A (@) = B(2)

{zal.}

{RO, ROg: T7; 2; 1}
{De: 1}

{OIl: 2}

{ROg: 5; 4}

{RO: T8; 3}

{ROg: 7; 6}

rachunku kwantyfikatoréw na wyrazenia zawierajace deskrypty.

Cwiczenia

1. Ddowodnié tezy:
8) [] Yz=y
= ¥

b) s-,-”(z=:-y=.}
=

0) s-uw=l-gg{a-uAy=sz=tng=q

d) “-lhﬁ-l¢””[==u\'y=v3¢—z\fy
v

) ﬂﬁw-'g’.%;u
# '3!-!_”“,1’:&

=1)
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2. Udowodnié tezy
8) Dipl@=3 [[p=a
a ua) ()
b) gmmez l]w= a= ¢(p)

c) 2..1:: Yy

@

d) z= ¥v)=uy
>

Wykazaé, #e przyjmujac kaidg z réwnowaznosci a), b) jako definicje kwantyfikatora jedno.
stkowego, mozna z niej wyprowadzié réwnowagnoké podang w D1.
3. Zdefiniowaé kwantyfikatory iloéciowe wystgpujace w kontekstach:
a) istniejg dokladnie dwa takie z, ze A (x),
b) istnieja co najmniej dwa takie z, ze A (z),
¢) istniejg co najwyZej dwa takie z, ze A(zx),
d) istniejg dokladnie trzy takie z, ze A (z).

§ 6. DEFINICJE

W systemach opartych na weizszym rachunku kwantyfikatoréw (z iden-
tycznogcig) poshugujemy sie zwykle jeszcze jedng reguly, dotychezas nie omé-
wiong, mianowicie reguly dolgczania definicji do dowodu. Sformulowanie tej
reguly poprzedzimy kilkoma ogélnymi uwagami o definicjach.

W kazdej niemal nauce wprowadza sie definicje nowych terminéw przy po-
mocy terminéw, ktérych znaczenie zostalo uprzednio ustalone. Budujge system
aksjomatyezny staramy sie o to, by iloéé¢ terminéw pierwotnych byla jak naj-
mniejsza. Inne terminy takiego systemu definiujemy przy pomocy terminéw
pierwotnych.

Przy pomocy definicji mozna dla kazdego wyraZenia zawierajjcego wyraz
zdefiniowany podaé wyrazenie réwnowazne nie zawierajgce tego wyrazu,
czyli — jak to nieraz méwimy — mo#na wyeliminowaé¢ wyraz definiowany
z kazdego kontekstu.

Definicje formulowane bywajg badZ jako reguly (nalezgce d? mﬁﬁ&f"ﬂwmﬂ)s
pozwalajgce na zastepowanie okreélonych wyrager s;_mtemu innymi wyrase-
niami, badZ jako wyrazenia o specjalnej poataci,‘ !fa!lczifne do texr systemu.
O pierwszym sposobie byla mowa w zwigzku z deﬁmc}?n_n.v_w aksj?mtycmy?n

i o
systemie rachunku zdaf (rozdz. I, § 6). Spodréd definicj dmmesoml:::iﬂ
zajmiemy si¢ tutaj pokrétee definicjami normalnymi, warunkowymi 1

n = = =
cy) Djz;li;icje normalne majg postaé rawnowa:tnoéci lab rdwnoécf.._Po lewe?
stronie takiej definicji wystepuje wyraz definiowany. Czlon definicji normal
nej zawierajgey wyraz definiowany nazywa 81 definiendum, drugi jej celon
Bazywa sig definiensem.
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Przykladami tego rodzaju definicjl 54
Prim () = @ > 1A [1(yle—~y = @)

(1) y#l ,
=Y = x> Yyva =

g: 1 = seq(0)

(4) seq(n) = n+1 .

(5) ]z|=ysim;0/«y=mvm<ﬂny-—— )

(6) g—y=2=2+y=2

W definicjach (1) i (4) zmienne przebiegaja zbidr W'{"‘F“iwh liczb natural-

nych, w pozostalych — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. o
W definicji (1) wyraz definiowany jest predykatem jednoarghmentowym,

w definicji (2) — predykatem dwuargumentowym, w definicji (3) wyrazem

definiowanym jest stala nazwa, w definicjach (4) i (5) — funktor nazwotwérezy

0 jednym argumencie nazwowym, W (6) — funktor nazwotwoérczy o dwbch

argumentach nazwowych. . .
Definicje normalne, aby byly poprawne, powinny spelniaé nastepujace

warunki:

1) W definiensie mogs wystepowaé tylko terminy pierwotne lub terminy
uprzednio poprawnie zdefiniowane. Wyraz definiowany musi byé¢ rézny od
wezystkich wyrazéw wystepujacych juz w systemie. Nie moze wiec w de-
finiensie wystapi¢ ani wyraz definiowany, ani zaden wyraz, ktéry zostal
okreélony przy pomocy wyrazu definiowanego.

ﬁ::;'Je‘:::jton ostatni warunek nie jest spelniony, méwimy o blednym kole w de-
iowaniu,

2) W definiendum kazda zmienna moze wystapié tylko jeden raz.

wJeill ;:rt;éwamnek ::;i:i“t spelniony, nie mozna przy pomocy definieji
elimin wyrazu owan: z
Np. prey pomooy réwnowstn:f:;; pewnych kontekstow.

logia=b=a"=g
nie spelmiajgcej warunku 2),
tekstn ,log,,100 — 2,
3) Warunek jednorodnogei: kaida zmienng woln

stronie definicji powinna wystapié
ako
J-eﬂi ten wek nie jest speliony : o
nodei. Np. z definioji: '

nie motna wyeliminowaé znaku ,log" np. z kon-

8 wystgpujgea po jednej
‘na po drugiej jej stronmie.
to definicja mose prowadzié do sprzect:

j
“

yinie a,. Podltawiajq,u w (?E;M’ ledg, na Maszegysdnie a, i nie ledq
$8las, bb,, aja, i odrywajqe prawgq strong
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tego -podst];a.wienia. otrzymamy: a,||b,. Podstawiajac zaé w (7): ala,, b/b,, aja,,
negujjce oble strony tego podstawienia i odrywajgc prawg st ) rown

: : ! ron:
waznofci otrzymujemy : ~(a,||b,). ? * e

Warunki 1), 2), 3) sa wystarczajacymi warunkami poprawnofci takich
definicji normalnych, w ktorych w definiendum oprécz wyrazu definiowane
wystepuja tylko zmienne (jak np. w definicjach (1)-(4)). il

W definicjach (5) i (6) w definiendum oprbcz w

w yrazu definiowanego wys 3
puje jeszcze znak rdwnosci. - =,

Ogdlna postaé takich definicji jest nastepujgca:
(a) J( @y, ooey Tn) = Y =@y, ..., Tn, y)

gdzie ,f* jest definiowanym funktorem nazwotwoérezym o » argumentach
nazwowych lub funktorowych, definiens za§ jest funkecja zdaniows, w ktérej
zmiennymi wolnymi 83 zmienne x,, ..., o,y i tylko te zmienne.

Definicja normalna o postaci (a) oprécz warnnkéw 1), 2), 3) powinna jeszcze
spelniaé tzw. warunek istnienia i jedynodci. Méwimy zaé, ze definicja normalna
speinia ten warunek, je§li wyrazenie

(8) {-_I e g 21¢($lr--°: TnyY)
jest tezg. l

Jesli natomiast wyrazenie (8) jest falszywe, to definicja o postaci (a) moze
prowadzi¢ do sprzecznodci. Np. definicja:

(9) Ve=y=y'==w
nie spelnia warunku istnienia i jedynoéci, gdyz nie jest prawda, 2ze [| 3,y* = =.
x

v
Dokonujagc w (9) raz podstawienia: z/4, y/2, a drugi raz podstawienia: /4,
y/—2, wyprowadzamy wniosek: 2 = —32, sprzeczny z tezg: 2 # —2.
Warunki 1), 2), 3) oraz warunek istnienia i jedynoéci sg wystarczajgcymi
warunkami poprawnoéci definicji normalnych o postaci (a).
Przykladem definicji warunkowe) jest definicja:

(10) y¢0¢(§=zsy-z=x)

Gdybyémy w definicji (10) pomineli poprzednik, to prown{izih?bjr_ ona do
sprzecznoéei, gdyz definiens nie spelmialby wéwczas warunku istnienia i jedy-
nodei (ho 0:2=0 i 0-3 =0, a wiee nieprawda, ze [] [] 3,y 2= a)

x v B

Ogéblna postaé definicji warunkowych jest nastgpujqoa:
(b) q’(m(u ey Bg) ""‘Ef(ml! ey Tp) = Y = P(By, o0y Tny ¥l

gdzie zmienne @, , ..., 7, sa pewnymi (niekiedy wszystkimi) spodréd zmien-
nych @, ..., Tn, ¥(2,, --., ;) jest wyrazeniem zdaniowym, w ktérym znstenne
@y eeey T 1 tylko te zmienne sq wolne, nastepnik zaé wyradenia (b) jest wyra-
Zeniem o postaci (a).
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tepnik gpelnia warunki 1),

iei NAs
rawId, gdy Je) B z : te i Tod e
arunek istnienia 1 ) ynosci
ma']_[])'rﬁh oraz w

inicja o postaci (b) jest POP istnienia i
Definicja 0 P definicii. warunek istnienia i je-

finicji nor
9). 3), wymagane od d'e i
di;t ;;zedmiotéw spalma]@eych poprze

scl i :

dynoscl ma wige tu pnsta.é "
” I’P(zi PRRLEE ] x{.)""21¢(mn aeey Ly ;'!i)I

(11) JT I ; >

I

gtac:
Np. dla definicji (10) warunek ten ma po

[11]1 2:y2=7
x y#0 7 -
- rmin finicji warunkowy<h przy;mu]nmy.tez
Delininias i e de=§ci vfzyraf:eﬁ zawierajacych te terminy.

jczenia dotyczgce 5ensowno Wy i
g;:l:;;}g;f;; uwazamy mianowicie wszystkie 1 tylko te wyrazenia, 2 ktoérych

termin zdefiniowany daje sie wyeliminowaé przy pomocy jego definicji warun-
kowej.

W szezegdllnodel sensowne 5§
przez podstawienie za zmienne LZYRRL
nek danej definicji jest prawdziwy. L '

Np. w} przypadku terminu zdefiniowanego przy pomocy definicji (10)" sen-

sowne §3 wyra-tenia.:-g, g itp., gdyz warunek: y # 0 jest prawdziwy dla 3.

wyrazenia otrzymane Z wyrazenia ,f(@;, ..., Za)"
»,;, takich wartoéei, dla ktoérych waru-

Sensowne s3 tez wyrazenia o postaci implikacji, w ktérych nastepni-k.za-
wiera takie tylko podstawienie wyrazenia ,f(®, vy @), W ktorym na miejscu
pewnych spofréd zmiennych &, ..., %y, wystepuja wyrazenia zawierajace
zmienne, poprzednik za§ powstaje przez odpowiednie podstawienie z wyra-
zenia (@, ..y By)-

Np. w rozwazanym przykladzie sensowne jest wyrazenie:

T
0+b?ﬁ0-—>m+1=z

JeSli w nastepniku wyraz definiowany wystepuje kilkakrotnie w roznych
kontekstach, to poprzednik musi byé koniunkejs odpowiednich warunkow
lnb wyrazeniem, z ktérego wynika taka koniunkecja.

Np. w rozwazanym przykladzie sensowne 89 wyrazenia:

§ 5. Definicje €23

Np. w rozwazan i i 2 i

i - ym przykladzie wyrazenie ,,—D=z“ nie jest sensowne,
gdyz warunek y s 0 jest falszywy dla 0.

Przykladem definicji indukeyjnej jest n: ili
ralnych definicja: Labb e G0 erptamayhd Heaty mite
(12) ‘ a-l=a

a-(n+l)=an+a

Definicja t:il. sklada si¢ z dwdch réwnosci. W pierwszej — termin zdefinio-
wany wystepuje tylko po jednej stronie definicji, a jednym z jego argumentéw
jest stala ,,1%. W dl’llfgle}' réownofci termin zdefiniowany wystepuje po obu
stronia‘ch, ale po prawej stronie jednym z jego argumentow jest ,n“, a po lewej
stronie odpowiednim argumentem jest ,n-41%. ’

Dcffm'e_]e ?ndukcy?'ne wystepuja tez w bardziej skomplikowanej postaci.

'D.ef.llmc.]e mdukeyjne daja sie sprowadzi¢ do postaci normalnej. Np. dla
definicji (12) taky postacig jest kazde z wyrazen:

(13) ab=c¢= 2,:{{,7}.{“’ 1) =an [][](f(a, n+1) = f(a,n)+a)rf(a, b) = c)
(13') a-b=c = {ll!jﬂa, 1) = an[][][f(a, n+1) = f(a, n)+a] >f(a, b) = c}*

Wyrazenie ,[]f(a,1)= an[] [[fla, n+1) = f(a,n)+ a*, wystepujace w (13)

a
i (13), otrzymujemy w ten sposéb, ze tworzymy koniunkeje dwdch réwnodei
stanowiacych definicje (12), poprzedzonych kwantyfikatorami ogélnymi, i de-
finiowany funktor ,,-“ zastepujemy przez zmienng.

Analogicznie postepujemy w innych przykladach.

W wyrazeniach (13), (13’) wystepuja kwantyfikatory wigZace zmienng
reprezentujaca funktory. Wykraczamy tu wiec poza obreb weizszego rachunku
kwantyfikatoréow.

Definicjg indukeyjng jest definicja tezy rzedu n-go, podana na str. 21. Ana-
logicznie mozna sformulowaé definicje wyrazenia zdaniowego rzedu n-go.
Definicje te mozna réwniez sprowadzi¢ do postaci normalnej. Na przykladzie
definicji wyrazenia zdaniowego rachunku zdan (por. wyzej, str. 8) zazmnajo-
mimy tu ezytelnika z pewnym sformulowaniem postaci normalnej dla takich
definicji, czesto stosowanym w analogicznych przypadkach. W sformulomi.n
tym postugujemy si¢ pojeciem zbioru zamknigtego ze wzgledu na pewne operacje
i pojeciem najmniejszego zbioru o dane] wlasnodci. Podajemy definicje tych
pojeé: .

Zbiér Z jest zamkniety ze wzgledu na operacje O wtedy 1 byl_ko wtedy,
gdy zastosowanie operacji O do elementéw zbioru Z daje w wyniku znowu
elementy zbioru Z.

* Dowdd, 2e ze wzordw (12) wynika kaddy we wzordw (13) i (13"), i odwrotnie, de 2 kaddago
z tych wzoréw wynikaja wzory (12), pomijamy.
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i wtedy i tylko wtedy

E | imniej iorem © wlasnoscl w ’ ‘ . .

d thl)?; i};tﬁimmﬁrgb;agdy zbi6r Z zawiera Si¢ W kazdym zbiorze
gdy zbior

’ wg;;ospimtzéy tych pojeé¢ mozna definicje podang na str. 8 sformulowad

) g?nmoﬂniowych rachunkn zdan jest to najmniejszy zbiér, do
10T

ktérego nalezq zmienne zdaniowe i ktory Jutimmmknlik;c?iyi z:a:;goﬂu?):c?.pemm

tworsenia negacji, koninnkell 0ERER D o eyatemu aksjomatycanego jako

naj::;;;g;? zbior, ktory mﬁ.emk aksjomaty tego systemu ! jest zamknigty
ledu na jego reguly wnioskowania. g ;

ze ‘::FS:; ‘E;émy tla.k gi{:e definicje zapisali przy pomocy qyn}boykl, to wyst.apll‘y‘by.

kwantyfikatory, wiazqce zmienne reprezentujace juz nie .mdymdua, ktérymi

sa w tym wypadku wyraZenia, lecz zbiory takich indywiduéw.

Regula dolaczania definicji pozwala:

1) wprowadzié jako tezy systemu poprawnie zbudowane definicje mowych
termin6w przy pomocy terminéw pierwotnych lub terminéw uprzednio
poprawnie zdefiniowanych;

2) dolaczyé do dowodu zalozeniowego, jako nowe wiersze, poprawnie zbudo-
wane definicje nowych terminéw przy pomocy terminéw systemu (pier-
wotnych lub uprzednio poprawnie zdefiniowanych) oraz stalych, wprowa-
dzonych w tym dowodzie przy pomocy reguly OZ.

W sformulowanin powyZszym nie czynimy Zadnych ograniczen w odnie-
si-enin do postaci definicji, a wiec mozemy wprowadzi¢ w dowodach zaloze-
niowych nie ty.lko definicje normalne, ale réwniez warunkowe czy indukcyjne.
Np. wpx:owadzlwszy w dowodzie przy pomocy reguly OX stale ,a“ oraz ,b",
oznaczajace pewne liczby, mozemy zdefiniowaé¢ indukeyjnie ciag {en}:

Cagy1 = en'b
= Ee:::;::jm: zleﬁ msulei a ;cvlacmnm ia definicji zajeliémy sie gléwnie z tego wzgledu,
omawianych tutaj rggzafg:r Pon]:lrzyw b@'d?i"{’mY z definicji nalezacych do
rozne definicje. Nalezalo : %0, juz w niniejezej czedci wprowadzali§my

410 wige uéwiadomié sobi e :
Z reguly dolgczania definicji korzystam ie warunki ich poprawnoéci.

§ 5. Definicje
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dukcyjny jest réwniez skomplikowan i

. . y. Droga, ktérg obie

zumieé¢ potrzebe wprowadzenia ograniczen w?stqp:jqc c;a:y.mpownﬂzh“mnin-
rozwazanej reguly. 4

Zasadnicza koncepcja reguly podstawiania z i j i
gip na interpretacji wyrazen molekularnych wgls;};zﬂunknmnkcky:v? -y
toruw, wedlng ktérej np. wyrazenie .4 (z)* reprezentuje dowolne nftnjﬁkf
zda_mowe 0 zmiennej wolnej ,2*, ktére to funkeje mozna podstawiaé za o
zenie A (x)* (por. wyzej, str. 80-81). Przy dokladnym slurmulowani:?rt::
reguly musimy jednak, po pierwsze, uwzglednié t¢ okolicznoié, ze w da.nyttli
wzorze, np. w tezie T1 (§ 3, rozdz. Il), zmienna reprezentnj;ma predykaty
moze wystgpowaé¢ w réznych miejscach z réznymi argumentami, po drugie
.za.ei musimy wprowadzi¢ pewne ograniczenia dotyczgce zm.ienny::h wolnych
i zwigzanych, bez uwzglednienia ktérych regula prowadzilaby od wyrazen
prawdziwych do wyrazeni falszywych. Poniewaz sformulowanie tej reguly
Jest — na skutek wymienionych okolicznofeci — doéé skomplikowane, podamy
najpierw przyklad jej zastosowania.

Przykiad 1. Wedlug tej reguly z tezy

(1) [1 A(x)=A(y)
ofrzymujemy teze .
(2) ”R(zij ")_’sziyr u)

dokonujae w (1) nastepujacych podstawien:
A(w)/R(z, 2, u)
A(y)R(z,y,u)

Wyrazenia podstawiane réznig sig¢ tylko tym, 2e w wyrazeniu podstawianym
za ,A ()" wystepuje w pewnym miejscu zmienna ,2“, w wyrazeniu zad podsta-
wianym za ,A4 (y)“ w tym samym miejscu wystg@puje zmienna ,y". Aby zazna-
czyé w sposéb ogélny to podstawienie, wprowadzamy zmienng ,t“, o ktére]
zakladamy, Ze nie wystepuje ani w tezie, do ktérej podstawiamy, ani w wyra-
zeniach, ktére podstawiamy. Dokonane podstawienie zaznaczamy W nastepu-
jacy sposdb:
A(t)/R(z,t, u)

Podajemy obecnie ogélne sformulowanie reguly podstawiania za wyradenin
funkeyjne:

Niech ¢ bedzie dowolng tezq We2szego rachunku kwantyfikatoréw, w kté-
rej wystepuje zmienns ¢ reprezentujgca predykaty. Okreélimy, w jaki sposéb
otrzymujemy z tezy ¢ nowy teze, zastepujgc w ¢ wszystkie wyTazenin lbudo
wane z predykatn ¢ i jakiché jego argumentéw przez wyrasenia ré#migce si¢
od pewnego wyrasenia y tylko sgmiennymi. W podanym poprzednio preykia-
dzie role wyrazenia y gralo wyrazenie ,K(z,t, w)™.
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zenia ¢ 1 pniech w(ay, --.y ax) bedzie
: i Ine a,,....a
: ym zmienne wo. 1y ey Bk,
mm?izf jako wolne, ani jako zwigzane,
tkimi zmiennymi jwolny'ml W}’TM?.
Zmienne dy, -y 3k N vy BE) wyr;:teme, kto::: pogsr“]ﬁ
3 . na miej . Br za ak. podobny
- wsdlz; -;;;stepujemy 2 kazda czeSCld
SpO

Zakladamy, Ze:
i nie wystep

1) zadna ze zmiennych @iy .-y @
! wiazgeego zmienne, ktoére podsta.wﬂiémy w

i lub Yy -eey VE:

wiec np. zmienne By -9 Bk _ S 4

2 ; §li jedno z wyrazen @By s Br)s .-p(y,! veey VE)y 1EP- Wysaglni]u (aqb :)

; 'Bgu ]kwa,ntyfika.t.om wigzacego jakas zmienng y, to W WyT Playy ..., ax
gig

23 i olna.
~ . oze stapié jako zmienna w o _
3;111;:1::- yt:::zmprzywyklﬂﬂy nieprawidlowych podstawier, naruszajacych
0 y
jedno z ograniczen 1), 2)-
Przyklad 2.

(1)

. ey B bedzie czeficia
Niech ¢(f ﬂ‘km daniowym

ze nie wystepuid ¥

uje Wy W zasiegu kwantyfikatora
wyTazeniu y za zmienne a, ..., aj

[1A(z)—~4(Y)
A YRy
v
(2) [1 X =Ry —r)'; yRy
x WV

Podstawienie to jest niezgodne z ograniczeniem 1), gdyz zmienna t wyste-
puje W wyrazeniu » D LRy* w zasiegu kwantyfikatora wigzgcego zmienng y,
v

ktorg podstawiliémy (wbrew ogélnym ograniczeniom reguly podsﬁawiﬂaniu)
za zmienng 1.
Wyrazenie (2) jest falszywe, o czym Swiadezy jego podstawienie:

[1Jze<y->3y<y

T v v
w ktérym poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik falszywy.

Przyklad 3.
a) [] A=) ~A(y)
A(t)|zRt
2) [] *Rz ->zRy
T

Podetawienie to jest niezgodne z o

) w"”
. . graniczeniem 2) gdy:‘:. wyraz«anie nA(‘ﬂ
wyskepuje w wyrazeniu (1), do ktérego podm.,wi&m}’ w zasiegn kwantyfiké’
bora wintacego zmienng o, ktéra jest jednoczefnie zmienng wolng W WY

F
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zenin xR,

O falszywofci wyr ; ;
wienia: < azenia (2) éwiadezy falszywosé jego podsta-

lzmtz-—h.'l}-._-:y

w ktorym poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik

“Tskazemy, '_w jaki spos6b w przykladzie lef: wyr?!tﬁﬁl) mozna .m-
«'wadz.lé wyrazenie (2) przy pomocy reguly podstawiania za zmienne (na:frzwe
1 zmienne reprezentujace predykaty) oraz reguly dolaczania definicji

W dowodzie tym wprowadzimy definicje: .

f1<R! Z,uy(t) = R(z,t,u)

\V definicji tej wyrazZenie ,f,(R,z,wu)“ jest predykatem jednoargumento-

wym. Wyrazenia typu ,fi<(R,z,u)“ nazywamy predykatami zaleznymi od

parametréw. W rozwazanym przykladzie parametrami sq zmienne: , R%, , 2%, ,u“,
Przyklad 1.

(1) I;IA(:F)-+A(3!)

(2) !:] [fi<R, z, uy(t) = R(z, 1, u)] {Df.}
(3) ”fl<R!zs u) (x) »f;{R, 2z, u>(y) {(1): Alfi{R,z,u)}
(4) fidR,z,uw> (z) = B(z, T, u) } {oI1: 2}
(5) fi<R,z,uy(y) = R(z,¥,u)
{3; 4; 5} *

nR(z, z,u)>B(z,y,u)

Analogicznie postepujemy w innych przykladach tego rodzaju: wprowa-
dzamy definicj¢ odpowiedniego predykatu zaleznego od parametréw, podsta-
wiamy go za zmienng reprezentujace predykaty, a nastgpnie podstawienia
lewej strony definicji zastgpujemy przez odpowiednie podstawienia prawej
je] strony.

Dla wyjaénienia roli ograniezeri 1), 2), podanych w sformulowaniu reguly
podstawiania za wyraZenia funkeyjne, rozpatrzmy, dlaczego w przykladach 2
i 3 nie da sie przeprowadzi¢ analogicznego dowodu.

Przyktltad 2.
(1) []1A(z)~A(y)

@ I1 ]f.<R>(¢)E§thl {DL}
(3)  []fesR) (x) —=f:X B (W) {(1): A[f<KED}
: {On: 2}

(4) [fo(Ry (@) = g‘wﬁy

* Skorzystabsmy tutaj z reguly ekstensjonalnoéei rachunka kwantyfikatorow (por. str. 191).
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: t* naruszaloby ogpy,.
: Z podsmwieniﬂ w (2) ”y“v:i:;;;’l wolna ¥ smlib;zi;
Dalszy dow6d urywa Si€ gdy o zmienne, zmienna DO y
- : tawiania Z
piczenie reguly pods dst,awienia-

zwigzana w wynika po
Przyklad 3.

(1) HA(-v)—*A(y)
(2) ﬁ[f;(ﬂ,wﬂnzxﬁ'ﬂ
i

sig juz W tym miejs
zmienna wolna ,*" 8

(Dt}

u, gdyz w (1) nie wolno podstawi¢

Dalszy dow6d urywa talaby sig¢ zwigzana w wyniku pod-

71 “ ho
SR, 2 28 5 A%,

stawienia.

Ogélnie: .

. : : ie jest spelnione,

Jeili ograniczenie 1) mie Jes ) ]

puje W ¥ ?zasiegu kwantyfikatora WiaZacego np

[CBay ey B> (@1 voey @8 = W(Bay cees Oms O - |

i, podobnie jak w przykladzie 2,

..., P&) Pprzez wyrazenie

a wiec jesli np. zmienna a; wyste-
zmienna f;, to w definicji

ey Qk)

ienng a4 rie wolno podstawic zmif:nnej B
zen]:;dziemy mogli zastapi¢ wyrazenia @(Brs -1 Py

'w,.r'ééii’ ::n; ﬁt:g’mx;jgenié g; nie jest spelnione, a wiec np. @ (fy, ..., fx) Wyste-

puje w ¢ W zasiegu kwantyfikatora wigzacego zmienng v _i zmienna y jest wolna
w wyrazenin y(a, ..., ax), t0 Po wprowadzenin definicj

f(?p Byy oeey Om> (@yy ey ag) = (@, ..cpy Ty ¥y 6].! seey Om)

w wyrazeniu ¢ zi zmienng ¢ nie mozna — podobnie jak w przyklad:.z.le 3 s
podstawié wyiienia of (73 O1y oy Omd¥, DO zmienna wolna y stalaby si¢ zwig-
zana w wyniku podstawienia. ‘

Po tych uwagach staje si¢ tez zrozumiale, ze jeéli spelnione sq ogranicze-
nia 1), 2), to tez¢, ktéry otrzymujemy przy pomocy podstawiania za WyTa
tenia fonkcyjne, mozna tes otrzymaé przy pomocy odpowiedniej definicji
i podstawiania za zmienne. Jeéli bowiem spelniony jest warunek 2), to po
wprowadzeniu odpowiedniej definicji mozna dokonaé podstawienia za zmiennd
reprezentujaeq predykaty, a jesli przy tym spelniony jest jeszcze warunek 1),
to w kasdym miejscu mozna zastapi¢ lews strone odpowiedniego podstawienis
defiicji przez prawa jego strome.

',,":m' podstawiania za wyrazenia funkcyjne oméwiliémy dokladniej przede
s Z tego wigledu, ze stosujec wzory rachunku kwantyfikatoré®
w jekiej dziedzinie wiedzy, dokonujemy wilaénie podstawienia za WW
byé przy tym prrestrzogane. *prawe dokladuie z ogranicset, k

Zwawaiimy jeswene, he Wyragenie (2), do ktérego dochodzimy (poprs

metatezy M1 (per. wysej, str 89), 0dpo

§ 6. Rachunek kwantyfikatoréw Wytazych rzedéw

dajacej tezie (1), gdyz wyrazenie
nlt(z, x, u)" przez podstawienie Y

Natomiast wyrazenia (2), do
kladach 2 i 3, nie podpadaj

w2 YRy“ nie mozna otrzymaé gz Wymzeem% metatezy M1, gdyz wyrazenia
v
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nl(z, Yy, u)“

“ za La%,

moZna otrzymaé z WyTaZenia

za ,&', a tak samo wyrazenie

Jak w tym Przypadku, tak tez w
kwantyfikatoréw jest latwiejs i

poslugiwania si¢ podstawianiem za wyrazenia funkcyjne

Cwiczenia
1. Poda¢ indukcyjna definicjo dodawania i
kaztalcié ja w definicje normalng.
2. W tezie: Rz, ieni
ezie %‘]J (z, y) *%‘R(z.x] wykonaé podstawienie: R(i,,l,)f%.ﬂ(l,.s.t.. u). Wypro-

wadzi¢ tez¢ uzyskany przez to podstawienie p ¢ -
i . rzy pomocy od defi A
3. W tezie podane] w éwiczeniu 2 dokonaé podstawienia: ¥ odpowiedniej nicji

pPotggowania liczb naturalnych, a nastgpnie prie-

B(t,t)ft=t-¢

§ 6. RACHUNEK KWANTYFIKATOROW WYZSZYCH RZEDOW

W poprzednich paragrafach tego rozdzialu oméwiony zostal weiszy ra-
chunek kwantyfikatoréw, zwany tez rachunkiem kwantyfikatoréw rzedu 1-go.
Powtérzymy niektére najistotniejsze wlasnoéci tego rachunku.

Jedynymi zmiennymi weiszego rachunku kwantyfikatoréw, précz zmien-
nych zdaniowych, sa zmienne nazwowe i zmienne reprezentujgce predykaty.
Kwantyfikatory wiaza w wyrazeniach tego rachunku tylko zmienne nazwowe.
Wyrazeniami molekularnymi we#szego rachunku kwantyfikatoréw sg zmienne
zdaniowe oraz wyrazenia zbudowane z predykatu * i1 z jego argumentow,
a wige wyrazenia takie, jak:

A(z), B(y), =Ry, R(z,¥,2).

Wprowadzimy ogélniejsze pojeeie wyrasenia molekularnego PcE;jqeio to
jest dosé trudne, okreélenie poprzedzimy wiec kilkoma przykladami. Naste-
Pujgea réwnowasnodé

DI. a(d) = 3,4 (z)

'mmmwzswymmmwmmw.mm
tego i skrotéw analogicsnych ekorzystamy w tym parsgrafie wielokrotuie.



98 II. Rachunek Kwantyfikatorow o — |
- jednoargﬂlfﬂentowe Pr:czig'ni: 5;(3;1) ‘:n Ozeﬂn;l:
definiuje symbol a- gtm;ZZMOtéw (iﬂdwduf'W);-z:g;liotowi. 5 }
ze m, ' ;z:.a;::th;ech: priystugujasc& jednemu tylko P |
' AeB=~2 (4@ = B(2)) |

ytaé: cechy A i B nie przystuguja jednoczesnie

. i zdaniotworezymi
: 5. 5 redykaty, fun_kt:oraml z \
s o il B&,zf (:;dwym.lc’bm‘ealak pentami wyrazenia zdaniowe. Argumenty
i WTaZ % mi.
tt;o;za 'bom:;:‘lv e G § nazwami, lecz predykatami
c . - -
Podamy jeszeze definicje:

DIIL zod = A(z)Aa(4)
s i dmiotem o cesze A4.

ini e wyrazenie czytamy: & jest jedynym prze
S’?ﬁ:; a:;gument‘. funktora o jest nazwg, drugl predykaten:.zenm . mmole.

Predykaty mezywamy inaczej funktorami rzedu 1-go, Wyra -
kularne wezszego rachunku kwantyfikatoréw — wyr.azenfa:ml moleku a.rnty ;
rzedu 1-go. Funktorami rzedu 2-go sa funktory zdaniotworcze 0O E-l.rgn'nzte]? ac
bedacych nazwami lub funktorami rzedu 1-go, przy czym €O Najmniej jeden
argument jest funktorem rzedu 1-go.

W;‘;ignia zbudowane z funktora rzedu 2-go i argumentow nazywamy
wyrazeniami molekularnymi rzedu 2-go. Zdefiniowane symbole: a, @, 58 Wieo

1 - senia: a(A), AoB,zod s wyrazeniami mole-
funktorami rzedu 2-go, wyrazenia: a(A4), dob, 8 WY
knlarnymi rzedu 2-go.

Przyjmujemy, ze litery ,thiste“ A, B, C, ... reprezentuja jednoargumqntowg
funktory rzedu 2-go, litery zaé R, S, T — funktory rzedu 2-go o wigksze)
liczbie argumentow.

Nastepujace wyTazenia sq wyrazeniami molekularnymi rzedu 2-go, zanoto-
wanymi wylgeznie przy pomocy zmiennych:

A(4), B(A), ARB, R4, S(4,2,¥).

Podobnie jak wezszy rachunek kwantyfikatoréw zostal nadbudowany nad
rachunkiem zdad, moZemy nad we#szym rachunkiem kwantyfikatorow nad-
budowaé system bogatszy, ktérego wyrazeniami molekularnymi beda zmienne
zdaniowe oraz wyrazenia molekularne rzedéw 1-go i 2-go. System ten nazy-
wasny szerseym rachunkiem kwantyfikatoréw lub rachunkiem kwantyfikato-
row rzgdu 2-go. W rachunku tym kwantyfikatory wiasg zmienne nazwowe

nie wigé jednak zmiennych reprezentt

Poduajemay przykdadowo kilka tez sger - 6W-
Piorw ; 826g0 rachunku kwantyfikator
w5 W2y sposrod nich sq odpowiednikami pewnych tez we#szego rachunk

§ 6. Rachunek kwantyfikatoréw wyiszych rzedéw
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kwantyfikatoréw, w szczegdlnogei n
3 ; : ) R | i i ozdz
TII odpowiada implikacji prostej, o g i o o

zawartej w T7 (§ 3, rozdz. II).

TI. L’]A{A)-a-ZA(A}

A
TII. EI[A(A)AB{A)]—>”A(A)A_HB(A)

A |
TTIT. 2 [1(ARB) =[] 3 (ARB)

A4 B B A
TIV. [13A)
x 4

Teze TIV mozemy czytaé: dla kaidego przedmiolu istnieje cecha preystugu-
jaca temu przedmiotowi. W tezie tej nie wyst¢puje wyrazenie molekularne
rzedu 2-go, pomimo to nie nalezy ona do wezszego rachunku kwantyfikatoréw,
gdyz kwantyfikator szczegolowy wiaze w niej zmienng reprezentujaca predykaty.

TV. Y (xRy = yRz)
R

W myé§l te) tezy istnieje relacja, ktéra zachodzi pomiedzy przedmiotami x
iy wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi pomiedzy v i .

Reguly operowania kwantyfikatorami, wiazgcymi zmienne reprezentujgce
predykaty, sa calkowicie analogiczne do regul wezszego rachunku kwanty-
fikator6w. Uwage te zilustrujemy przykladem TTI:

Dow. TIL (1) []JIA(4)AB(4)] {zal.}

b |

(2) A(4)AB(4) {on: 1}

(3) A(4) {OK: 2}

(4) B(4)

(5) []A(4) {DII: 3}
|

(6) []B(4) {DI: 4}
A =
JIA(A)A[] B(4) {DK: 5; 6}
A A

W dowodach tez szerszego rachunku kwantyﬁkatorf-iw l.::orsyistyz_!'zy cesto
z definicji. Tak np. dowéd TIV oparty jest na nastepujace) definicji:

(a) x (oY) =a=y

Wprowadzone w tej definicji wyragenie ,, »{&>" : jest jodmmmtem
predykatem zalesnym od parametru 4a%. Wyragenie to m:za in -

jako wyragenie osnaczajece Wiasnosé przysiugujecq przedmioto whedy
i tylko wtedy, gdy jest on identyczny 7 przedmiotem &, 8 Wwieo whasnosé
charakterystyesnq przedmiotu @.

Stupecki 1 Borkowskl



0 1. Rachunek kwantyfikatoréw e
. o w § 4, rozdz. II, wynika
7 definicji (a) i sksjomatu Al podaneg
*{z) (2)
(b) .
Ze wzoru tego skorzystamy W dalszych dowodach o
Dow. TIV. (1) #<{&) (@) <y
2 JA@
r {DII: 2}
3 [1Z4@)
i i : = y = &.
dowodzimy na podstawie tezy: =Y = /
g’:owt:;nimy jeszcze nastepujacg waing teze:
o o g “ {zal.}
o i g; ‘1';~-(—:'5)'yE A (z) {T11a. § 3, rozdz. I}
(3) A(z)=A(y) gﬁ-lé}z}
1A= = 4() :
I {zal.}
(b) (1) I;HA{-‘B) = A(y))
(2) #(a) (@) = »(2>(¥) {OI1: .1;' .
(3) =<@>(y) {ROg: 2; b}
o=y {ROg: a; 3}

Zgodnie z TVI przedmioty @ i Y $G identyozne wtedy i tylko wtedy, gdy Wda
cecha przystugujaea dowolnemu z nich przystuguje tes pozostalemu. .Zadnar wige
cecha nie moze przyshugiwaé przedmiotowi z, nie przysiugujac jednoczesnie
identycznemu z nim przedmiotowi y. . )

Teza TVI moze byé traktowana jako definicja identycznosci. Zasadni-
cza jej my$l wystepuje u Arystotelesa, ktéry stwierdza, ze tylko przedmiotom
identycznym przystuguja wszystkie te same wlasnosei. Wedlug okreflenid
fw. Tomasza z Akwinu (XIII w,) identyczne sg takie przedmioty, ze cokolwiek
przystuguje jednemu, przystuguje innemu. Najbardziej znane bylo okresleni
Leibniza (XVII w.), w my§l ktérego identyczne sq przedmioty nie rézniace
si¢ sadng cecha (principium identitatis indiscernibilium). Symboliczne sformu
lowanie tezy TVI jako definicji identycznofei podal pierwszy Peirce W I- 188.5.
Rozpowszechnila si¢ ta definicja po zamieszezeniu jej w Principia M athemﬁm‘f
Whiteheada i Russella. Nazywa sie ja niekiedy russelowsks lub leibnizowsko
ruseellowskq definicja identycznofei. )

-“w rzgda 3-3;:1;;aywnmy funktory zdaniotwéreze, ktoryeh :5‘1
i 84 DAZWY oraz tory rzedéw 1-go i 2- IZy CZ co najr

jeden argument musi byé funktorem rzedu 33;;0' !!ngos-!’ol.;i:znje m okreﬁlﬂlﬁmy

Tyratenie molekularne ragdu 2-go, okreflamy wyrasenie molekul rzedu 3-

2. Przyjmujac teze TVI jako &eﬁt_ﬁejq i
3. Wykazaé, te znak identycznofci moin

nie]

§ 6. Rachunek kwantyfikatoréw wykszych rzedéw

NAZWOWe Oraz zmienne reprezentujace funktory rzedéw 1-go i 2-
]edna..k zmiennych reprezentujgcych funktory rzedu 3-go gW odg:!;n
l.:)un."]u]emy rachunki kwantyfikatorow rzedu 4-go, 5-go 11.'p gl'ozumiil:p?sab
Ze im .wyzszy jest rzad rachunkoéw kwantyfikatoréw, tym xm;jejsze maj m]est,
sowanie w rozumowaniach poszczegélnych nauk tezy tego mchnnku]tie be-
dacc_a tezami rachunk6éw rzedéw nizszych. Jednak rozwo6) wspélezesnej matema-
tyki polega miedzy innymi na tym, ze poszczegélne jej dzialy opieraja sie na
rachunkach kwantyfikatoréw coraz wyzszych rzed6w.

Na podstawie TVI wnioskujemy, Ze identycznofé indywiduéw moze byé
zdefiniowana na gruncie szerszego rachunku kwantyfikatoréw. Podobnie relacja

A=B
ktérg mozemy czytad: cecha A jest identyczna z cechy B, daje si¢ zdefiniowaé

w rachunku kwantyfikatoréw rzedu 3-go. Mozemy jednak relacje identycznoéei
cech wprowadzié do szerszego rachunku kwantyfikatoréw przyjmujge aksjomat

Al*. A=A

analogiczny do aksjomatu Al, i przyjmujac regule analogiczng do reguly EL
Do zagadnieri poruszonych w tym paragrafie powrdeimy w § 3 pDodatku®.

nie wigig

Cwiczenia

1. Udowodnié tezy:
o X [11IT(4@ ~B@)a[] (4@ ~B@)]
A4 B x z

b) X [lA@
A =

o) X []~4aw@
A =

d) A(z)= %‘ ”’7(.1 (z) = B(z)) A B(@)]

i odnié i regulq EIL
dentycznodci ndow Al i '
s réwnied wprowadzié pray pomocy nsstepujacych
regul pierwotnych opuszczania i dolpezania:
o1 .l
Aw)= AY)
A(z)= A(¥)
et o o

=¥
zmionng Welng w zalodeniach dowodn.

DI

Zaldadamy w DI, ge ,A" nie jest
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przy pomocy 208 tery TVI udowodn s

i DI tezg TVI,
Udowodnié przy pomocy regut OI i D

reguty OI i DIL. :
4. Udowodnid réwnowaznoss tezy TVI i tezy

omy= [ (41 =40)

.
. Udowodnié tezy:

a) zE Y= E(A{z}n ~A(y)vAA ~A(x))
A

A

§7. PRZYKEADY SFORMALIZOWANYCH DOWODOW MATEMATYCZN YCH

Przyklad 1. . P
Dow6d tezy o istnieniu lewostronnego moduiu mnozenia na podstawie

nastepujacych aksjomatéw teorii grup:

AT - (y-2) = (2°Y)=
ATL 2ge=al
ATTL 2=y =a)
Teza:
2[1y-z=a)
vV =
Dow. (1) Y(zy=1y) {ATLI}
{2) a”.y__.: y {OE: 1}
(3) Ybyy=a - {OZ: AIT}
(4) ap'(y'b:,y) — {au'y}'bz.v {AI}
(5) a, == (a,y)b,, {EI: 3; 4}
(8) a,z=y-b,, {EI: 2; 5}
(7) a,y 2=z {BI: 3; 6}
® [, 2= a) {DI1: 7}
21ly-o=a (DE: 8}

Przykilad 2.

- Wprowadzemy naskepujace

§ 7. Przyklady sformalizowanyeh dowodéw matematycznyeh
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Litera X jest skrétem ukl
Jacych punkty przedstawione n

adu zmiennych O, 4. 4’ B. B
& F§idn. 4,4, B, B, reprezentu-

A g

Wyrazenie ,,&(X)“ jest skrotem zdania
ramieniu kgta, punkty 4’, B’
stajg do siebie“.

' ppunkty A, B lezg na jednym
na drugim, a odcinki OA, AB, 04’, A'B’ przy

- A‘;}Tﬂ‘mme » ¥ (X, C)" jest skrétem zdania ,punkt C lezy na prostych AB'
i A4’B*%,
Wyrazenie ,0(0, k)* jest skrétem zdania ,k jest prostag OC“.

Wyrazenie ,4(k)“ jest skrétem zdania ,prosta k jest dwusieczng danego
kgta“.

Stosujae w dowodzie regule OX bedziemy uzywaé jako stalych — liter
X, C, k ze wskaznikami u dohlu, a wiee: X,, Cy, k,.
Przyjmujemy bez dowodu nastepujace twierdzenias:

& 11 [@(X) > ZP(X, 0)

W siownym sformulowaniu: przy zalozeniu @ (X) proste AB’ i A'B przecinajg sig.
L. Q g {I [@(X)A¥ (X, O)AO(C, k) >4 (k)]
(przy zalozenmiach ®(X), ¥(X,0) i ©(C, k) katy COA i COA’ przystaja deo
siebie)
III. DP(X)-

1 -
(na kazdym 2z ramion ksata mozna odlozyé odeinki 04, %&‘?ﬂf 'f“‘"?_-.!
stajgce do siebie) - —
IV. Il %‘9(0, k)

Cc

(przez punkty O i C zawsze przechodszi prosta)
Teza: .
3'A4(k) (istnieje dwusieczna danego kata)
&k
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Dow. (1) @(X)
° (2) P(X) +§w(1,,c)
(4) PX4;,0)
(5) XO(Cw k)
k
e(Cs, k)
{(67)) {P:Il:)ﬁ. P(X,, C';)AQ(C'” k) >4 (k)
(8) D(X)A Y(X,, cl)"e(cu k)
(9) A4(k)
> Aa(k)
[
Przykilad 3.

Dow6d zwyklej zasady indukeji:

A(0)A[](A(a) »A(a+1)] —+A (a)

11. [T AG)]>A(@)] ~4(@) *
a b<a
T1. a+b="b+a
T2. &40 =
3. a£0ra#1s1l<a
T4, a<b= Jat+oc=0>
c#d
TS. 1#0
Teza:
A@)A ];] [4(e) >4 (a41)] »A(a)
Dow. (1) A(9)
2 E[ (4(a) >4 (a+1))
(3) ~A(a)
(4) A@®)>4(041)
(5) 641=1
®) AQ)
* Pwierdesr e
" 0 nazywane jest tef cuesto rasady indukoji.

{OZ: IIT}
{OI1: I}

{RO:

{OXZ: 3}
{OIl: IV}

{OZ: 5}
{OI1: II}

{DK: 1; 4; 6

{RO: 7; 8}
{DXZ: 9}

zmienne a,b,e przebiegaja zbidr liczb r:m.l:!:l.t'a.lnyc:h1 dc
ktérego zaliczamy réwnies liczbe 0. W dowodzie skorzystamy z nastepujacyct
twierdzer.

{zal.}

{z. 4. n.}
{O11: 2}
{T1; T2}

(RO, EL: 4 1i

§ 7. Przyklady sformalizowanyeh dowodéw
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T —~
(O ~ITI] A®)>4(a)) {ToL: 11; 3}
(8 ~
b 2T Am))A ~4(a)) {51, T21. §3, rozdz. 1: 7
9
(9) ﬂﬁ A (b) l {OZ, OK: 8}
(10) ~A(a,)
(11) a, # 0
{10; 1; T3a. § 4. rozaz.
(12) a, -1 {10;5;T33.54,m=a;g}}
(13) 1<a, {RO: T3; 11; 12}
(14) F(1+e=ay) {RO;: T4; 13}
(15) 14¢ = a Oz +:
(16) ¢ =0 } { o
(17) 41 =aq, {EI: T1; 15)
(18) g <a {BOg, DZ*: 17; T5; T4)
(19) < a,—A(e) {on*: 9}
(20) A(e) {BO: 19; 18)
(21) A(eg)—>A(6+1) {on: 2j
(22) A(a,) {BO, EI: 21; 20; 17}
Sprz. {10; 23)
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ELEMENTY TEORII MNOGOSCI

Rozdzial |
OGOLNA TEORIA MNOGOSCI

§ 1. ALGEBRA ZBIOROW

Pojecie zbi-oru nalezy do tych pojeé, ktérymi postugujemy si¢ w réznych
naukach réwnie powszechnie jak statymi rachunku zdan i kwantyfikatoréw.
Z dawna tez postugiwano sig tym pojeciem w logice, choé przez dhugi czas nie
poddawano go dokladniejszej analizie. Tak zwane zakresy nazw (pojeé) sg
zbiorami przedmiotdw oznaczanych przez dane nazwy (podpadajgeych pod
dane pojecia), a stosunki miedzy zakresami 83 pewnymi stosunkami miedzy
zbiorami. Szczegélnie czesto uzywa sie pojecia zbioru w réinych dzialach
matematyki. Np. w analizie rozpatruje si¢ miedzy innymi zbiory liezb i funkeji,
w algebrze — zbiory wielomianéw i réwnan, w geometrii — zbiory punktéw,
prostych i plaszezyzn. Dzial matematyki, ktéry ustala wlasnofci zbioréw
niezaleznie od tego, jakie sg elementy tych zbioréw, nosi nazwe teorii mno-
godei.

Podstawowym pojeciem teorii mnogofci jest pojecie nalezenia elementu
do zbioru. Dla zaznaczenia, Ze przedmiot ¢ nale2y do zbioru A4, piszemy:

ae A

Wzér ten czytamy tei czgsto: zbiér A zawiera element a, lub krét_ko: @ jest A.

O ile oznaczymy przez N, I i R odpowiednio zbiory wamt.kmh liczb na-
turalnych (tzn. calkowitych dodatnich), wymiernych i rzeezywistych, to praw-
dziwe bedq nastepujgce wzory:

2eMN, 10eM, W, PYZeR, =xeR
falszywe zaé beda wzory:
—2eRN, BN, 2}eN, YZeW, y—HR
. - —ry

W rozwasaniaeh régnych nauk zaréwno dedukeyjnyeh, ]a.k i przyrodnicsy
ustalony jest zwykle zbiér przedmiotéw, ktéryeh whmoéol. bada dana nauka.
Zbiér ten nazywaé bedziemy zbiorem pelaym i oznacsal symbelem 1.
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: biorem pelnym jest zbior wsz;-stk;_ch Bezh
W arytmetyce liczb rzeczymstychbzna e B e

. licz :
rzeczywistych, w arytmetyce -t wszystkich ludzi. o _
oty ateoplog — e A L ey o sbior —
W teorii mncig-ogcl tamatycsnych, takich jak: pojecie taori:L n?g tp:
iurin w?fn{fh p:i:!olz: ?iok.ladn-iej zanalizowane. Jest wigc teoria mmnogosci
Pojecie liczby zo
i tyczng. A biory o nieskonczonej
podstawowa teorig matema : zpiamy czesto zblory ne)
: ki wyrd
W réznych dzialach matematy

R PO snofciami charakterystycz-
i.losei elelflentévr. Teo_ria.é ;:nog_og?h f_’;{;::j]:m??ljfigtanic i rozwad] te::rii mno-
nyrat ta.hch szoréw e Y;;Jda,njem zbiorow nieskoniczonych. Twoéreg tego
gosci vnat:e sie :Jlaé;: ;erzy Cantor (1845-1918). Pierwsze prace Cantora
%masiem:tiiezrozumieniem i opozycja ze strony wielu Wsp("lczesﬁlyc_h
ﬁ matematykéw. Nawet wybitni mmtyc?@:ﬁl?e::t?::; c‘l"]e g?;g;

- . . . - s 0 =
E:Bko?;:::]ﬁsg m(:a.::;]dzkﬁr:lgid iw;c:?;dpfz;’pada na okres mnieco poprze-
dza.‘i:::y ::kazanlje sie pi’erwszych prac Cantora. .Uprze(i!zema. t;: ok::z:fﬁy sig
jednak nieuzasadnione, a teoria mnogo$ci rozwmclfu sie sz'yb o, stajge si
w krétkim czasie podstawows nauks matematyczng 1 uzyskujgc zastosowania
w réznych dzialach matematyki.

Powstanie i rozwéj cantorowskiej teorii mnogosci zostaly poprzedzone
opracowaniem pewnych pojeé dotyczacych zbioréw w tak zwanej {ngeb::ze-n
zbioréw *. W paragrafie tym budujac algebre zbioréw przyjmujemy ]a.kc_: je}
terminy pierwotne: symbol € oznaczajgey relacje nalezenia elementu do zbioru,
oraz symbol 1 oznaczajacy zbiér pelny.

Przyjmujemy nast¢pujace umowy dotyczace symboliki:

Litery male alfabetu lacinskiego:

T,y,z,1,u,..

oznaczaé beds dowolne przedmioty nie bedace zbiorami. Przedmioty takie
nazywaé bedziemy indywiduami. Dowolne zbiory indywiduéw oznaczaé
bedziemy literami

. X, ¥Y,z,7,0,..
Litery ,tluste“
X.Y,Z,T,U
oznaczal bedsg dowolne zbiory, ktérych
takie nazywamy rodzinami zbioréw.
Przyjmujemy aksjomat
Al.l.

3 wee

wszystkie elementy sq zbiorami. Zbiory

-IBH.Widatwiaerﬂgehry!

matematyka i J Boole'a.
angielsitiego Jerzego Boc

S - B
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Rozwazamy wiee ¢t

vlko te i i
zbioru pelnego. Dalsz mdywidua, ktére s

' 3 elementami ustalonego
e aksjomaty teorii mnogogci

stopniowo. TR —"
Podajemy definicje dwoch Podstawowych pojeé algebry zbior6w:
D1.1.

X=Y=[lzeX=0eY)

Wyrazenie X = ¥ czytamy: zbidr X j 0wo 16
P = * Jest zakres : .
wigce indywiduum, ktére jest elemente rowny zhiorowi Y. Kazde

m jednego
jest tez elementem pozostale 2o. J ego ze zbioréw zakresowo réwnych,

D1.2. XCY=[][(zeX>me Y)

Wyrazenie X C ¥ czytamy: zbidr X jest zawarty w zbiorze Y lub tez: zhidr X
jest czedciq zbioru Y, lub wreszcie: zbidr X jest podzbiorem zbioru Y.

Zbibér X jest wiec czedcig zbioru ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbiorn X jest elementem zbioru Y, przy czym zbiér Y zawieraé moze (lecz
nie musi!) elementy nie nalezace do X.

Udowodnimy kilka twierdzen algebry zbioréw. Dowody tych twierdzef
zanotujemy w podobny sposéb, w jaki notowaliémy dowody tez logicznych,
ale nie bedziemy na ogél zaznaczali w nawiasach klamrowych regul logicznych,
z ktérych korzystamy. Bedziemy tez dokonywali w dowodach pewnych skré-
tow. Uzupelnienie jednak dowod6éw tak, by nie zawieraly luk, nie powinno
sprawié¢ czytelnikowi trudnosei.

Lt ) 1% XC1
Wzér ten stwierdza, ze kasdy zbidr indywidudw jest podzbiorem zbioru pelnego.

Dow. (1) zel>(zeX>zel) {p—>(@—=p)}*
(2) 2eX>zel {1, A11}
(3) [J[(zeX—>zel) {2)
;c1 {D1.2, 3}
T1.2a. X=X
b. X=¥Y-Y=2X
-\ X =YANY=Z-X=2

Twierdzeniu temu mo#na nadaé tez nastepujgce slowne dormnlonmo relacja
réwnoéci zakresowej zbioréw jest zwrotna, symetryoczna 1 przechodnia.

* Zamiast numeru podaliémy samg tezq logiczna. W podobny sposéb bedziemy postgpo-
wali dalej.
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5d dwoch pozostalych Wzoréw pozo.

Podamy tylko dowéd wzoru ¢, dow
stawiamy czytelnikowi.
Dow. e. (1) X =T

3 Y=2
(3) n{mexsztf) (h1.1, 1}

{zal.}

(4) h(zeYErtm {D1.1, 2}
(3) ;:I =ze¥X 'Ei;
=reZ 1
52; :Z;Ei:z | {(p=9—lg=r)—=(p =1 5 6
(8) ”(IeIEJ‘tZ) {7}
X=z L1, 8}
T 3a. X =Y-XCYX
b. XCY¥YAYCX-sX =YX
Udowodnimy tylko wzér a, pozostawiajac czytelnikowi dowéd wzoru b.
Dow.a (1) X =¥ {zal.}
(2) zeX=zxe¥ {D1.1, 1}
B) z2eX—>reX 2}
(4) n(-#t.x—rtcf)' 13}
¥C¥ 1.2, 4)
A Xcx {T1.3a, T1.2a}

b. XCY¥ANYCZ-sXC2Z

Relacja C ]ﬂtr wie_c zwrotna i przechodnia, nie jest jednak symetryczng,
gdyz np. zbiér liezb pierwszych jest zawarty w zbiorze liczb naturalnych, lecz
pie na odwrét. Latwy dowdd twierdszenia pozostawiamy czytelnikowi.

L1.1. T=y—>[][(ze X =yeX)
x
Pow. (1) z=y {zal.}
(2) zeX=xeX {p=p |
(3) zeX=yeX {B1: 1, 2}
g(xexsytx) {3}
D2 .8a. Telgl=a2—y
B. T e{¥y¥ayoeny ¥al=x— WV =y,V...va — ¥n

' ﬁ}mw&eﬂﬁ&,%'“ ok . anal
F*ﬂfﬁ)‘"“’f Etérego elementami S8 gm“ :::ngjf’;’- g

1
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te indywiduna. Zbi6r {v} naz
Ywamy zbi i
kowyin. ¥ zbiorem ]ednoelementowym ludb jednost-
L1.2.
I;’(IQXEyeX)—-»z_—:!
Dow. (1) [[(zeX = velX)
A {zal}
(2) ze{y} =yec{y
r=y 3y
{v=uy, 3
T1.5. =y = = I
x y_.ﬂ(:eexayel} {Laa, 11.2)

Dwa indywidua s3 wiee identyczne wtedy i
. ; : y 1 tylko wted dla d
zbioru badZ jednoczeénie sg jego elementami, badi jednj;cme m': ::t?g

je:dnak znak identyecznosci traktowany jest w algebrze zbioréw jako termin
pierwotny. Twierdzenie T1.5 jest wyraznie analogiczne do tezy TVI, podanej
W § 6 rozdzialu IT czeSci pierwszej. Réinia sie one tylko tym, ze w jednym
méwimy o zbiorach, a w drugim o wlasnodciach. Istnieje tez miedzy nimi
Scidlejszy zwigzek, gdyz kaide z nich moina udowodnidé Przy pomocy pozosta-
lego (por. § 5, str. 162).

T1.6. X=¥->X=Y%

Dow. (1) X=Y {zal.}
X=X {BI: 1, T1.2a)

Zbiory identyczne sa wiec zakresowo réwne.

Nasuwa si¢ pytanie, czy twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe, a wige
czy zbiory zakresowo réwne sg identyczne. Intuicyjnie twierdzen ia. to nie budzi
watpliwodei, jednak na podstawie przyjetych dotad zalozen nie moze byé
udowodnione. Wprowadzamy wiee nowy aksjomat
Al.2, X=Y-X=Y

Zgodnie z tym aksjomatem, NOSzZgCym DAZWE a'ksjomatu aknsenajenﬂnoiu
dla zbioréw, zbiory o tych samyech alememaeh sq identycane. M_ jest m::
calkowicie wyznaczony, gdy podane jest, jakie przedmioty do niego

Prawdziwa jest wiec réwnowainosé

XFa¥Yf=X=% k

——— rozxdz. I[. € X))
ekatensjo nalnoéei rachunku sdadl (por. o= L.
* Skorzystalsmy tu = reguly
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‘ . . agi, ze reld 5. Gdyby jednak twierdzenie
Zauwazmy, Ze % T1.9 1 W tychmiast T1.2. : g
. i ika natyc : aksjomatu A1l.
e prm;d?t?,umodnione, nie mogh:zz;lgi przyjac 2
bylo wezesnie) ; i gprze . ; -
:;zn?bm{y otrzymania na-tycl.lﬂ?:f:w;gelbrl; Zbior6w. Notujac Je poshuzymy
etlm jernt ~|a
prwa'd"‘a.'_m{v dalg:i:ﬂedw; xj jest rownoznaczne Z wyrazenie (@ € X),
sie symbolem €. yraz ,¢I+I’E$‘X\’£‘Y
qué- mex.fﬁﬂt-thf*r
D1.5. xex__f;mc.xhﬁ'ey
D1.6. zc.x'éﬂ-‘-x
D1.7. pe0=o¢cl’
e i i boli zaczerpmni
definicji nzyliSmy symboli Zerpnie-
W pierwszych trzech sposréd tz:hjej o nologie. Tak np. S ialatile olre:

. ‘emy t
tych = arytmetyki. Zachowuje .
glone w D1.4 nazywamy dod awa'mem,
ktoére dodajemy — gskladnikami.

Zbiér X', okreSlony W D1.7, nazywam

$l w D1.8 —zbiorem pustym. _ .
omW?dIgmy, ze do sumy dwoch zbior6w naleza te 1 tylko te elementy, ktore

nalezg do jednego co najmniej ze gkladnikow, flo iloczynu — elen:tenty !::als}-
zace jednoczeénie do obu czynnikéw, do réznicy — elementy od]emel nie
bedace elementami odjemnika, do dopelnienia zbioru — elementy mie nale-
gace do samego zbiory, i wreszcie do zbioru pustego — elementy nalezace do
dopelnienia zbioru pelnego. o
Podamy przykladowo pare twierdzen, w ktérych wystapia zdefiniowane

ik tego dzialania — suma, zbiory,

y dopelnieniem zbioru X, zbi6r 0,

pojecia.
T1.8. (@4, Tay ooy Ta} = (@} (T} + -+ {za} (D138, b, D1.4, D11}
T1.9. zel
W my$l tego twierdzenia Zaden przedmiot nie jest elementem zbioru pustego.
Dow. (1) ze0 {z. d. n.}
(2) wel (D18, 1}
(3) mel (D1.7, 2}
SprZ. {A11, 3}
T1.10a. 0= 1’
b. | 1=0
Kazdy wige ze zbiorébw 0 i 1 jest dopelmieniem pozostalego.
Pow. a. (1) [[(zc0=2¢1") {D1.
(2) 0=1'
0=1 o

{Al
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W dalszych dowodach pomijaé 1
razenia typu X = ¥ do wyr Ejenia

edziemy krok do

wWo
tYPU X = , piszas of tarr o 1A€Y od wy-

Dow_ 'h. (1) x e ) mﬁlunm:1= I_
(2) zel=uze0 {D1.7, T1.9}
1=0 {P->lg—>(»p =g, A11
i, s, e o1, 8y DeGa)
=X
b.
; X1=—2X
d' X41—1
: .I'o: 0

Wzor a stwierdza, ze zbior

; ; pusty jest mod e
ze zbi6r pelny jest modulem moz’;m z%i;f;: dodawania zbioréw, wzér b —

Dow. a. (1) (reXvzeld) =2
X
(2) 2eX4+0=zeX ) {{I')"l'?;"[l‘;’vflzp],m.s}
X4+0= oy
=X (D1.1, 2}

Dowody pozostalych wzoréw sa analogiczne, przy czym w dowodzie
wzoru b powolujemy si¢ na Al.1, D1.5 i teze

n © Al.1, D1.4 i
b SRty LS L g ESEYESY)
” d Tl.g, D1-5 i " Mq—).{Pthg)

Podamy jeszcze jedny definicje algebry zbioréw:
D1.9. X Y¥Y=XCYAX 2= X

Zdeé!mowa_.na relacje czytamy: X jest czeScia wladciwa zbioru Y.

aunwazmy jeszcze, ze zamiast pisaé ¥ € XAy € X piszem

oraz ze zbiory, ktérych iloczyn jest pusty, nagywanfy mzlic;nw;r::lle =poR
Oméwimy pewna graficzng metode sprawdzania wzoréw algebry zbioréw.

Jest to tak zwana metoda diagraméw Venna. Zbiory — z wyjatkiem zbioru

Pe?nego — symbolizujemy tu przy pomocy kél. Majac do czynienia z dwoma

zbiorami X, ¥ rysujemy dwa przecinajace si¢ kola, z ktérych jedno symboli-

zuje zbiér X, a drugie zbiér ¥. Otrzymujemy wowczas diagram

g—~(prg = p)

” n

n " ”

(A)

Ileezyn X -¥ symbolizuje obszar I, ré#nice X —¥ obsszar IT, zad same X+ ¥
obszar zlozony z I, IT i IIL
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1482 mew

- ; wprowadzamy
- wienia dopeinienza zb:_uﬂl J Pro-
D{a symbeliczneso Ermndsh n. Umieszezajge W tym prosickaei.
kolo symbolizujace thidr X ofrzymujemy diagmd

w EiSrym czesf prostoksata majdujaca g poa kol‘em odpowiadajycym zbhio-
mﬁxmsmmdnpﬁniﬁnhmgoxhiarmtj.xbmrl. ‘

Zhidr X rawiera sig w rhiorze I’rtadyitylknrted{.gdyobsm_rmh_
mjwzhiﬁrxjﬁx-acs::l‘omthdimw:har Y Iob tei pokrywa

sie 3 tym cbsrarem, ) ) _
hjnmmmﬁmjemyzmzdngnmn (A). Ze praw-

dziwe sa np. wzory: X-¥CX, X-¥CTX, XCX+YX, ¥FCY+-Y X—Y¥YCX
Zbiér X jest rowny zbiorowi ¥ wtedy i tylko wiedy, gdy 53 one symbolizo-
wane przes ten sam obszar. Jest wiec np. widoemne z disgramu (A), Ze praw-
dzriwe sa wzory:
X-¥Y=%Y-X. X+Y=Y+X
z disgramn zaé (B) jest widoczne, e prawdriwe S8 WzZOry:
X-1=X, X4+X'=1
Wyragenie:
X Y- Z=(XLXY)(X+ 2D

sprawdzamy rysajec diagram

el smuwe

mikveflony kveskami piomowymi — ieh -
kreskowana podwéjnie, przedstawis floczyn (X+XY)-(X+ Z) Peniewat ob-
X+Y-Z i (X+X)(X+2) polzywajy se, wiee

zbiery te révne, -l_mvynﬁnj‘w
o= - piyhiémy kresek preerywaayeh, girt kveals
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m

Prawdnwois wBiT=:
XCEAYCr-xX ¥Cz- T

)

Falsrywodd wyTatemis:
XCYAZCY-X-YCE-¥

§ 1. Adgelws shhortw

Cwiezexnia

i tmn:mm:
= 1-X
E=F=X.-X

eCc X

A= a I =F

AC Y= CIXx

Ic I-I-!'-I
ECY=X-Y=@0

I X-n=0

:Wym-mm-mﬁ‘ b —

8) X-T)+T=TX
}) I+N-F=2X

LAY REN A

3. Sprmwdxsd, Se twiecdsesie TL 11 jest prosirym woisehien 3o wosbw o, £, g Swicsssin 3. T2 3
i nastcpReTed dwich wmnrdw, knicyeh dowdd sescacie podany w § 3=

X+ ¥Y=X¥+X, X -F=T-X
4 S i dseryn shiocdy medos ted sdefivwsd w DStpTigcy spoash-
E=X:¥FmIXICEaYCEafJIXcOaYTTC-ECD
F
E=X-YmEcXaZcYafl(ocxarcr-rco
=

- 3 Sl smma dwack rdeofew e . maTmUwlETE S IDGONSEm  SRECRSCTE
oba sihadniic Socryz dwoch shiordw je ajwwisym” hrem ssewriym v abu oy
=S

a) Tdowodnif ma podstawie tyeb defSniel waery podsse w feicaemin 3 omms waeny
T+ D+ E=IXI+(T+0H, X INI=X-I-B
H+NE=IXIL+¥Z. X F2+Ii=I+5IT+D

b Wrkssad revmovaincst podasyed la Sefemier sTmy | Sccryen simerdw @ deSmegems

Pldai DLS
S Spowwdndé prsy pomocy Gagramdw Veona DasStIpEiROe WISIY:
XCEAFCE-X+T¥CX
XTCT¥aXCE-XCT-X
FE=WIXI-Zs0-X-T+o
F-fF=aX-YF=0-X-Z=9% =
SeF = SCF N
SeF=8P=9
SF=8FPa0
P =8-FPabd
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- _ ) snioskowanis berpoéredniego omas tyby o3,
sprawdzis graficsnis nasigpujgce praws
&P*-S&P
S‘P_pﬁrs‘P
MaPaSaM 8P

MeP A SilM - 8P
Pel A Sal » E:P
Palf a Sel —»SoFP

T s3 prawdsiwe tylko przy zalodenin niepustodci rorwaianych zbiordw!

7. Eprawdsié graficznie wzoTy:
XCEZAYCT+X4+F¥CZ+T

XCYATCEAY+ZCXLTAX-Y=0AZ-TCY X4+ X+24+T= X-2.T-X

ICI’AZCTA.I+Z=IAI-Tn-O-rTCXATCZ

Prry sprawdzania tego ostatniego W2oTd, bedacego odpowiednikiem praws rachankn

ﬂ.mmmmwm;wamnnmm.
. i . - - - -

8. Wyksszaé prawdziwoéé nastepujgcych twierdses:

a) YCX-(X-N+¥=X

b)) X-F=0-(X+¥)-¥F=2X

¢) ¥CXAZ=X-FT»X=Y+12
d) XS IAY.Z=0X+ZCS ¥+2
e) Z=X-F>¥Y-Z=0

) XCYAY-Z=0-+X-Z=0

2) XS ¥Y»YT-X#0

B) XSG YAYCZ>XG Z

i) Z-X=0-(2Z+T)X-T)=0

i) ZCX4+ Y X+ Z+(¥-2)=X+%

Sprawdznié te wrory pizy pomocy disgraméw Venna.

8. Wabes XT=oF = (X—Y¥)+(¥—X) okrella dzislapie pa zbiorach rééne od dzisled po-
wm&-mxéfm}'ml’m_.mxir-

¥ wzory:

X-_X=0

X-¥=¥Y=-X

X-F=(X+Y)—-X-¥

X-F¥=X-X.%

X4+ TFT=(X=F)=X-¥

. Tdowodesd nastepojeos twierdzepis a.

) zeX T = ~@aXmze¥)
B T =FT=mX-F=0
® XCTF+¥-T=¥Y-X

|

22282

Przyjmujemy tez, ze Prs Pas Pay -

le' zll Z., aer

ornaczaja dowolne zbiory oraz ze symbole q, g ja dowolne
; 2 ¥y -« OID3CTI -
rﬁemzmchmknzda.ﬁ,wkt&rych'ystqpnjalwﬁom > -

V, f.’ ——

I. Przez a* oznaczamy wyrazenie , ktére powstaje z a przez podstawienie
Z3 ZINIENRE P, Py, P3, --- odpowiednio wyrazeh u’z“uz.,uz.,..

]IPrnez Z", Oznaczamy wyraienie, ktére powstaje z wyratenia a przes
zastapienie zmiennych p,, p, p,, ... odpowiednio przez symbole Z,, Z,, Z,, ...,
symboli za§ v, A, ~ odpowiednio przez +, "

Przyklady:
a a* Z,
VP, zeZ,Vz e, Z,+Z,
~(P:APs) ~(zeZ;nxeZy) (242
I3.1a. (avp)* = a*Vvi*
b. (aAf)* = a*Af*
c. (~a)* = ~H(a¥)
Wzory te wynikaja bezpoérednio z oznaczenia L
L2.2a zcvl= z¢+zf
b. z‘!'= z‘*z’
Wlmh'ﬂmwzmhn;___
12.3. Réwonowainoéd

a* E!tf.

(1)

J-'Dow. Lemat udowodnimy ne drodsze indukeji wagleden l
s o & o ) )

wmm" m;qmmbm-maﬁcﬁm“

Bp. zmienng Py, 4o BS

MIiﬂm’h'm
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152 . jak i wyrasenie @ e Z, ‘I;l'zyjmui& Posta¢
przypadku zaréwno Wy rm:dkuu'wzdr (1) ma Wiec posta

l!Zj-szi ) m‘zj:____—gcz‘i

i4cie — prawdziwy. % > 0) symboli stalych oraz ze dla wy.
Zalésmy teraz, fe W @ ?Yﬂt@?“,-'a;; {k symboli gtalych, wzér (1) jest praw.

dﬁg;msania a ma jedng 2 nast@pujacych postaci:

Bvy

: BAy

. 8
C.

W kazdym z wyrazef fiy wystepuja mniej niz k symboli stalych. Btad i z zalo-
genia indukcyjnego wynikajs wzory:

@) pr=weZ,
(3) y*=wel,
Udowodnimy lemat w przypadku a.
(4) a* = (BVy)* = B*Vy* {Ea1a)
(5) a*=aecZ,VoeZ, {4, 2, 3}

a*=0eZyt+Z, =vedy,, =ceZ," {6, D1.4, 1.2.2a}
W przypadku a wzér jest wige prawdziwy. Dow6d lematu w przypadkach b ic
jest analogiczny.
T2.1. Jedli wyratenie

a. a= f jest tezq rachunku sm,toZ,=Z,
b. a>f 5, 5 » n n Z,C2Z
c. a noo» ] » n da=1
Dow. a. (1) a=g {zad.}
(2) a* = g* {1, 1}
(2) veZ,= 2eZ, {L2.3, 2}
Z,=Z :
Dow. b. (1) a=wp %}' .
| o g a, 1}
i (3) :uz.-a-auz, {12.3, 2}
Z2,Cz, {D1.2, 3}

*-“ '-'-l“w*m’-'m'-z.

§ 2. Zwigzek Pomigdzy rachunkiem sdas o algebry sbioréw 153
Dow. ¢. (1) a
al,
(2) a* i:. ]?}
(3) ze Z, {L,2.3 2}
4 = oe ,
(4) ;"f.l el {P_"[g_"(P = 9)), 3, Al.1})
. = {D1.1, 4}

Udowodnione twierdzenie wskazuje na bliski

kiem zdan a algebra zbior6w. Pozwala tez ono otr
: IW. zymywaé bezpofrednio z tez
rachunku zdani twierdzenia algebry zbioréw, utworzone z gdch .

zanotowanych przy pomoey znakéw dzialah na zbiorach
kiem réwnofci lub zawierania sie. i polgezonych zna-

stosowanych twierdzeri algebry zbm?%mn;?w;ﬁny;w?mﬂ:mﬁJﬁxi
83 wzory algebry zbioréw, obok kazdego z tych wzoréw umieszczona jest teza
rachunku zdaid, z ktérej na podstawie T2.1 wynika dany wzér.
T2.2a. X4+ Y=Y+ X
b X-¥=%YXY-X
c. (X+¥)+Z=X+(Y+2)
d. (X-Y)Z=X-(Y-2)
e. X(¥Y+2)=X-Y+X-2
f. X+Y-Z=(X+Y)(X+2)
g X+X=X
h. X- X=X
i, (X4+-Y¥Y)=X"-¥'

zwigzek pomiedzy rachun-

{pvqg=qvp}

{prg = gAp)

{(pva)vr = pv(qvr))
{(pA@Ar =pA(grr)}
{pAlgvr) =pAgVpAar)
{pvarr = (pvaa(pvr)}
{pvp = p}

{pAp = p}

{~(pvg) = ~pr ~g}

o (X-X)Yy=X'4+XY"" {~(prg) = ~pVv ~q)}
kk XCX+Y {p—pvyg}
L X-FCX {pAg—>p}
m X4+X'=1 {pv ~p}
Owiczenia

1. Na podstawie jakich tez rachunku sdad otrsymujemy nastgpujgce wzory algebry sbioréw:
8) (X)Y=X

b) X.¥F4+X=X
0 (X+¥) X=X

* Weory i oraz j noaza naswg praw De Morgana dla zbioréw.
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2. Podaé weory algebry zbioréw, ktére otrzymujemy D& podstawie nastepujacych tes ra.
chunku sdad:
a) ~(~pVv ~g)mpAg
b) ~(~pA~q)=pVyg
o) PAg=+pVYQ

3. Uogblnié twierdzenis i lematy tego p
zbioréw.

4. Wyratenie

aragrafu tak, by dotyezyly réwniez odejmowania

r

pmg

wyni ragrafa logiczoych v, A, ~
nid ki tego pa tak, by dotyczyly nie tylko stalych ,
F::l:;wnlot -Mnrf-'.ppnyponqdkowmwu tej stalej znak rétnicy symetrycznej <+ (por.
éwiezenie 10a poprzedniego paragrafu).
5. Wykazaé, 2o jebli wyratenie ~a jest tezy rachunku zdad, to
Zy=10

6. Udowodnié wzbr

X X' == 0

§ 3. ALGEBRA BOOLE'A *

We wszystkich prawie twierdzeniach poprzednich dwéech paragraféw nie
wystepowaly zmienne reprezentujgce indywidua, lecz tylko zmienne repre-
zentujace zbiory, W twierdzeniach tych nie wystepowal wigc tez symbol ,e“
wystepowaly natomiast znaki dzialad na zbiorach i znaki relacji pomiedzy
zbiorami.

Do zdefiniowanin jednak tych dziatath i relacji, jak tez do dowodu twierdzen
méwigeyeh o ich wlasnoficiach, potrzebne bylo pojecie nalesenia przedmiotu
do zbioru. Nasuwa si¢ pytanie, czy nie mozna zbudowaé teorii zawierajace)
wszystkie twierdzenia algebry zbioréw, w ktérych wystepujq tylko zmienne
reprezentujgce zbiory i ktérej ugruntowanie nie wymagaloby tego pojecis:
Ot6z teorig take stworzyl Jerzy Boole (por. przypis ze str. 138). Zostala ond
nazwana od nazwiska swego tworcy algebrs Boole'a **. Znaczenie tej teoril
polega przede wszystkim na jej zastosowaniach. Podamy krétki opis te] teoril.

Terminami pierwotnymi algebry Boole’a sg symbole: +, -, ' i B. Pierwsze
brzy #q znekami dodawania, mno#enia i uzupehienia zbioréw. Symbol B oznd’
eza rodzing wezrystkich podzbior6w ustalonego zbiorn niepustego, ktory trakto-

- w oh
'”rw Wpdfmnhmmm:hmnmim«d’dw”
** Fevmin sgebra Boole's" usywany tes bywa w fanym znaoczeniu, mmunl.-tbll"’a"l

l 3. A'gﬁhm Boﬂh"

jemy jako zbiér pelny. 8n .

rodziny B nalety wics do B 6 |loc'z.'m ! dopelnienie zbioréw nalezacych do
tuja zbiory rodziny B, Notu
symbolami Iugicznymi,

Podajemy aksjomaty algebr
X i y Boole’a po "

kt_dm powyzej zostaly sformulowane nlovgnjt:ijgj:;‘:w 1 ey Eeea 2,
tej algebry, zostanie wyjagniony p6niej e. Bp » W jaki numerujemy tezy

N U+o=v4u

Kk u(v4w)=u-o4u-w
II~. UtV = (ﬂ'"‘ﬂ}(“"l-lﬂ)
1. U4v-v = u
Iv. U+4u' =op4o
IV*, U u =op9p

_ Wzory I, II i II* zostaly udowodnione w § 2 jako twierdzenia T2.2a, e, f.

W podobny &poséb mozna udowodnié wzory ITI, IV i IV*, ’
Zauwazmy przede wszystkim, Ze z podanych aksjomatéw wynikajg naste-

pujace wzory, ktérych stosunkowo trudne dowody pomijamy: h

I*. Uuv=74
b i u(v40)=u

Latwo spostrzec zwigzek pomiedzy wzorami oznaczonymi tg samg cyfrg rzym-
skg (raz bez gwiazdki, drugi raz z gwiazdks). Kazdy z takich wzoréw powstaje
z pozostalego przez zastapienie znaku - znakiem - oraz znaku - znakiem --.
O wzorach spelniajacych ten warunek méwimy, Ze sa dwoiste. Dla kazdego
wige aksjomatu algebry Boole'a istnieje dwoisty z nim aksjomat lub twier-
dzenie. Wynika stad, ze réwniez kazde twierdzenie algebry Boole's ma t¢
wlasnodé. Ostatnia uwage zilustrujemy przykladem:

V. U= Uu-+u
Dow. (1) %= w4 u-u (11T}
(2) wtu-w = (utw)(utu) {Ix*}
(3) (uAtw)-(utw)=utao ()
%= u4u {(1-3}
V* U= tH"u
Dow. (1*) u = u'(u-u’) ' 3 {fg‘}
(2%) w(u+4u')=wutuu (1T}
(3*%) u -t u-u = uu (1%-3%

U= U
Zauwasmy, #e odpowiednie wiersse tych dow




_ 1. Ogdins teoria : o
‘ i w § 1, i nie bedacymi termi.

Terminami algebry shioréw, TPOL '."‘nl' ) T c (termin = pomijamy, gdys

: ; algebry Boole byé rdefiniowane na gruncie al.

1=u+u
- S p—
VIIL wCo=uio=7¢

slgebry Boole’s wystepuja terminy 01 1,

o j 0 symbolem 1. ) ) )
lem © erax symbal III i III* zastgpié wzorami prostszymi:

- s+0=u
. s-l=w
Podamy praykiadowo dowody dwoch jes .
x "= -"+.‘."
— W — =, Iv*, VI}
@) s1=u-(otv) [
(3) w-(eiv)=w-otu-e g
s=s-v+uv {-3)
W wierssa 2 dowodu skorrystaliémy z reguly ekstensjonalnodei dis ides-
tyczmodcl.
Waorem dwoistym wigiedem X jest waér
x* %= (u+9)(utr)
W sastepuiecym twierdsenin wystepujy terminy rachunks sdad:
XL Ere=1aw'+e =1wu=1¢
Dew. (1) siteo=1
B s=juie)luty {X*}
o it —niy ax=, 1, I7}
el Y =iwwtw) {II*, 3’ I}
B ) -y o
LE 4 g }

N I {8-8}

§ 3. Algebra Boole'a = 157
Twierdzeniem dwoistym wzgledem twierdzenia XT jest

x:,...,a;—termjmmipiemtnymimb i jakiei$ innes =

Jiﬂll&k&lomﬂ-tytmri_i‘r,gdymp- ¥ w nich symbol =, symbolem =* -

bol s symbeolem .z,* itd., stany sig aksjomatami Inb twierdzeniami tmﬁz :;.!:
- = r

?n@a?uﬂthm?hﬁdiejpojw(pmchlnbﬂeﬁniow:nyeh}m
jakis zbiér B*, majacy co najmniej dwa elementy, oraz dzialania +*, -* ‘=
]k.tﬁry!‘.:hdﬂ pquﬁhnhmidmrmmrymi,m—d}n:
@m_]ﬁnmgmmwmmhmmmHQMh'm
nujac je na elementach zbidru B* otrzymujemy zawsze elementy tego zbiorn.
Hu@mml&ymmvdﬁgm-hjomjdmmmmm’
w nich symbole |, -, ' odpowiednio symbolami +~=*, -=, ‘=, staja sie aksjo-
matami lnb twierdzeniami teorii T*. '

Widoezne jest, 2e jedli teoria T ma interpretacje w teorii T*, to kasde twier-
w teorii T mogs wiec by¢ przenoszone antomatycanie do kaidej teorii, w kié-
rej T ma interpretacje. W szezegblnodei w kaidej teorii, w ktérej mose byé
m_m'malgehnmminniajeﬁmtpedwm‘
nie réinigey sie od tej algebry.

Najprostszy interpretacje algebry Boole’a ozzymujemy, gdy symbe-
lom +, -, posostawiamy ich niezmieniony sens, symbol zad B rezamiemy jako
dowolne cialo zhioréw, tzn. jako rodzine shiordw, liesges co najmniej dwa ele-
ut,-,imgvh-ﬂ,hm,h,mibpd_'—h“,w



b L Ogéins teers ‘ o

‘emy © jeszeze jednej interpretacii algebry Bootea.

— ) i jednio dwoiste wrgiedem wyraded a i 8,
2 Wykssaé, fo jelli wyratenia o, i f s ofpowiedzio
to wyrsienia o, C 5, i § Co s réwnowaine.

§ & DZIALANTIA NIESKONCZONE

Niech
u) I‘l' xl!' I‘l -
bedzie dowolnym ciggiem zbioréw i niech
Y =glX)
bedzie funkejy okreflong dls kaidego wyrazm ciggu (1), ktérej wartoSciami
&3 zbiory.
D4 .l’tU,(Ic)EEs"{I;).
1 L Ts |
D43,

:1917{141 E‘I:’-.I eplXy)

(K" Dlid-i.m

159
W ezczezflnodci symbole | ) X, i (
sym hH.Islg‘I, ('pnypndhtm,(x')=x)m
qumeiﬂmm'(l),mmﬁﬂmﬁn(wm
t-p:n';(;!’]:.r)omcnjammgiﬂmynﬂl;:b'daguh‘
X,X;,X,,..

Nastepujgce dwa Wzory £3 uogdlnieniami praw De Morgana:
T4 1a. (UX) = ﬁx:
=1 [

b. (ﬁxtr=gx;

Dow. a. (1) S!(E:.If)'ﬁ ﬁ-'{:c‘L-J‘I;)E M(‘g;ltzdgﬂ—-{.ltx;)=

=[]seX,=2¢eNX,
=1

f«R

{DL7, D41, DL7, D42}
(2) g[ncho'sn ‘r_'ilx:] o

(HI;)'=‘QI; {b11, 2}
Dowéd wzora b jest analogicany.

T4i2a n.IcCI*GItCI

i«R =1

b. [1XCx~>XCN X,
R =1

Dowody tyeh twierdzed, bedscych odpowiednikami dwéch pierwszyeh tez
podanyeh w éwiczenin 5 na str. 149, pozostawiamy czytelnikowi.

_ Niech X bedzie dowoing rodzing zhioréw. Zekindamy, fe funkeja ¥ = o(X)
Jest okreflona dia kaidego elementu rodsiny zhioréw X i fe wartofciami tej
funkeji sq zbiory. Nastepujece dwie definicje sg uogéinieniami D41 i D42

D43, zeUp@M= 5 repl(X)
XeX XaX
Dag zeNold) =[] segi{X) -
XeX XaX
W szesegéinodei symbole |J X i N X (w praypadis fym ¢(X) = X) cma-

XeX XeX

-ﬁm'ihqﬁlﬁuﬁﬂmﬁﬁnﬁl
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Cwiczenia

. Ddowodnis nsstgpujsce WEOTy:

- , -
0 V(XF)=X VI

o P ¢
. - « M
W QT LT
o0 a0 o0
¢) VXt T)m VXtV ¥
=1 {=1 {=1
o A X : ¥
9 c':: e 20 -:t : {1
2. Udowodnié wzory *:

B) (VU XY= n X
XX XeX

b) (N X)= VX
XeX XeX

3. Udowodnié nastgpujgee twicrdzenis:
o0 oo
a) (A CEB)+»w4 C UB,
L f=1 ]

L]
b) 1] (XCY)»UXCUY
eX Yay XeX YaY

4. Wykazaé, 2o w preypadku gdy X jest sbiorem pustym, zbidr ¢ (X) jest tez pusty, sbibe
znh xr.\:w(I) jest pelny, niozalegnie od tego jak okreélimy :u::;ojq P.
6. Udowodnié, 4o w proypadku, gdy X = (Z, U},
x\:xwﬂ) = ¢(2)+o(U)

Ornge

xf:xw(I) = @(Z) @(U)

6. Podaé defini
ojo x'-:l-l ixr:'.! analogiczne do definicji sumy i iloozynu zbioréw podanych
w éwiczeniu 4, § 1. Na
przednioh

bwicronineh oras wykeszas

—_—

o § 5. Noczyn kartezjanski zbior6w

161

clementami sy liczby rzeczywiste. Podst.
ujmuje nastepujscy aksjomat: Awowa wlamoté par uporzadkowanych

AD.1 By, = (2, 1> = @ — ZAY =1

Dwie pary uporzadkowane By wige i wted

‘ . ¢c identyczne wtedy i

ld',_:ntyuznu gy ich pierwsze clementy i idcntyc};ne 83 ich gr;g:'gl:l:men j.’Clg‘dﬂi

wice a # b, luq pul"_’? 4,05 1 (b, a) sy rézne. Zamiast pisad ((x v z)tyiuem-

@, Y, 2>, podobnie zamiast pigad K@, 9,2, 1) piszemy <=z ;,t s,t) p()gﬁlmm‘y

uklad uporzadkowany przedmiotéw, oznaczonych nymhola.m; a:; ’ n:. ozZna-
¥ ey Emy

CLNY Przez (@y, ..., Ty>. Whr6d tych przedmiotéw ni
’ . ek zystii
moga byé identyczne. TS, & nEwet wa ki,

DJ.1 {w,y}ex;al’-.::eXn::;eY

Doltadna postad tej definicji jest nastepnjaca:
(!GI)(Y:EE Eq-—_.:{m’-y/

ze X ye ¥

Zbior X » Y nuazywamy iloczynem kartezjaniskim lub produktem
zbioréw X i Y. Oczywiste jest, ze dla kazdych dwéch zbioréw istnieje ich
produkt.

Jesli przez € oznaczymy zbidr wszystkich liczb calkowitych, a przez 9,
tak jak poprzednio, zbiér wszystkich liczb naturalnych, to iloezyn € <M
bedzie zbiorem wszystkich’ par uporzgdkowanych, ktérych pierwszym elemen-
tem jest liczba calkowita, a drugim — liezba mnaturalna. Przy pomocy tego
zbioru zdefiniowane jest w arytmetyce teoretycznej pojecie liczby wymiernej.

7 nastepujaeego twierdzenia skorzystamy w dalszych paragrafach:

T5.1a. (X+Y¥)xZ = XxZ2+Y %2
X Y=0>(X%xZ)(Y>2Z)==0
1,2, ..., xX={A}xX+{2}xX+..+{n)xX
XCY+»Xx2Z2CYxXZ
X £0>{X}xX #0
f. (X} XX #{Y}x Y>({X}xX)({¥} x ¥)=0

Podamy tylko dowdd wzoru ¢, pozostawiajac czytelnikowi latwe dowody
pozostalych wazorow.

Dow. e. W celu udowodnienin wzorn ¢ wystarczy za.uwnt-yé, #© para
uporzgdkowana (i,a) jest elememtem zbioru {1,2,..,n} xX jak tez ele-
mentem zbioru {1} x X+ {2} x X+ ...+ {n} x X wtedy i tylko wtedy, gdy i
jest liegbg naturalng < n, element zaé @ nalezy do zbioru X.

Niech ®(z) bedzie dowolnym warunkiem, zanotowanym przy pomocy
zmiennej wolnej ®; w wyrazeniu tym wystepowad tez mogq inune mmf
wolne, Przez @(a) oznaczamy wyragenie, ktére powstaje z ¢(::)p praes :o&t:
wienie za zmienng @ smiennej a. Analogicsny sens maja symbole ®(z, t) i @(a, b).
1
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wadzimy dwie definicje pozwalajace W prosty gpos6b oznaczad Zbiory
me y .

spelniajgce dane warunki: i

D5’2 @ E Ed’(a} =

- a

Zbiér [{P(a) jest wigo rbiorem wezystkich przedmiotéw spelniajgcych wary.
a

s i¢ rownowaznosé . T1.6 i TVI (ecz. L
Przy po D5.2 moina udowodnmiC T . z 1,
rozdz. IT §m6?°y]ﬁn.nowicie z prawej strony réwnowaznosci T1.5 _‘IZYSktEemy
- ] . 2 /N = =
praws strone réwnowaznodci TVI podstawiajac za ,X“ wyraZenie ,.EE (a)

2 waznofci TVI uzygku]emy
i korzystaj D5.2. Z prawej za§ strony ré6wno i
;n:ﬂ l::::: f-éwnowmoﬁci T1.5 przy pomocy podstawienia **: A(t)/te X.

D5.3. ac fd(a, )= I [a= ¢ tHOAD(2, 1)]
ab o
Sens tego pojgcia wyjaénia
T5.2. (@, 9>« gﬂn, b) = P(2, ¥)
Zbiér [ P(a, d) jest wigc zbiorem wszystkich par uporzgdkowanych, ktérych
a.b
elementy spelniaja warunek @(z, y).

Dow. (1.1) <(»,y)> e [[P(a,b) {z. dow.}
ad
13) 33K, 9> = (&, DAD(s, 1)) {D5.3, 1.1}

(1.3) {(z,y>= <=ut.>} {1.2}
(1.4) @(z,,t,)

(1.5) o=zAy=1t {A5.1, 1.3)
(1.6) ®(z,y) {1.4, 1.5}
(2.1) P(z,9) {z. dow.}
(2.2) <(=,9)> = @, YA P(2,y) {2.1}

(2.3) ‘?2',‘ (K=, 9> = (=, HAD(z, 1)) {2.2}

2.
(2.4) (2,9 ¢ .Li;ﬁn, b) {D5.3, 2.3}
teza

{1116, 21 - 2.4}
W myfl D5.2 sbiér werystkich dodatnich I rzeczywis oznaczyé
mu-ny-m@(a>om-st),n' wuyntﬂahp;:iméwwig::ﬁumW(ﬂ)

§ 6. Elementy teorii relacji

przez [ (a*+b* = 10).
ab

Cwiczenia

1. Wykazas, e

(2, Vio 8D = (ﬁl’ll‘l>-=l =Z AW

2. Udowodnié réwnowatnobs Hcal il

(cr,)-(v.ﬂ>-ﬂ-'
3. Udowodnié wzory
8) (X-¥)XZ = (Xx2Z)(¥xZ)
b) (X—¥)XZ=XxZ-¥Yx2Z
4. Wykazaé na prrykladsie falsrywoks wszoru

IxXxY=¥xJX
6. Udowodnié wzory:

a) P; [®(a) v ¥(a)] = @wan}-j: ¥(a)
b) 1;,“ [®(a) A ¥ (a)] = gﬂa}@!i’(o)

°) I] (P (2) = ¥(2)) = {Ewt«) = F¥a)
d) ]} (@) +¥@) = Eow@ c Lj,‘;co)

§ 6. ELEMENTY TEORII RELACJ]

Teoria relacji stanowi jeden z waZniejszych dzialéw logiki matematycznej.
Ograniczymy si¢ tu jednak do oméwienia tych tylko pojeé tej teorii, ktére
83 potrzebne do ugruntowania teorii mnogoéei.

Podajemy przede wezystkim definicje podstawowego dla matematyki po-
jecia funkeji:

D6.1 R < funke = [][][] (Ry A eRe—y = 2)
= v s
Relacja jest wige funkejq whedy i tylko wtedy, gdy d-owolny pﬁodmlot Inole
pozostawaé w tej relacji do najwyzej jednego przedmiotu. Funkejami sg wigo
np. relacje nastepujqce
=B,y =y = |2
al,y =y =
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Z T5.2 i D6.1 wynika ' '
Wniosek 6.1. Relacja B Jﬂ"f"ﬂl"‘?
E (aRb) nis naleiq iadne dwie pary %p

a wtedy & tylko wiedy, gdy do zhiopy
orzqdkowane o tym samym clemencie

;mmﬂimd’wmwk.
R) = > =Ry
- z ¢« D(B) g:'
b. ye D(R) = 2 =Ry

Zbiory i ywamy lewa i prawg dziedzing relacji B+,
Jedli zbime?lf{i;;g(?:stnfbiér wizyatkich lic.zp paturalnych, to lewg dzie-
dzing relacji wiekszofci jest zbibr wazystkich liczb natpmlpych >1.’i pPlawy
dziedzing — zbiér wszystkich liczb naturalnj:ch. Lewa dziedzina relacji: 2 jest
ojeem g, jest podzbiorem zbioru wszystkich meZczyzn, prawa — zbiorem
wazystkich ludzi.
Z T5.2 i D6.2a,b wynika
Wniosek 6.2. Zbidr D(R) jest zbiorem wszystkich elemeniow pierwszych,
ebidr zaé D (R) zhiorem wszysikich elementow drugich par uporzqdkowanych
naleiqoych do zhioru g (aRb).

D6.3. R ¢ funkcAz e DR)—»[y = R(xz) = zRy)

Element E(z) nazywamy wartoécig funkcji B dla argumentu z. Za-
uwazmy, Ze w przypadku, gdy R nie jest funkcja Iub gdy '« D,(R), symbol R(z)
nie ma okreflonego sensu.

Z D6.2a,b i D6.3 wynika

Wniosek 6.3a. zeD(R)=3 2Ry

veDy(R)
b. YeDy(R)=3 xRy
ze DhiEh .
c. R e funkepz « D{R) —+R(Z) € D'(R} oy
Dés . VeR(X)=3 (aRy) il

Zbiér B(X) nazywamy R-owym obrazem zbioru przypadku gdy
; R
jest M-—zb.iora'm wartofci tej funkeji ﬂ:’;gnmmtéw nﬂ:ﬂwy&
b B - : Jedynym elementem jest zero, Te-
Lacjs Jost relacja mniejesodei, to shiorem B(X) jeat zbicr wssystiioh

.m‘mwm*m .
ﬂm—mi Tm&w“mmm.pﬂ‘

§ 6. Elementy teorii relacji 165

symbol R(X) — pewien zbiér Pierws sens wted
: ew. s Zy z tych sym tylko
gdy R jest funkejg i 2 e Dy(R), symbol drugi ma le:uz::m y !

TO.1a. 5 of o I*R(X}CE{I)
b. R(X+Y)= R(X)+R(Y)
c. BR(UX)= ]
( iL-J: 0 ¢L-J;R (X,)
d. - ~ v
'{len — R(If)—*‘l_-{zf = I;-}-.R(HLI.)

¥atwe dowody wzor6w a oraz b i i
; pozogtawiamy czytelnikowi -
wodpimy dowodzge réwnowaZnofici: Y TR, wia

Yy e R(‘g X)=9yge J R(X,)

{=1

Dow. yEB(HIdEZ zRy =
1 o
ze U X4
f=
=22 zeXinaRy] =

= 22! [z e X AzRy] =

+= iw

=23 3 [z« XAzRy] = {D6.4, D4.1, wzér 2n na str. 108,
fie® =z wzir le na str. lm

=dyeR(X)=yelJ) R(X)
ieR f=1

Dila udowodnienia wzoru d wystarczy wykazaé, Ze przy zalofeniu
JH Xia= B(X: (a) jedli ycUXy, to ye L+ R(UX) i (b) jedli y<« Xyt

+B(gx.), to y ch..

Dow. (@) (1) [I Xers = R(X) {za}

(2) vel) X, ]
=1

(3) heRN {D41, 2}
(4) weX,
(6) H=1vi>1 {3}
(11) &=1 s ol
(12) welX, {4, 1.1}
(21) >1 {z dow.}
(2.2) 4—1eR {8, 2.1}
(2.3) X, = R(X,_,) {1, 2.2}
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(2.4) yeR(Xy) {4, 2.3}

2.5) yeU RB(X0) {D4.1, 2.2, 3.4}

=1
(2.6) yeRB( 9 X (T6.10, 2.5}
1
© yeXitBR(U X0 {6, 11512, 2.12.6)
i=1
(b) (1) IZXH.,= R(Xy)
fe s {ZB-L}
(1.1) yeX, {z. dow.}
1.2) yeU X D41, 1.1)
f=1
(2.1) ye«B(U Xy {z. dow.}
=1

(2.2) y c‘Lj‘R(I;) {T6.1c, 2.1}

(2.3) i, e (D41, 2.2}

(2.4) yeR(X,)

(2.6) X4 = B(X,) Qa, 2.3}

(2.6) yeX,,, (2.4, 2.5}

(2.7 H+1ledM {2.3}

(2.8) yeU X {D4.1, 2.6, 2.7}

yeU X {2, 1.1-+1.2, 2.1>2.8}

=1

E:ueg?lny‘m pMm pojecia funkeji jest pojecie ciagu. Mianowicie:

~ Ciag nieskoficzony jest to funkcja, ktérej lews dziedzing jest zbiér wszyst-

kich liczb naturalnych; n-ty wyraz ciggu jest wartodcig tej funkeji dla argd-

mentu =. Cngmn;askoﬂmny 0 wyrazach a,, a,, 6, ... OZnaczamy Pprzez {@n}-

Ciag skoficzony n-wyrazowy jest to funkcja, ktérej lews dziedzing jest
zbiér liezb naturalnych < n. a2 g, Sy

D6.5. zR™'y = yRa

Relacje B~ nazywamy konwersem relacji R. Konwersem relacji < jest
relacja > i na odwrét. Konwersem relacii: jest mesem, jest relacja: jest 2on&-

Waiosek 64. (@,9)¢ g (aR™%) = (y, @) « [ (aRb) (T5.2, D6.5}
16.1a. D{(R) = D (R™) =
b. Dy(R) = D(R™)

§ 8. Elementy teorii relsefi

{D6.2a, D6.5, D6.2b}

PR = Dy B D11, 1)

Dow6d wzoru b jest analogiczny.
D6.6. Rel—1 =R, R efunke

Wyrazenie K €1—1 czytamy: relacja R jest doskonala, lub: relacja B

jest jedno-jednoznaczna. Relacja jest wi 1
) . n: ¢c doskonala wtedy i tylko wtedy
gdy jest funkcjy i jej konwers jest tez funkejs. v '

Przykladami relacji doskonalej sg nastgpujace relacje arytmetyczne:
zRyYy =y=2zA2,yeMN
oRYy =y = oAz, yeMN
zRy =y = A2,y eR

Z wnioskéw 6.1 i 6.4 oraz D6.6 wynika

Wniosek 6.5. Relacja R jest doskonala wiedy & tylko wiedy, gdy do shiorw
g(aRb) nie nalezqg 2adne dwie (rdine) pary wuporzqdkowane, kidrych ele-

menty pierwsze lub drugie sq identyczme.
L6.2. Rel—1-R1'el—1
Dow. Stad, ze Rel—1 i z wniosku 6.5 wynika, ze do zbioru g (aRb)

nie nalezg zadne dwie (réZne) pary uporzgdkowane 0 pierwszych lub d.rugmh
elementach identycznych. Stagd i z wniosku 6.4 wynika, e réwmet do zbioru
E (aR™'b) nie nalezg Zadne dwie takie pary. Odwolujac si¢ jeszcze raz do
ab

wniosku 6.5 stwierdzamy prawdziwodé lematu .

L6.3a. R el1—1Az e D(R™) >z = R(R™(2)
b. Rel—1Am,y € Dy(R)AT # y—>E(2) # R(y)
c. R ¢ funke—R(X—Y) = RB(X)—R(Y)
Dow. a. (1) Re 1—; . } {zad.}

(2) ﬂCDl{ = 6. 1
(3) R, R efunke - {{g:.s: s,li 2}
(4) E(2)= R'(2) =aR7'E7(®) (1)
(5) zR'R7'(z) . (D65, 5}
() R':(z;m’b - (D620, 6)
7) E— {.’3 € 1 7’ &

» wod L6.2. jest wyraénie mniej ) ;
Niotm];:y jest ted d:wr&d 1L.6.2. zanotowany wylacznie pr:yopommw
dowéd nie wyjaénialby calkowicie intuicyjnej strony TOSUmMOWANIA. dalssyoh
podrecznika bedsiemy czegsto slownie formulownd dowody-
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. b. (1) Rel—1 {m}
Do :2) 5sy¢-D!(B)
(3) =+9¥ {z. d. n.}
(4) RB(z)= E(®) (D6.6, 1}
(5) -Rl B—l Efu.llkc {DG_3, 5’ 2}
(6) zRR(z)AYRE(y) (D6.5. 6}
() BEibakEs {D6.1, 5, 4, 7
(8) ==y (3, 8)
Sprz. . -
Dow6d wzoru ¢ pozostawiamy czytelnikowl.
T6.2. Re1—1nXCDR)~E*(BXD)=X |
Eatwy, lecz dosé dlugi dowéd tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikow:
s
D86.7 zRyy = zRynze X

Relacje Ex nazywamy relacjg ograniczong do zbioru X.

Z D5.3 i D6.7 wynika .
Wniosek 6.6. Do zbioru [ (aRxb) naleiq te % tylko te pary uporzqdkowane,

“ - -
HdnnawqdomE(aRb)iWrychdcmmymszamlmdox.
alr
16.4. Rel—1—->Ryel—1
Dow. Stad, ze Rel—1 i z wniosku 6.5 wynika, ze do zbioru g(aRb]

nie nalezg zadne dwie (rézme) pary uporzgdkowane o piarwszych- lab drugich
elementach identyczaoych. Stad i z wnioskn 6.6 wynika, Ze réwniez do zbioru
§(¢Bﬂ) nie nalezg 2adne dwie takie pary. Stad i z wniosku 6.5 wynika lemat.

L6 5a. XC D{R)—>D{RBg)= X
b. X C D{R)—~+D,(Rx) = R(X)
Dow. a. (1) X CDi(R) {zad.}

(1.1) ze Di{Ry) {z. dow.}

?i; sR;x;, {D6.2a, 1.1}

1 ze 1, 1.2}

(2.1) zeX Egsdt;w.}

(2.2) 2« D(R) 4, 2.1}

(2.3) =Ry, {D6.2a, 2.2}

g-;; TBxYs ; {D8.7, 2.3, 2.1}
o« DiBx . 2.4
DyRx)= X ey !

{D1, 1.1-1.3, 2.1—»2
Dowéd wzora b pozostewiamy csytelnikowi.

2E; 8y = 3 (zRen28y)

-
"

oL !
a 1
r

§ 6. Elementy teorii relacji -

Eelacje B; 8 nazywamy iloczynem wz i Bi 3
; glednym relacji B i 8. Relacja

pmsm;}adloécl prostych w przestrzeni jest iloczynem wzglednym r:lacji réwno-
leglogci prestych i prostopadlogei prostych na plaszezyinie, gdy2 prosta 1 jest
prostopadla w przestrzeni do prostej m wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prosta
ré?-nolegh.do I i przecinajaca jednoczeénie m pod kgtem prostym. Belacja:
@ jest teSciem y, jest iloczynem wzglednym relacji: # jest ojeem z, i relacji:
sz jest Zony y.

Z T5.2 i D6.8 wynika
Wniosek 6.7. Para uporzqdkowana {(z,y) nalety do zhioru E (aR; 5)

) b
wtedy + tylko wiedy, gdy dla pewnego z para (=, 2) € [ (aRb) i jednoczcinie
ab
para <z,Y> € g{aﬂ’b).

L6.6. R,8¢1—1->R;8el—1

Dow. Zalézmy, ze relacja R; 8 nie jest doskonala. W myfl wigc wmio-
ska 6.5 istnieja takie @, ¥, 2, Ze y # = oraz

a. {z, ¥, (3,3>€‘-Z;(G~R;m}
lub
b. {y,®), <z, @>€§(¢R; 8b)
Rozpatrujemy przypadek a. Z wniosku 6.7 wynika istnienie takich ¢, 1 &, e
(1) (x, ), {z, 1t ‘fg(ﬂm)
oraz
(2) {t, ¥, <k, 2> € gtd&b)

Jefli t, — t,, to wzér (2) jest sprzeczuy 2 f&lﬂi&nla!II, zeLscl—l. Juﬂ:::
h;ét,,towzér(l)jastnprmmyzmloiamam,ﬁol?cl—.Pﬂyp-dak_ Loy
moze wiec zachodzié. W podobny sposbb wyhfnjemy nmoﬁvuﬁ_
padka b. Zalozenie wiegc, 2e R; 8 <1—1, prowadzi do sp

L6.7a. Dy(R) = Di(8)—>D(R; 8) = DdE)
b. Dy(R) = Di(8)->Ds|B; 8) = DylB)
Dow. a. (1) Dy(R)= DiS) {fdl )
(1.1) =z« DdR; 8) {{Da j‘,.}..‘l.}
(1.2) aR; Sy, 1.8}
L% o o2
(1.4) @< Dy R) e
(2.1) o< DoB) s
(2.2) oBs {D6.3w,
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(2.3) 2, € Dy(R) E?ﬁ:gi 2.2}
(2.4) ¢ Di(8) 28
(2.5) 2.8¥s {Dé6.2a, 2.
(2:6) zR; Sy, {D6.8, 2.2, 2.6}
(2.7) x e Di(R; 8) {D6.2a, 2.6}

Dy(R; 8) = D{R) D11, 1.1->1.4, 2.1-2.7)

Dowéd wzoru b jest analogiczny. .
Z udowodnionych lematéw skorzystamy w nastepnym paragrafie.

D6.9. O relacji méwimy, Ze jest relacjg typ.u réwnow‘az.noﬁei wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zwroina, symetryczna 1.przechodn.}a. . . ‘
Przykladami relacji typu réwnowaznofci s3: relacja rﬁwnoéc:,‘ podobien-

stwa wielokatéw, réwnowaznofci figur plaskich, réwnoznacznofci wyrazen,

posiadania krwi tej samej grupy. =
Nastepujaca definicja jest odpowiednikiem D1.1:

D6.10. R= 8= ][] [|[(«Ry = «8y)
z ¥

Wyrazenie R = 8 czytamy: relacja B jest za.krano?vo réwna relacji
Odpowiednikiem T1.2 jest twierdzenie nastepujace, ktérego latwy dowéd
pomijamy:

T6.2a. R =R
b. R=8->8=R
e. R=8A8=T->R=1T
Odpowiednikiem T1.6 jest
T6.3. R=8->R=8 {EI1, T6.2a}

Odpowiednikiem aksjomatu ekstensjonalnoéeci dla zbioréw (A1.2) jest
aksjomat ekstensjonalnoéci dla relacji:

AS.1. R=8S->R—S8
Z T6.3 i AB.1 wynika
T6.4. R*BER:B

Wyratenia typu R = 8 mozemy wiec zawsze zastapié przez wyraZenis
sypu E = 8. Z tego wzgledu postugiwaé si¢ bedziemy dalej tylko symbolem =-
Podajemy jeszeze jeden lemat, z ktérego skorzystamy w dalszych pare-
gratach :
16.8. X = D(R)>Ry = R

* Por. odsylacz na str. 100,

§ 6. Elementy teorii re] "
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ow. (1) X = Dy(R) —
(1.1) Ry E:ﬂlg
(1.2) :cRy {[;6 :"i}
03 o = donr)
. T € Dy(R) - A
(2.3) zeXx ggzii 2.1}
it
W ﬁffi R {D6.7, 2.1, 2.3}
o 6'101 1-1‘-‘- - 3
D6.11. o 1.2, 2.1+2.4)

TR+ 8y = zRyv 8y
Relacje B+ 8 nazywamy sumg relacji B i 8.

L6.9a. D(R+8) = D(R)+Dy(8)
b. Dy(R+ 8) = Dy(R)+Dy(8)
c. (BE4+8)"*= R 148
d. B, 8 ¢ funkcA (Dy(R))-(Dy(8)) = 0 >R+8  funke

FLatwe dowody wzoréw a—c pozostawiamy czytelnikowi.
Wz6r d udowodnimy wykazujae, ze przy zalozeniach 1.6.9d:

jeSli zZR+SyAnzR+4-8z, to y = =

Dowdd L6.9d:
(1) R e funke
(2) S € funke

(3)  (DdR):(Dd8))-= 0 {zal.}
(4) zR+SyazR+ 8z
(5) (zRy vaSy) A (zRzvxSz) {D6.11, 4}

(6) (zRy A zRz) v (x8y A 282) v (2 Ry A 28z) v

V(28y A vRz) {T39. § 3 B. I, cz. I; 1.2}
(7)  ~(28yrzRe) {3}
(8) ~(zRy A 28z) {3}
(9) (xRyazRz)v(2SyA28z) {6, 7, 9}
(1.1) aRyAzRe {z. do"‘;-} -
(1.2) y== {DG‘:'II: ],, 1}
(2.1) aSyAaSz {_BG - 1‘:“';’ 5
(2.2) y=2=2 {9, 1.1+1.2, 2.1-+2.2)
y==z
T‘G.E. R, ﬂ . 1—1A(DI(R))'(DI{S)} = OA‘D’{R))'(D’(E)) = 0-—»3-{-81 1—1
Dow. (1) Rel—1 {zad.}
(2) Sel—1

3) (Di(R)-(Di() =0
@ ([chx))-w,ts»=- 0
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§ 6. Elementy teors relacs;
(5) R e funke fDG‘G? 1} e 13
- . {DG.G, o 2. Cdowodnic wrzory:
(6) e funk f1.6.04. = y a) B«r-1 AZeDiE)—z—
(7 B+ 8 ¢ funke e 6, 3 S Bal-iAseint = BEYRB(=)
gt {Dé.6, 1) Wi ol o),
(3) B e c - = c) Btfﬂnk..hrtpx{g}+{:¢ngk) B
(9) 8'efunke {Dé6.6, 2} ) BUX+Y)=BI+E(T) wReD
(10) (D4B)-(DdS ) =10 {L6.1b, 4} 9 BUERICIEY-Biw
(11) B '+8 'efunke fi-?.ﬁd, 8, 9, 10! 0 Pfi::.':};czn Z:
(12) (BR+8)" efunke J44.02, 11} P
RtSec1-—1 {P6.6, 7, 12; i s ” Z""”” 2.xRBy
Oprécz sumy relacji okredla sig w rachanku relacji réwniez iloczyn i de.- Wykazaé na Dmi:hdm ie tz&r
peinienie relacji, przy pomocy wzZorow: 55 S ity B(X).B(Y) < B(X. ¥)
zR-8y = =BynzSy 3 :ﬁﬂgpﬂ“’* dzedziny relacji wymienionych w éwiczenin 1. Ktice z trch reizen
zR'y = ~zRy 4. Cry prawdziwy jest wzir: Exel—1>RBel-1°
Moina wykazaé, ze te trzy dzialania na relacjach spelniaja aksjomaty algebry 5. Doerynem wrzlednym jakich dwu relacii =3 nastgpujgee relacje-
Boole’a, podane w § 3. W ten sposéb otrzymujemy jeszcze jedna interpretacje = jest zicciem y, = jesi srwagrem g¢f
tej algebry. 6. Wykamé pmxy po kisdu falywoié wzoru:
Dotad mowiliSmy tylko o relacjach dwuargumentowych. W rachunku - T “:E_S,_,,S_B, -
relacji bada si¢ réwniez relacje o wigkszej ilofci argumentdéw. Tak np. moina 7. Podaé prrzykiady relacji ' o
wogdinié pojecie funkeji na pojecie funkeji wielu zmiennych. Podamy tylko a) bedacej swrotny i ; ; :
tny i symeiryczng, lecz nie bedycej praechodnis,
definicje funkeji dwu zmiennych: b}b@ﬂjmm:pmm“mm
R jest funkeja dwu zmiennych = J] [T [] [1(RB(=, v, 2)A R(z, ¥, u)—>z = %] ¢) bedycej symetryezny i prrechodnia, lecz mie bedacej rwrotna
4 = f = 8. Udowodnié wzory:
Funkeje dwu zmiennych 53 wige pewnymi relacjami tréjargumentowymi a
) B= (B
wmmmwrﬁhqloheﬂomjlwykonﬂnejwdanymlm b) (B;8); T=E;(5: 7
ograniezajac si¢ znowu do przypadkn relacji tréjargumentowych: °HR=31"='F;‘B_’
d) Ressm=E—=E™*
E jest relacja okreflong i wykmwmmxzn Il 2,' E(z,¥,%) 8. UTdowodnié wzér:

zeX geX oe X —
Belacje tréjczionow DiR) € X -R(X)= DylB)
e okreélone i wykonalne w zbiorze X, bedace funkejami,
""“"mdﬂﬂgmw'ymwmx.mnp dodawanie
:‘,me:‘ uami dwuargumentowymi w zbiorze liczb
-_vﬁ:mm'mhbmmﬁhsmww
wymiernych régaych od 0. ROWNOLICZNOSC ZBIOROW. LICEBY EARDYNALNE

10. Wykazaé mmm.ummwﬁﬁm

towe, tréjargumentowe td. T Alene sg tet dsialania jednoangunet .
Pojecia, mm&m'tmm“""‘ g o
a i najbardziej podstawowyeh pojec teors
OGwiecsenia - xﬁira—:lel—lr’\x BIRAY = D(R)
. Kabre : nestepuiaeysh o . ““IHMMI:I
=y=aAz, :
*-,<".+’I.A- '.‘ "-f_.ﬁ‘-'lnh,h. m" m;,:khrG*

* ot spnem y :‘::'..":"Hﬁl-!-!
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. tkich liczb 1

) . gbiorn WSZYSl
ustala wieo ﬁmhch t:Iﬂm:lsa-ﬁ tnich; relacd
2Ry =y =2NT N

:oh liczb naturalnych i zbioru wszystkich
. : w-szystklﬁh
ustala réwnolicznosé zbioru

3 Ch. 3 61.6
kwadratéw liczb nab‘ﬂﬂ'lny © ch K, i K, beda dwoma okr¢gami wspolsrodko-
Jeszeze jeden preykiad: BP0 L oxownjemy punkt okregu Xy, gdy punkty
wymi. Punktowi okregu £ p ktérej jest wspélny drodek okre-

: 3 3 tkiem -
te lezg na }01 B;::;]p :1‘511’“’2“3' };ot‘;% ustala réwnoliczno$§é zbioréw punktéw
gﬁw KI. i 8- t

kladéw tych widaé, Ze zbiory mogg byé

. Z pr . )
lezacych na tych Okrﬁce];en szfgl jest czeScia wiadeiwg drugiego. Wlasnogé

posiadaé¢ mogg — oczywiscie — tylko gbiory nieskonczone.
8 % T5.2, D7.1 oraz wniogkéw 6.5 i 6.3 wynika . .
Wniosek 7.1. Relacja R ustala réwnolicznods zbiordw X ¢ Y wiedy & tylko
nwudy gd;' do ghioru [ (aRb) nie naleiq 2adne dwie (rdzne) pary uporzqdko-
?

“ - -
i dentyczne, przy czym
wa H&yohebmeﬁypmmlubekmoﬂydmgusq;_ ;
de::ruy pierwsze par uporzqdkowanych nalezqeych do zbioru }i]b(aRb) tworzqg
chidr X, elementy za$ drugie — zbidr Y.

D7.2. XX =Y XrpY
R

Wyratenie X ~Y czytamy: zbiory X i ¥ sg réwnoliczne. Dwa zbiory 88 wigo
réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja ustalajgca ich réwno-
licznoéé.

Widoczne jest, ze dwa zbiory skoficzone 83 réwnoliczne wtedy i tylko wtedy,
gdy liczby ich elementéw sg réwne.

W rozwazaniach tego paragrafu dogodne bedzie oznaczanie relacji iden-
tyﬂn{:iu sy:im‘h;lam I. Zamiast wige pisaé @ — y, bedziemy pisaé zly. Bymboh?
taka bywa doéé czesto stosowana w logice. Zauwazmy jeszcze, ze wyrazenie oi%
jest teza logiczna. L :
L71.

T —

aturaloych i zbioru wszygt.

& X =1(X)
ow. (1.1) geX
(12) v« Xnyly g'.l‘}““"}
03 2 oy 1.2}
(1.4) yel(
(2.1) ,,1(2 {D6.4, 1.3}
(2.2) gx aly | g_}e d:wé}ll
(23) =z ¢X S
EA) = Iy {2.3}
B) yeX
X = I(X) {EI: 2.4, 2.3}

D11, 1.1->1.4, 21
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T7.1a. XX
b. X~Y Y ~X
- X~ YAY~ZsXoZ

Twierdzeniu temu mozemy tez nada
lacja réwnolicznodei zbiordw jest swroina,
relacja typu réwnowaznoéeci.

Dow. a. (1) I efunke

¢ nastepujace slowne brzmienie: Re-
symetryczna | przechodnia, a wiee jest

(2) I-'e funke Dor Do "

(3) Iel—1 {Da:a' 1 2i

(4) Ixel—1 {Lﬁ.i’ 3;

(5) @ e Dy(I) {De‘z’a}

(6) DyI)=1 {D11, 5, Al1.1}

(1) X C DyI) (T11, 6

(8) DiIx)= Dy(Ix) = X {L6.55, b, 7, L7.1}

(9) X~y X (D71, 4, 8)
ek {(D7.2, 9}

Dow. b. (1) X~Y {zal.}

(2) X~pY {D7.2, 1)

(3) R,el1—1 {D71, 2)

(4) X = D(B,)AY = Dy(R,)

(6) Ri'el-—1 {L6.2, 3}

(6) DyRT')= YADy(RT')= X {L6.1a, b, 4}

(7) YeponX {D7.1, 5, 6}
¥Y¥~X {D7.2, 7}

Dow. ¢. (1) X~YAY~Z {zal.}

(2) X~p YANXY~p 2 {D7.2, 1}

(3) R, 8,e1-1 {D71, 2}

(4) X =D(R)AY = Dy(Ry) = ]

(4) = Di(8,)AZ = Dy(8,)

(6) Ry; 8,11 {L6.6, 3}

() X = Di(Ry; S;)AZ = Dy(Ry; 8,) {L6.7a, b, 4}

(7) Xoeroge B {D7.1, 5, 6)
X ~Z {b7.2, 7}

Z nastepujgeych dwéch lematéw skorzystamy w jednym z dalszyeh para-
graféw.

Dow. (1) X~3z¥ {=al.}
(2) X = Di(R) {D7.1, 1)
(3) ¥ = D, (R)
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{L6.5b, 2
(4) D,(Bx)= E(X) {L6.8, 2
(5) Rr=2R 5
@ ?“R'EE)D'(R} (3, 6, 4)
L7.3 ~ Rsl—lnxcp(Rjame(X)

. al,

Dow. (1) Bel—1 {zal}
(2) X C Dy(R) Lo 1)
(3) Bxel—1 L6.5;a, )
(4) DiRx)= X fLG.Sh: 2;

(5) Dy(Bx)= E(X)

Wprowadzamy nowe pojecie pierwotne. Jest nim pojecie mocy zbioru *,
Nalezy ono do najbardziej podstawowych pojeé teorii mnogosci.

Moc zbioru X oznaczamy przez X. Twoérca teorii mnogosci Jerzy Cantor
sadzil, Ze do pojecia mocy zbioru dochodzimy abstrahujgc od tego, jakie przed-
mioty tworzg dany zbidr i jak przedmioty te sg w nim uporzadkowane. Dwie
kreski W oznaczeniu mocy zbioru maja wlaénie symbolizowaé te podwdjna
abstrakcje. :

Dolgczamy do systemu teorii mnogofci nowy aksjomat, w ktérym wy-
stgpi wprowadzony termin pierwotny:

Uwag_a. 7.1. Przyjmujemy, ze mocg zbioru pustego jest liczba zero, mooca
zbioru skoficzonego — liczba naturalna, wskazujgca, ile elementéw liezy
dany zbiér.

Moce dwéch zbioréw sg wige identyoczne wtedy i i
A y i tylko wtedy, gdy zbiory
te 8§ réwnoliczne. Zaumy, Ze z A7.1 i z uwagi, Ze relacja ident’ycmoiﬂi jeat
zwrotna, symetryczna i przechodnia, wynika natychmiast T7.1 **.

X

{D7.1, 3, 4, b}

byfy termin liorebnoté shiorus, | > % DAIWA .moo sbiorn®, chooiad lepasy MmO
Por. uwaga po T1.7 (na atr. 1489).

B

.
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e

Z D7.3 wynika

TT.Q:L. ?‘ Lk
b. ” E‘l m= .?
X meLk
G. n E'“ — f

Twierdzenie to ma nastepujace slowne sformulowanie:

a. moc dowolnego zbiorn jest liczbg kardynalna;

b. dla kazdego zbioru istnieje dokladnie jedna liczba kardynalna, bedses
mocg tego zbioru;

c. dla kazdej liczby kardynalnej istnieje zbiér, ktérego mocg jest dana liczha
kardynalna.

L7.4. Dla kaidych dwéch zhioréw A i B istniejq takie shiory A, i B,, fa A, ~A,

B,~B oraz A,-B, = 0.

Dow. Zbiory A, i B, okreflamy w nastepujacy sposéb:

(1,“)&41 EGGA
(2,b)eB, =beB

Ratwo spostrzec, #e zbiory A, i B, speliajg warunki lematu.

W rozwazaniach dotyczgeych liczb kardynalnych obojetne jest, ktére
spo§réd réwnolicznych zbioréw bierzemy pod uwage. W mydl L7.4 moiemy
zawsze dane dwa zbiory zastapié zbiorami rozlgeznymi.

L7.5&. A"JB,.&A‘NB]AA'A: = ‘B.BI = 0—!-.1 +11~B+B|

b. A~BAA, ~B,+Ax A, ~BxB,

Dow. a. Zakladamy, ze relacja R ustala réwnoliczno§é zbioréw 4 i B,
relacja za§ R, — réwnolicznoéé zbioréw 4, i B,. Wéwczas na podstawie T6.5
relacja R+ R, ustala réwnolicznoéé zbior6w A4+A4A, i B+B,. )

Zauwazmy, se warunek, by zbiory 4 i 4, oraz B i B, byly rosiyczne, jest
istotny, o czym Ewiadozy nastepujacy przyklad:

A=1{1,2,3), A4,={,28,4, B={1,2,3}, B= {1,4,5,8}

Dowéd ozeéei b lematu pozostawiamy ozytelnikowi.

Z L7.4 i L7.56 skorzystamy W nutepnym‘pa.rr_sgmﬁe.
Zauwazmy jeszeze, 2e moc zbioru wezystkich liczeb naturalnyeh osnacsamy

przez ®,*, moc zbiorn wszystkich liczb rzeczywisty~h preez . Spelnione 5§
wige wzory:

Il

Ko
==

* Znak N jest pierwszq liters alfabetu hebrajskiego. Nasywamy ja aletem Osnads=snt®
to wprowadzil Cantor. Symbol ¥, csytamy: alef-sero.

| 8l

Slupecki | Borkowski
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Fhiory. Ktdrych mocy jest licsba &, nagywamy preeliczainymi, zbiory, Kidryey
r:m:m liczha ¢ — shiorami mocy continuum. -
D74 m&AjaSSnmmdm{h}-g[thE‘ﬁar.gd

T35, A =2x,= SUTTG #i>a = a)A
o) t § )
Azbiér 4 jest mapasem cigzu {a,.]]

TWarunkiem wipe Mmivymm ‘_‘by lhiéf 4 byl prmlimln}'_-
jest istmienie nisskoficzonego ciggu © nicpowtarsajyeych sip wyTazach, Ktérego
zapasem jest ghidr A.

Dow. Niach

Gy, 8y, Gy, -

bedzie cigsiem nieskodiczonym © niepowtarmjycych si@ wyrazach., ktdrego
zspasem jest zbidr 4. Prrzypormydkujmy katdemu wyrazowi tego ciggu jego
wskafnik, & wige wyrazowi @, liczbe 1, wyrazowi a, liczbe 2 itp. Latwo zobaczyd,
$e prryporzydkowanie to ustala réwnoliczno$é zhioréw 4 i N. Implikacja od-
wrotns wynika 3 A7, D73, D7.1, definicji ciggu i definicji liczby x,.
) K@ymudhtwmmwhm:aﬁomm shiordw
istniejy rdwnowaine im twierdsenia, w ktérych nie wystepuje to pojecie,
hqhmiﬁaﬁmﬁm.wmlﬁstypojﬁm
-my&mnnognoupo)gmmy;bmra(mmum
Dalezaloby skreslié A7.1) nie subotyloby istotnie tej teorii, s spowodowaloby
Ghmmﬂm-munmmqum

Cwiczenia

_
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§8. ARYTMETYEA LICZB EARDYNALNYCH

Zdefininjemy dodawanie, mnozenie i ie Ii kardynalnych

: potgegowanie liczh

cmnacrenia katdego £ tych drzialad poslugujemy sip symbolami th';rmm.
one ornaczone w arytmetykach liczd _zwyklych®, Op. W arytmetyce hcg
paturalnych ludb rreczywistych. Zichownjemy tex terminclogie tych

narywajie np. wynik dodawania liczh Eardynalnych sum Lezhy kardy-
nalne, ktdre dodajemy — zskladnikami. -
DS.1. X ¥Y=0-X+¥=X1Y

Jest to skrétowa postad definicji dodawania liezh kardynalnych. Postad
dokiladna tej definicji jest nastgpujaca:

m+n=t-§§(E=mn?=mx-r-_—m:=x' )

Definicje dalszrych drialad podamy tylko w postaci skrétowej.

Ds.2. X-¥=XxX
D8&.3. Re Y* = R cfunkeAD{{R) = IAR(X)CY

Wyragenie R ¢ ¥* cxytamy: funkeja R jest odwsorowaniem shiorn X w shiér ¥.
£ D83 wynika:
.‘.ﬁ-l‘.,ABh-nB,—rB‘ﬁnB,“

Dowéd tego wroru, analogicznego do L7.5s, porostawiamy cxytelnikowi.
Z D83 wynika tes

Whiosek 8.1
D8.4. It =@

ECY-Z*C Y™
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o —
dzamy istnienie liczby kardynalnej ¥ = A+4:. Dla kazdych dwu liczb kargy.
y istnie : |
N{f-]:histt:lr:;BBwliecB: bgda; dowolnymi zbiorami spelniajacymi warunki:
|

F—-m, B=m, BB=0
ST ' ~B+B,. Stad i z A7
i ni - . 7.5a wynika, ze A-+4, 1 -
i niech :;;f;l-ﬂ'is tn?ejf"i:c jedna tj'vlko suma danych liczb kardynalnych,
w d;bn -—osl:;b mozna wykazad poprawnosé definicji pozostalych dzialag,
f‘;yka.tgm? teraz, Ze dzialania na liczbach naturalnych s3 szezegllnymj
przypadkami dzialah na liczbach kardynalnych.
Niech
X = {2;, 2y, ...y Tm} Y= {%,Y%; - YUn}*
8 wiec _

f:m i Y=n

Zakladamy jeszcze, ze kaidy element zbioru X jest rézny od kazdego ele-
mentu zbioru Y. Oczywiste jest, 3¢ X+ ¥ = m--n. Dodawanie liczb natural-
nych jest wige szczegélnym przypadkiem dodawania liczb kardynalnych.

Wykazemy z kolei, 26 X x ¥ = m-n. Do iloczynu kartezjanskiego X x ¥
l:m_lezy kazda para uporzadkowana (z, ys, gdziei=1,2,..,m;j=1,2, sy M
Widoczne jest, ze par takich jest m-n. Mnozenie wige liczb naturalnych jest
nzc_zegdlnym przypadkiem mnozenia liczb kardynalnych. Zauwazmy dalej, te
kazde odwzorowanie zbiorn ¥ w zbidr X wyznacza jednoznacznie ciagg n-wyra-
zowy
(1) Tyy Ty ooy Tn
ktérego wyrazami sq elementy zbioru X *+ i i
jest m™. A wiec réwaies o w4 "%, Latwo spostrzec, ze ciagéw takich
Ppadkiem potegowania liezb kardynaln

' ych.

Podamy przykladowo kilka twierdzen arytmetyki 1li

T8.1a X+¥- T
b X¥-7.%
Twierdzenie to moina zanotowad réwniez w postaci nastepujacej
: M+n=n4+m
MN=n-m

§ 8. Arytmetyka liczb kardynalnych
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Dow. a. W my$§l L7.4 mozem
Prawdziwy jest wiec wzér:

(1) X-¥Y=¥Y-X—=0
2) X+Y¥Y=X+Y

y zaloiyé, ze zbiory X i ¥ sa rozlaczne.

- Srs {D8.1, 1}
3) ¥Y+X=Y4X
(4) X4+Y¥Y =Y+ X {T2.23)
(6) X+Y¥=Y+X {4}
X+¥Y=Y+X {5, 2, 3}
Dow. b. W myél D8.2 spelione 83 Wzory:
(1) f-f‘=1x1", Y X—¥xX

Defininjemy relacje potrzebng do dalszego dowodnu:
EYWE 2y ) =z=tAy=2 ATz« XAye Y

Widoczne jest, ze relacja ta ustala réwnoliczno§é zbioréw X x ¥ i ¥ x X.
Stad, z D8.2 i A7.1 wynika réwnosé

(2) IXY¥Y=X¥xX
Z (1) i (2) wynika

b3 4 25 4
T8.2. (X+Y) Z=X-Z+Y-2
Dow. W myél L7.4 zalozyé mozemy, 2e
(1) X-¥=o0
(2) X+¥=X+Y _ D81, 1}
3) (X+¥) Z=X+T¥ Z=(X+X)x2Z {2, D8.2)
(4) (Xx2Z)(¥xZ)=0 {T5.1b, 1}
(5) X-Z4 Y Z=XxZ+XIXZ=(Xx2)+(X x Z) (D8.2, D8.1, 4}
(6) (X+Y)xZ=XxZ+YXZ {T5.1a}

(7) (I-I—I))(Z:Iiz‘i_—z;xz {6}
(‘=.I+=§)-?= .'i'_'f-!-l'z {7, 8, 5}

T8.3. P TS TYET,

R, = Xy (=
Dow. Nieech ®/,={1,2,..,n}. Stad RN, = n. Oznsczmy przee :
=1,2,...,n)ﬂoas;nmt'ujnénkizbiomjednodmmtom{ﬂmmx.
Iatwo widzieé, 2e spelnione sf wzory: -
T = Zygm=X
‘l.#j-hxc'x;=ﬂ
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Ze wzoréw tych, T5.lc oraz D8.1 i D8.2 wynikaja nastepujace réwnogei,
, T6.

A Ee =T Et A X=Xttt e =X+ X+ . +X

Twierdzenie jest wige prawdziwe.

Xr=X-X-..-X

Dow. Niech m1= {1’2’ “.'ﬂ}. Sb&d ml =mn. Z D8.3 wymka, ze zbibr .I‘i
jest zbiorem wszystkich ciggéw @, Ty, ...y Tn, ktfﬁmh WyTeLy =B elepaent&mi
zbioru X, w my$l za§ D5.1 zbiér X X X x ... x X jest zblorem wszystkich ukla-

L]
déw uporzgdkowanych (@, Ty, ..., Tu), PTZY CZYIM &y, Ty, ..., Tn € X. Widoczne
jest, Ze relacja przyporzadkowujaca ciggowi @, &, ..., Tn uklad uporzgdko-
wany (@, @y, ..., T») ustala réwnoliczno§é zbioréw X™ i X x X x ... x X, Stgd

n

78.4.

oraz z D8.2 i D8.4 wynika twierdzenie.
TRE_ 3737

Dowdéd, ktéry podajemy, zawiera liczne skréty.
Dow. W myél L7.4 mozemy zaloyé, ze

(1 Y-Z=0

T8.5.

Niech E bedzie dowolng funkejy odwzorowujgca zbiér Y+ Z w zbiér X. Stad,
zé wzoru (1) oraz D6.7 i D8.3 wynikajg wzory

Rr‘xr
R’C.xl

Niech relacja § pPrzyporzgdkowuj ji rzgdkowansg

! je funkoji R pare uw Ey) Bg)-
}io]m!s 8 ustala réwnolicznosé zbioréw X¥+Z ; x’?‘; Xz gtq-d w;niﬁ j;"
jak widaé, dowodzone twierdzenie, -

Nastepne twierdzenie Podajemy bez dowodu.

1 nie majece tej wilasnofei. Zauwadmy

jeszoze, se nie zostaly podane efini
a 2 Z . 3
i daicienia. Powody, dla ktéryoh w tec . 21488 odwrotnych: odejmowanid

zostang réwnies podane w dalseyol mnogodei nie definiujemy tych dsiatad,

—

i

—*

§ 9. Nierdwnokei

CGwiczenia

1. Udowodnié nastepujace wzory:

a)

m4+-0=m?

183

b) m-l=m
e) mO=20
d m=m
e) l‘f_=-‘__1 _ o
) (X-¥)Z=X-(Y.-2)
§ 0. NIEROWNoOSCI
L9.1. X~ ANY~YA S (X~Z)+Y  (Xy~D)
ZCcY vcr
Dow. (1) X~X,
(2) ¥~Y, {zal.}
3) 2 X~2Z
ZC¥
(4) Ryel—1 } {D7.2, 2}
(6) Yr~p XY,
(6) ¥,= R,(X) {L7.2, 5)
(71 2,CY {3}
(8) X~2Z,
(9) Ry(2Z,) C By(Y) (T6.1a, 7}
(10) Ry(Z,)C Y, 9, 6}
(11) Y = DyR,) D13, 5
(12) 2, C D(R,) {7,11}
(13) Z,~p, Bi(Z) {a45,:4, 1%
(14) Z,~R\(Z,) ST, & 483

(16) X,~R\(Z,)
g‘ 11""-' U
[= §1

{T7.1b, ¢, 1, 8, 14)
{10, 15)

Zdefiniujemy relacje nieostrej i ostrej nieréwnofei. Rels.cﬂ je te oznaczymy
symbolami zaczerpnietymi z arytmetyki liczb HEwyklych®.

D9.1.

Na to wige, by moe zbioru X _
i wystarcza, by zbiér X byl rﬂwnohns_?y z_pewn

Zauwasmy, se z L9.1 wynika: Jedli X =X, ¥=

< j‘g-'gz - (1

ECY

L<¥,.

* Przypominamy, 2e O jest mocq zbioru pustego.

byla mniejsza luab réwna

mocy zbioru ¥, potrseba
ym podszbiorem zbiora Y.

¥, i T< ¥, to réwniet
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Ze wzoréw tych, TS.le oraz DS1 i D33 wynikaja Dastepujace réwnog.

8 X =R xX=X+X+.-tEa= I+ Xt -t X=X +X+..4X

Twierdzenie jest wige prawdziwe.
(f)‘:': f‘f‘...

TS.4. - X

Dow. Niech R, = {1,2,...,n}. Stad ¥, =n». Z D33 wynika, e zbiér I®
jest zhiorem wszystkich ciagéw 2, Ty, -, Tu, Ktdrych wyTazy sg elegnnanumi
zhioru X, w my€l zas§ D5.1 zbiér X x X x ... x X jest zbiorem wszystkich ukl.
d6éw uporzadkowanych (=, Zy, -, Fa); PIEZYy CIYM T, &y, ..., T= € X. Widoczme
jest, 2o relacja przyporzadkowujaca ciggowi &, &, ..., ¥» uklad uporzadko-
WanRY (Fy, Ty, -, Ta) Ustala réwnolicznoéd zbioréw XY™ i X x X x ... x X, Stgd

oraz z D82 i D8.4 wynika twierdzenie.
Ir_x?.3%

Dowéd, ktéry podajemy, zawiera liezne skréty.
Dow. W mydl L7.4 mozemy zaloiyé, ze

1) Y-Z—0

T3.5.

Niech R bedzie dowolng funkcjy odwzorowujges zhiér Y+ Z w zhiér X. Sted,
ze wzoru (1) oraz D6.7 i D8.3 wynikajy wzory

Rr‘xr

i X¥ x X%, Sted wynika jub

!
|
|

b - =\

§ 9. Nierdwnodei

183
Gwiczenia
1. Udowodnid nastgpujgoe wsory:
a) m+0=m*
b)) m-l=m
¢) m-O0=10
d) m'=m
© 1™=1
H (X-Y)Z2=X.(Y-2)
§ 9. NIEROWNOSCI
Lo.a. X~XAY~EA Y (X~2)-F (X,~0)
ECY Ucr,
Dow. (1) X~X,
(2) XY~ {zal}
3) Y X~Z
Zcr
(4) R,el1-—-1 } {D73, 3}
(5) Y"hrs
(6) Y, = Ry(¥) {L1.3, 5}
(7) 2,CX {3}
(9) By(Z,)C R(XY) {T6.1a, 7}
(10) Ry(2,)CYX, {9, 6}
(11) Y = Dy(R,) {D7.1, 5}
(12) Z,C DyR,) {711}
(13) Z,~p, Bi(Z) (LT3, 4, 19)
(14) Z,~R,\(Z,) {D7.3, 4, 13}
(15) X,~R\(Z,) {T7ab, ¢, 1, 8, 14}
ucrk:

Zdefiniujemy relacje nieostrej i ostrej nierdwnodei. Relacje te osnacsymy
symbolami zaczerpnigtymi z arytmetyki liesb ,swykiyoch®.

e - 4 = X~Z
D8.1 X<Y f‘ér

N‘“Mbymm:ﬁmxbyhmmjmhbwmmwI’,p_o&n_l;
i wystareza, by zbiér X byl réwnecliesny = pewnym P fm
Zauwasmy, se =z L9.1 wynika: Jadlif:.x.,f-infa: , o réwaed
e X

°‘ﬂmmm.h0jﬂmmaﬁomwm
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Dokladna postaé D9.1 jest nastepujaca: X~2Z Zdefininjemy indukecyjnie cigg zbioréw:
men=3 ¥ X (7) 2, = X,—8(X)
Z D9.1 i T7.1a wynika L (8) I Zeyo = 8(2)
Wniosek 9.1. XCY->X<YXY =
niose o ‘ _ (9) Z2= U 2 {oznacz.}
Zauwaimy jeszcze, Ze zastapienie pod kwantyfikatorem wyraZenia ZC y =
przez wyrazenie Z G ¥ nie pozwoliloby zastapié znaku 5 piEes znak <, gdyz (10) X, = Z,+8(X) {wz6r 8c¢ na str. 150, 6, 7)
np. zbiér wszystkich liczb naturalnych wigkszych od jakiejs okreslonej liczby (1.1) Z,C X, {z. dow.}
jest ezeScia wladciwg zbioru wszystkich liczb naturalnych, a jednak moce tych (1.2) 8(Z)CB8(X,) {T6.1a, 1.1)
zbioréw sg réwne *. gi; g (xj()'_‘cxﬂ (X) {T6.1a, 1}
T_om o= e - 41 1 {8, 1.2, 1.3, 6}
D9.2. X< ¥ X< ¥A ¥+ (11) n ZC X, {7’ 1.1_"1'4}
Iatwo spostrzec, ze obie zdefiniowane relacje sg uogolnieniami odpowied- (12) :'; 'Ct.‘_x ‘ {T4.2a, 11, 9}
nich relacji arytmetyki liczb naturalnych. 1 ol Iy &
] y . ﬂ-‘v’ T (13) Z2CXx {12, 1}
L9.2. T sX <Y (14) Z = Z,+8(2) {T6.1d, 8, 9)
Dow. (1) X=Y {zal.} (16) B=Iz+8x ¢ DL}
Eg; i gg }AT.I,}I} Wykazemy, Ze relacja K ustala réwnolicznoéé zbioréw X i X,.
T1.4a
(4) Y X~2Z 12, 3} (16) Dy(Iz)=2Z {wzér 8 na str. 175}
X<Y {D9.1, 4} (18) DR)=Z+(X—2)= X {L6.9a, 15, 16, 17, 13, wz6r 8a
D9.2 i L9.2 mozna zanotowaé réwniez jacej i I Sbr. 2i0)
waC rOwniez w nastepujacej postaci: (19) Dy(Iz)= 2Z {wzér 8 na str. 176}
m<n=m<nAms#n (20) Dy(8x_z)= 8(X—2) {1.6.5b, 4}
o . (g;) ;(I;R—Z); Sé-x)-— 8(2) {L6.3¢c, D6.6, 3)
Na podstawie tych wzoréw i tezy rachunku zdath o ’-(I-[)STX}l—-I_S{(Zz);t Z,+  {L6.9b, 15, 19, 14, 20, 21, 10, 12
- 1 — ] ? ? ¥ ] ? | J »
| +8(X)=X wz6r 8j na str. 150
stwierdzamy prawdziwoéé (24) Sy _yel—1 {L6.4, 3}
T9.1. m<n=m=nvm<n (25) (-DJ(I})) '((gl(gzx)—z)}o= s, 22 s it B
T9.2a. =Z(X—2Z)= , 17, wzér 1li na str.
.I.CI;C Ihxﬁlx‘—hxh:x‘ L [26) zt_S(x’ —0 {Wﬁél‘ 8e na str. 150' 7}
Dow. (1) X,CX,CX {zal (27) (Dy(I2) (D (8x_z)) =
(2) X~X, 3 = (2,+8(2))-
(3) Bel—1 (8(X)—8(2) =0 {19, 14, 20, 21, 26, wzér 8i na
(4) Dy8)= X D7.2. D 7.2 str. 150}
(5) X,= 8(X) { iy 7.1, 2. % (28) Rel—1 {T6.5, 15, 28, 24, 25, 27)
(6) B(X)C X, ®, 1) (20) X ~nX, {D7.1, 28, 18, 22}
* Por. mm'a lb, l." ! xr--.x, {DT.Q' 3‘9}
T9.2b. Mm<nAn < m-—>m=n

1 1 =
h
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§ 10. Zbidr potegowy 187
Dow. (1) m<n {ral) 9.3 wynika i
B) B i z T9. » 2@ zachodzié moze co najwyzej jeden z tych zwiazkéw. Fakt

3 X=mA¥=n (oznacz., T7.2c) Ef,?m-ffmm’emy xrotko: dla liezb kardynalnych spetniona jest zasada trycho-
(4) X,CX {(D9.1, 2, 3} Stad, Ze ®o= N i c = N, oraz z i i i
(5) ¥~X, ’ ' wniosku 9.1 i D9.2 wynika
(6) ¥=X, {A7.1, 5} T9.5a. oo o
ps féi {, 3, 6} b. Jedli n jest liczbq naturalng, to n < w,
:g; § f f“ } {D9.1, 7} Z nastepujacego lematu skorzystamy w dalszych paragrafach:
(10) X~X, {T9.2a, 8, 4, 9) L9.3a. m<nom-i<n-t '
m=n {10, 3, 6} b. m<nom'<n
Twierdzenie T9.2b nosi nazwe twierdzenia Cantora-Bernsteina. Dow. a. (1) M <n _ _ {zal.}
T9.3a. m<n-om#Fn (2) X;=mAY,=nAT,—¢ {T7.2¢
: S . g ATirae
.. N (6) Z,xT,C Y, xT, {T5.14, 3}
d. m=n—->~(mn<m) () Z,xT,< ¥, xT, {wniosek 9.1, 5}
. N m-t<n-t {D8.2, 2, 4, 6)

Dow. Wzory a i b wynikaja z D9.2. Ze wzoréw tych przez transpozycje w ogiczmym dow o waarn: b EERyEteny & wu -

ofrzymujemy wzory c¢ i d.
Podajemy dow6éd wzoru e:

Gwiczenia

(1) m<n {zal.}

(2) n<m {z. 4. n.} 1; Darwolell WaeY: -

(3) m##n {D9.2; 1} a) X < ¥P>X+Z< ¥+ 2

(4) m<n o e t

== ¢) m<naAn<lom<
(5) m=m {D9.2, T9.2b, 2,4} d me<nAn<toms!? _
SPrz. - {3,5} Wykaszaé na praykladach, fe w nastepniku implikacji 8) nie moins zastapié mlebwsy
T9 4. nieostrej nieréwnoécig ostra.
™SRV " 2. Udowodnié nastgpujsce twierdsenie:

Po:t:zm?my dow6d tego twierdzenia, ograniczajge si¢ do wskazania jego % < f—}' FT=x
zasadniczej mysli. Niech X =m i ¥ =n. Aby udowodnié T9.4, nalezy Wy" .
kazaé, e zawsze badi istnieje taki podzbiér U zbioru Y i taka relacjs E,
2e X ~gU, badé istnieje taki podzbiér Z zbioru X i taka relacja 8, ze ¥ ~s2- § 10. ZBIOR POTEGOWY
D.o wykaza.nm. tego nit? wystarcza jednak przyjete dotad zalogenia, lecz kKO- 212
mieczny jest nowy aksjomat, tzw. aksjomat wyboru, ktérego sformulowanio D10.1 Xed¥=XCY K
podamy w § 1. - . . Blementami sbiora pote- "

Z T9.4 i T9.1 wynika, e dla kasdych dwéch liczb kardynalnych spetniony Zbiér 27 pezywamy zbiorem PDOLeSLTV "
jest jeden ze zwigzkéw: gowego 27 sq wige wasystkie E;ory;}nﬂm - P -

m<n, A<m, m=—n L10.1. M < (2%)
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. . i tkowych {m)
. tkich zbioré6w jednos _ :
i .o rodzing WSZYS! : s B SR
Dow..jlech a'?:;:; ;ﬁe ey o 2 1 tylko takich zbioréw, e
j ore
ost. ze kazdy ze zbioréw {m} jest podzbl
Widoczne jest, M, C 2% |
v i kazdemu elementowi m
i adkowujacd :
znaczm R, relacje Przyporz raprpdonaraihii
0' i; gﬁz jednoelementowy {m}. Latwo m% (;Sku > o e
zbioru . z bi e M i Ml' St&d: ze wzorua (1) 1 ] . d. W.dyuljom i X
réw;?:cc;n .loigi:d:ija dowolng funkcja przy'porzadkowujﬁacqﬁ indywi ory
: i cj1 At:
i i R) zalezny od funk
‘ duéw. Okreflimy zbidr Z( .
l];:f‘ll:; i R ¢ funke—~[z € Z(R) =z e Di(R)Ax € B(z)]

ji 7 iec do zbioru Z(R) wtedy

. dziedziny relacji E nalezy wigC
i lEkI:I:etzfi; glzgi:ie jest elementem zbioru, ktéry jest mu Przmgafkm:?y
;:rtgez tunkcje’ R. 7 definicji tej skorzystamy W dowodach dalszy ematéw.

L10.2. R e funke—Z(R) € Dyp(R)

Dow. (1) R efunke
(2) Z(R)<Dy(R)
Ze wzoru (2) wynika istnienie elementu z, lewej .dziedziny relacji R, ktéremu
przyporzadkowany jest zbiér Z (R). Spelnione 83 wWigec Wzory:

(3) @« Di(R)
(4) Z(E)= E(m)

zbiorn 1. Stad

{zal.)
{z. d. n.}

(6) 2, €Z(R) =2, ¢<R(x) {D10.2, 1, 3}
(6) z,¢€Z(R)=a,<Z(R) {5, 4}
Widoczne jest, 2e ze wzorn (6) wynika sprzecznosé.
L:10.3. M~ {'2?)
Dow. (1) M — (2&) {z. d. n.}
(2) M ~p2M {A7.1, D7.2, 1}
(3) R, efunke
(4) DyR,)=M {D7.1, 2}
(5) Dy(R,) = 2M
(6) Z(R,)C D(R,) {D10.2, 3}
(7) g(RxICH {6, 4}
(8) Z(R,)e2M 10.1, 7
(9) Z(R,) « Dy(Ry) g }
(10) Z(R,) < Dy(R,) {L10.2, 3}
SPTL. _ {9, 10}
e M < (2m) (D9.2, L10.1, L1

§ 10. Zbiér potegowy 189

Moc dowolnego zbioru jest wiec mniejsza od mocy zbioru wezystkich jego
podzbiorlf:w.

Podajemy definicj¢ potrzebng do dowodu nastepnego twierdzeni
D10.3. Niech M bedzie dowolnym zbiorem i mniech A C M. Funkeje ¢ (m)

nazywamy funkecja charakterystyczng zbiorn 4 wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja ta dla kazdego m ¢ M spelnia warunek:

1, gdy meAd
“‘"‘)_{o, gdy mcA

24 — (2m)

Dow. Z D8.3 1 D10.3 wynika, Ze kazda funkcja charakterystyczna zbiorn
A C M jest odwzorowaniem zbiorn M w zbiér {0, 1}, i odwrotnie: kazde od-
wzorowanie zbioru M w zbiér {0, 1} jest funkcjj charakterystyczng pewnego
podzbioru zbioru M. Przyporzadkujmy kazdemu odwzorowaniu zbioru M
w zbiér {0, 1} ten podzbiér zbioru M, ktérego funkcjy charakterystyczna jest
to odwzorowanie. Latwo spostrzec, Ze przyporzadkowanie to ustala réwnolicznoéd
zbioru {0, 1} wszystkich odwzorowari zbioru M w zbi6ér {0,1} i zbioru 2

T10.2.

wszystkich podzbioréw zbioru M. Speliony jest wiec wzor:

(1) {0, 1}""‘"2‘;
(2) {0: l}u'_— (241) =

{A73, 1}
(3) {0,1p = {0, 1} = 22 {D8.4}
2H_= (2?) {2: 3}

T10.3. M < 2

Twierdzenie to mozna zanotowaé tez w postaci:

{T10.1, T10.2}

m< 2"
T10.4. Istnieje nieskoriczenie wiele (réémych) liczb kardynalnych, = kidrych
Z2adna nie jest liczbq maturalng.
Dow. Dla wykazania prawdziwoéci tego twierdzenia wystarczy zauwaiyd,
Z w mysl T10.3 kazdy element ciagu
Ry s a%. 2tl"u .
Jest mniejszy od nastepnego.

Cwiczenia

1. Udowodnié droggq indukeji nastepujgee twierdzenie:

ﬂc!’;‘nn=f+ﬂ'=(ﬁ
2. Niech cigg

Ty Mgy eoe
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bedzie dowolnym ciggiem liczb kardynalnych, takim, Ze dla kazdego i: M < My, i niech
M,, M,, ... bedzie ciggiem zbioréw spelniajacych dla kaidego i waranek: A = m,. Udo.
jest wigksza od kazdej z liczb m,, My, .-

[= =]
wodnié, e moo zbioru | M,
=1

§ 11. ZBIORY NIESEONCZONE W SENSIE DEDEKINDA

Zwykle rozumiemy pojecie nieskoticzonosci zbioru w ten sposéb, Ze zbio-
rami nieskoriczonymi sa te i tylko te zbiory niepuste, }Ktérych moc jest rézina
od kazdej liczby naturalnej. Podamy definicje zbioru meskoﬁgzonego, w ktérej
nie wystapi pojecie liczby naturalnej *. Definicja ta pochodzi od matematyka
niemieckiego R. Dedekinda.

D11.1. X jest zbiorem nieskoficzonym w sensie Dedekinda EE; Y ~X
Yo x
Na to wiec, by zbiér byl nieskoriczony w sensie Dedekinda, potrzeba i wy-
starcza, aby byl réwnoliczny z pewna swa czefcig wlasciwg.
D11.2. Moce zbior6w nieskoriczonych w sensie Dedekinda nazywamy licz-
bami kardynalnymi pozaskoliczonymi.

Widoczne jest, Ze moc dowolnego zbioru nieskoriczonego w sensie Dedekinda
jest ré6zna od zera i kazdej liczby naturalnej. Nasuwa si¢ pytanie, czy i od-
wrotnie, dowolny zbi6r, ktérego moe jest r6zna od zera i kazdej liczby natu-
ralnej, jest nieskoriczony w sensie Dedekinda. Twierdzenie to wydaje si¢ naj-
zupelniej oczywiste. Dla dowodu jednak tego twierdzenia konieczny jest nowy
pewnik (tzw. pewnik wyboru), o ktérym bedzie mowa w § 14.

W dowodzie nast¢pujgcego lematu skorzystamy z czterech twierdzen al-
gebry zbioréw (por. ¢éwiczenia 8¢, d, e, £, § 1):

I YCINZ=X—-Y->X=2+4+Y
Il XG INYZ=0->Z+X QC Z+Y
Il Z=X—Y->Y-Z=0
IV. XCYANY Z=0-X-Z=0
L11.1. PCXAP =x—>) X~Y
Dow. (1) I__;CX } o {zal.}
(2) P=wn,
Z 2 *i T7.2 wynika istnienie ciggu nieskoficzonego
() PiyPay Pay «ev y

* Zmaczenie fakta, te pojecie zbioru nieskoriczonego motze b .
yé okreélone bes powolywanis
slg na pojeeie Hezby naturainej, uwidoczniajg rozwasania §6 ,Dodatku“. =

[ 3
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ktérego zapasem jest zbiér P i w kté

rym zaden i "
Oznaczmy przez P, zapas ciagu WyTaz nmie powtarza gie.

(b) P2y Pay Doy -
Widoczne jest, zZe

3) PGP

Latwo tez dostrzec, ze relacja przyporzadkowunjaca kazdemu el towi

ciggu (a) element ciggu (b) o dwa razy wickszym wskaZniku ustala réwno-
licznogéé zbioréw P i P,., Prawdziwy jest wieec wzbr:

(4) P~P,

(6) Z=X—P {oznacz.}
(6) X,= Z+P,
(7)) X=2Z+4+P { 1, 5}
(8) P-Z=0 {IT1, 5}
(9) Py-Z2=0 {1v, 3, 8}
(10) Z4+P~Z+4+P, {L7.5a, T7.1a, 4, 8, 9}
(11) X~X, {10, 6, 7}
(12) X, ¢ X {11, 3, 8, 6, 7}
Yy XY {11, 12}
Yox
L11.2. S (X~T)> 3 (P=w)
r;x PcX
Dow. (1) 5 X~Y {zal.}
Yox
2 Y,GEX )
3) X~X,
(4) Xr~pX, (D7.3, 3}
' (6) R, el1—1AX = Dy(R)AY, = Dp(R,) {D7.1, 4}
(6) R, e funkoc {D6.6, 5}

Zauwazmy, se dla kasdego @ ¢ X symbol R,(z) ma sens {D6.3, 5, 6}.
Oznaczmy przez p, dowolny taki element, Ze

(7)) PreXApe Y,

Istnienie takiego elementu gwarantuje wzér (2).

(8) @ e Dy(R,)—~>R,(z) e« Dp(R,) {wniosek 6.3¢, 6}
(9) ze X—>Ryz)e ¥, {8, 5}

Giu

(a) Pi1; Pas Psy
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1. Ogéina teoris mA0zole | .
192 =
6b I b Y = 8,, to
i oséb: _
okredlamy W nastepujacy SP ) {por. (7)} | (1) X4+Y=X
wyra ostal juz okreslony | TS SO : ; :
s Dow. 7 T1l.l wynika istnienie przeliczalnej czefci P zbioru X. Z Li11.3
= 1) i L.11.4 wynika, ze
10) k> 1-px= FalPe y . i :
(10) cji wynika: ) —

Ze wzoréw (7), (9)- (10) i (2) na drodze induk

(11) pie X = 1,2,3) {7, 9, 10, 11) Spelniony jest tez — oczywiscie — wzér

(12) r}s::;;‘l—"l’r 7 Pu {z. dow.} (3) X PriX—P
(21) r>8 } | o

(2.2) Praa 7 Ps1 ) (16.3b, 11, 5, 2.9) Mozemy zalozyé¢, ze

(2.3) Ru(Pr-2) # FalPes (2.1, 2.3, 10} (4) X-¥Y=0
&4 Bk Ze wzorow (2), (3) i (4) oraz L7.5a wynika

) i (2.2) wynika wzbr (2.4), otrzymujemy

Z (12) i stad, ze ze wzorow (2.1
droga indukeji
(13) r>8—>p, #Ps

(X—P)+P = (X—P)+(P+Y)
stagd zas wynika

W ciggu (2) nie powtarzajg sig W"Qo wyrazy. Oznaczmy przez P zapas tego X=X+¥
ciagu. Na podstawie T7.3 otrzymujemy: ' Wzor (1) jg,st;_w]@@ pmwdz_iwy,
(14) P=n, T11.3. Jesli Y =n* lub ¥ = x, i X— Y jest zbiorem nieskoriczonym wo semsie
(15) PCX {11} Dedekinda, to
3 P=n, {14, 15} (1) XY =
rcx
= Dow. Z T11.2 1 zalozen wynika, ze
i jest ni w sensie Dedekinda = P =nx, {L11.1,
T11.1. Zbidr X jest mieskornczony ‘PZ;_! (2) | (X—Y)+¥Y=X—-X
L11.2, D111} Widoczne jest. ze
Na to wiee, aby zbior byl nieskoficzony w sensie Dedekinda, potrzeba 1 Wy~ XC(X—Y)+Y
stareza, aby mial czes$é przeliczalng. ; ; 2
Z T11.1. D112 i wniosku 9.1 wynika { W4 iaswniesku 9.1 otrsymujemy
Wniosek 11.1. Liczba kardynalna m jest pozaskonczona = wg < m [' XY<(X—7N+Y
Stad zad i z T9.5a wynika :
Wniosek 11.2. Liczby kardynalne w, i ¢ sq pozaskorczone. Z tego wzoru i wzoru (2) wynika
L11.3. b S, JENEG = U | (3) TeX—F
Dow. Dla udowodnienia lematu wystarezy przyj biorem X jest Od woluj i j iosku 9.1 otr ujem
. > : zyjaé, ze zbio : ujac si¢ raz jeszeze do wniosku 9.1 otrzym y
zbiér wszystkich liczb naturalnych nieparzystych, zbiorem za§ ¥ — Zbiof V=X

L11.4. b RN TR o i Stad, ze wzoru (3) i T9.2 otrzymujemy rownosé (1). o
) ' Rt -t Ostatnim dwém twierdzeniom mosemy nadadé nastgpujgee slowne hramiente:
Bsw.'l‘ih adowodnienia lema!:.n wystarezy przyjaé, se elementami gbiorua ¥ Moc zbioru nieskofiesonego w sensie Dedekinda nie nhgn zmemre,  ody
:ll.! J;;i' zi'h;e:, abior - st X liczby: n+1, n+2, - 5 . dolgozymy do tego zbioru dowolng skoriczong lub praelicsaing Hod&¢ clementéw.
: om nicskohozonym w sensie Dedokinda + X =" e

* m oznacza tu dowolna liczbe naturalna.

* » owescsa tu dowolng liowbe nat "
. Stupecki i Borkowski -

[EN
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sani jmi iego dowolng skog

i i o zmianie, gdy wyjmiemy 2z 1 ticzon

1 builf:::llua ?il:z:;esl:;entéw,’o ile tylko otrzymany W ten sposéb zbigp =
ab p _ :

pieskoficzony W Ssensié Dedekinda. S imujorny skoficzong Tub -

czywiste j ; zbiér, z kt :
liczalno S liczb@]e:f;:n:::? F[je:é;!; shiorem nieskoriczonym w sensie Dedekingg,

§ 12. LICZBY EARDYNALNE 8 I ¢

ze liczby kardynalne %, i ¢ okreflone 83 przez wzory:
=T

-Przypominamy,

e—

c=R ,

gdzie 9N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, 91 — zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych. _

Przypominamy tez, ze liczby %, i ¢ 53 pozaskoﬂczm_:e (wmosek'll.z).

Nastepujgce twierdzenie, podane przez Cantora, jest jednym z najwczegniej-
szych chronologicznie twierdzen teorii mnogoéci. W dowodzie tego twierdzenia,
nie réznigeym sie prawie od dowodu Cantora, skorzystamy z twierdzer arytme-
tyki teoretycznej.
Ti2.1.

Dow. (1) By =<«

S8tad oraz z TT7.3 wynika istnienie ciggu

(a) Tyy Tgy Ty «en y
w ktérym wyrazy nie powtarzajg sig¢ i ktérego zapasem jest zbiér R.

Z twierdzed arytmetyki teoretycznej wymika, ze kazda liczba rzeczywistd
ma dokladnie jedno rozwinigcie wiladciwe * na ulamek dziesietny nieskof-
czony. Oczywiste jest, ze wszystkie cyfry rozwiniecia, zaczawszy od Pewnego
miejsca, mogy byé réwne cyfrze 0.

Piszemy rozwinigeia wladciwe liczb ciggu (a):

Ry # ¢
{z. d. n.}

Ty = Cy Yu¥12¥1s o« Yip «--
T2 = Cay Y ¥Y2a¥sm --- Yo ---
T3 = Cay YnVYsa¥ss -« Yo -

oooooooo S% s e e se s Raas

I
|
1
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Symbole
clll c" e
oznaczaja tu czeSci calkowite liczb 2,, @y, ... Symbol yi oznacza j-ta
cinku cyfr¢ rozwinigcia dziesigtnego liczby . J-ta po prze-
Okreslamy cigg

Ynn F+ 1

z.:{l' gdy
Ynn = 1

2 y gdy

Widoczne jest, ze

(2) 0, 2,242;...
jest rozwinigciem wlaSciwym na ulamek dziesigtny nieskorficzony pewnej liczby
rzeczywistej. Latwo dostrzec, ze dla kazdego naturalnego m, n-ta cyfra rozwi-
nigcia (2) jest r6zna od n-tej cyfry rozwinigcia liczby . Liczba (2) jest wiec
rézna od kazdej liczby ciagu (a). Wniosek ten jest sprzeczny z otrzymanym
poprzednio wnioskiem, Ze zapasem ciggu (a) jest zbiér R. Zalozenie (1) pro-
wadzi wige do sprzecznoéci.

Z D.9.2, T9.5a i T12.1 wynika nieréwnoéé x, < c.

Ti2.2 xcmaf=nﬁ—m-—'=z'=c
Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych nie ulega wiec zmianie, gdy
wyjmiemy z niego przeliczalng liczbe elementéw.
Dow. (1) XC®HR
(2) X=nx
Z T7.3 oraz (1) i (2) wynika istnienie ciggu
(a) Ty, Tyy Ty, -

réznych liczb rzeczywistych, ktérego zapasem jest zbiér X. Podobnie jak
w dowodzie T12.1 wnioskujemy o istnieniu liczby rzeczywistej z;, régmej od
kazdego wyrazu ciggu (a). Stad

{zal.}

2, eR—X
Liczbe rzeczywista z, wyznaczamy jako liczbe résng od kazdej liczby ciggu
2y &y Tay ---
Postepujac dalej w ten sposéb otrzymujemy cigg nieskorezony
21y B3y S34 -

ré#nych liczb rzeczywistych, z ktérych kazda jest elementem zbioru R-X.
W myél wiee T7.3 i T11.1 zbidr ten jest nieskoliczony W sensie Dedekinda.

Stqd, ze wzoru (2) i T11.3 wynika -+

R—X=R=c¢ <
=
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Twierdzenie jest wiec prawdziwe.
E(-1<z< 1)~R*
Li2.1. -

Béwnolicznoéé zbioréw F(—1 << 1) i | wyznacza relacja
x

_..______.y "
=3 Il\?f
s T — 1
L122. a-c:b—a-E.:(a-Cﬁ‘-:b) E":'( 1<y<1)

E(—1 <y < 1) ustala rela

v

Dow. Béwnolicznosé zbioréw (e <2z < b) i
=
b—a b+a

p=—m—y+—g A-1l<E< 1
T12.3. a.q:b-:-Ei(a-czc:b)-—-—-c {L12.1, Li2
z

Eaidy przedzial niepusty liczb rzeczywistych jest wigc zbiorem mocy o
tinuum. '
W nastepujacych wzorach litera n oznacza dowolng liczbe naturalng.

T12.4a. Ko+ 7= Ky
v St {wriosek 11.2, T11
. c+n=c
d. C+R=¢
. c+c=¢
Dow. e. (1) a<b<ena,b,ceR {oznacz.}
(2) Ee<e<bh)+{}+Eb<z<e)=
- z
=Fla<z<e) 1)

(3) .(¢<a<b)+{b}+ b<z<e0)=
= E_ e<z<b)+{b)+Fb<z<e¢ (D81, 2}
(4) c=c+1+4¢

(T12.3, 1, 3}

tt+e=c¢ (T12.4¢c, 4} |
Z Ti23 i T12.4c wynika

Wniosek 12.1a. a< b E:(aq;zcz b)=—c¢
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T12.5. Niech
zlr zzs z;,
bedzie dowolnym ciagiem nieskosiczonym zbioréw parami ;
Jedli rociqcraych
Z|=I., i'=1,2,-_,
to

U Zi=nx,

el

2", 4", 4%, ...

bedzie nieskonczonym ciggiem, w kt6rym nie powtarzaja sie wyrazy i ktérego
zapasem jest zbiér Z;. Latwo sposirzec, ze wyrazy ciagn

7,87, 20,87,20,80, 49, ...

Dow. Niech

nie powtarzaja si¢ i Ze zapasem tego ciggu jest zbior | Z,. Stad i z T7.3 wynika
i=1
twierdzenie.
L12.3. Jedli suma przeliczalnej iloci zhiordw skorczonych jest nieskonczona, to
jest przeliczalna.

Dowéd tego lematun, analogiczny do dowodu T12.5, pozostawiamy czytel-
nikowi.

L12.4. Zbior wszystkich ciqgéw skoneczonych, ktérych wyrazami sq liczby
(1) 0,5,

jest przeliczalny. ) ) )

Dow. Niech Z; (i = 1, 2, ...) bedzie zbiorem wszystkich ciagébw n—m
wych, ktérych wyrazami sq liczby (1). Widoczne jest, Ze dla kazdego ¢ shiér Z,
jest skoniczony, suma zaé wszystkich tych zbioréw jest nieskoficzona. Stad
iz L12.3 wynika lemat.

le.s. s &-& — &

Dow. Oznaczmy przez P zbiér wszystkich par upmﬂko'fnyﬂ (m, 8,
ktérych elementami sg liczby naturalne, przez P; (i = 2, 3, ...) zbiér wazystiach
takich par, spelniajseych dodatkowo warunek m-n — i. Widoesne jest, 3¢

b. ¢<b—’EE(“<¢‘Cb)=( -
e & P=UP:
s<t>fle<o<b) —=c -2
- - .

I} OZHACTA ! Oraz se zbidér P jest nieskoficzony. Latwo teZ spostrzee, %e sbiory P, B, .- &swﬁ
""-‘:E( l<z<l) przedzial otwarty o krasicach —1 i 1, esyl skoticzone. Stad i z L12.3 wynika, Ze oﬂfﬂirﬂ'
s i % -
HHW#M(-a,;," mieds) tymi liczbami, a wige zbiér, kt6ry ot T
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Z drugiej strony, Z okreflenia zbioru P i z D8.2 wynika, zZe
(2) P = B %

Ko ®g = Ko a, 2)

T12.7. Jesli n jest liczba naturalng = 2, to n™ = ¢
Dowéd przeprowadzimy w przypadku n = 10. Dow6d ogélny mnie rozy;
sip istotnie od dowodu w tym szczegblnym przypa:dku. o
Dow. Oznaczmy przez , zbidr liczb calkowitych nieujemnych i < 9

a wiec 9?, — 10. Stad i z D8.4 otrzymujemy
1 ' () = 10%

Z D8.3 wynika, ze odwzorowanie zbioru 9 w zbiér M, wyznacza jedno-
rnacznie cigg nieskoriczony, ktorego wyrazami 5% liczby 0,1, ..., 9. Oznaczmy
przez C zbiér wszystkich takich ciggbéw.

Ze wzoru (1) wynika wigc
() C = 10"

Oznaczmy dalej przez C, zbiér tych wszystkich ciagéw nalezacych do C, w kté-
rych kazdy wyraz, poczawszy od pewnego, jest réwny 9. Z L12.4 wynika,
e

Spelniony jest tez oczywiscie wzér
(4) c,Cco

Z twierdzeti teorii liczb wynika, ze kazdemu ciagowi nalezacemu do 0—C:
odpowiada dokladnie jedna liczba przedziatu (0 <z < 1) *. Stad i z

12.1a wynika: =
(5) cC—cC C,—c
Ze wzorbw

(2)-(5) oraz T12.44 wynikajg nastepujace ré Sei:

— — e
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Szczegblnym przypadkiem T12.7 jest
Ti12.8 2% — ¢

Z twierdzenia tego wynika, ze zbioér wszystkich ciggéw nieskoficzonych
o wyrazach 0, 1 ma moc¢ continuum.

Zauwazmy, ze z twierdzenia tego i T10,8 wynika natychmiast T12.1. De-
wod tego twierdzenia, ktory podaliSmy poprzednio, jest jednak interesujscy
z tego wzgledu, zZe zastosowana jest w nim tzw. metoda przekatnej. Przy
pomocy tej metody zostalo udowodnionych wiele wainych twierdzefi mate-
matyczunych.

W nast¢pujgeych wzorach n oznacza dowolng liczbe naturalng:

T12.9a. 7Ry = Ry
bc # —— n.
c nc=c¢
d E€E=¢
e. c=c
f. =
g R-C= ¢
h ‘=.= c
Dow. a. 7Kg= Rg+ Ko+ ...+ Ky = K, {T8.3, T12.4b}
n
Dow. b. Ky = Ry Ky~ ... "Ry = K, {T8.4, T12.6}
n
Dow. ¢. n¢c=c+c...4+¢c=c¢ {T8.3, T12.4¢}
n
Dow. d. c-¢c— 2%-2% — 2%+% — 2% — ¢ {T12.8, T8.5, T12.4b}
Dow. €. (™= C'C u.'C=C {T8.4, T12.9d}
= n
Dow. . "= (2%¢)"s = " ete — 2% — ¢ {T12.8, T8.6, Tl.!.B}

{T9.5a, b, D9.2, T12.1}

Dow. g. (1) n<g,<c¢

(2) nc<Kec=<cc {19.3a, 1}
(3) c<mrec<c {T12.9¢, d, 2}
{T9.2b, 3}

Rg-C=¢€

W analogicznym dowodzie wzorn h kerzystamy Zz 1L9.3b. . _

Z twierdzenia T12.89d wynika, Ze zbiér par uporzqdkowanyeh he-b rEeeEy wi-
styeh jest réwnoliezny ze zbiorem liezb rzeezywistyeh. Jﬂ.k~ windome, :h:
punktéw prostej jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rezecsy wistyoh, -Indtm
pPanktéw plaszezyzny jest réwnoliesny ze zbiorem par apomdhmy& _
rzeczywistych (bedaeych wspéirzednymi tyech punktéw). W ‘w
otrzymujemy wniosek, ze zbiér punktéw piaszcsysny jest réwnoliesny ze riie-
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e wigc odwzorowanie wzaj%rgniﬁ gec}noznaczne
i tej. owodnicnie prge
i zny na zbidr punktév_v pros : 2
o p:n]';m;zegi? ;cgﬁdf ktore wydawalo 8i¢ P_ﬂmd"k&ﬂnﬁ ze wzgledu py
G.u;tora kzt::c' sklonilo matematykéw do zbadania odwzorowan pls:mszczy?ny
te {:.l;zem w i.?jka tez lat po udowodnieniu Tlﬁ.ﬁfi wylm-za.no, ze nie istnieje
zgwpzorow;mjo wzajemnie jednoznacznoé i zarazem ciggle zbioru punktoéw plags.
czyzny na zbiér punktoéw prostej.

Z T12.9h wynika |
Wniosek 12.1. Zbidr wszystkich ciqgéw nieskoniczonych, kidrych wyrazami sq

liczby naturalne, ma moc CONLMUUM.

Podobnie z T12.9f wynika '
Wnoiosek 12.2. Zbidr wszystkich ciqgdw nieskonczonych, ktérych wyrazami sq

liezby rzeczywiste, ma moc continuum.
Zauwazmy, ze z T12.4a, b wynikaja nast¢pujace réwnofei:

Ro+1=R+2=R+3 = ...=K+RKg
Z T12.4¢, d, e wynikajg zaé réwnoébci:
t+l=¢+2=c+83=..=c+8=C+c¢

SBumy liczb kardynalnych moga wiee byé réwne, gdy pierwsze skladniki 83
réwne, drugie zaé nieréwne. Dzialanie odwrotne do dodawania liczb kardy-
nalnych nie jest wige jednoznaczne. Z tego wzgledu nie wprowadzamy do aryt-
metyki liczb kardynalnych odejmowania.

Z T12.9a i T12.6 wynikajg réwnoéei:

1'Rg=2R=3:R= .., = Ky * M,
Z T12.9¢, d, g wynikajg réwnofei:

le=2¢c=8¢c=...=Ry'¢=c¢¢C

rem punktéw prostej. Istnie]

Dzialanie odwrotne do mnozenia liczb kardynalnych nie jest wiee tez jedno-
Znaczne.

Zauwazmy jeszcze, %e z T12.7 oraz T12.9f, h wynika:
M=Fo =gy, WY = ¢

Widzimy wige, #e dvialanie odwrotne 4 oh
(pierwiastkowanic) nio jest jednomacene, T e loeb kerdynalny

Zeawatmy wreszeie, 2e z T12.9b wynikaje réwnodei:

Wo=Wp =)=
Z Ti2.9e, 1 wynikaje zaé réwnofei:

i C’-(‘-:..;.__"_‘..
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Drugie dzialanie odwrotne do potegowania (logarytmowanie) nie jest wiec

réwniez jednoznaczne.

T12.10. Zbidr wszysthkich ciqgow skoticzonych, ktérych wyrazami sq liczby )
wite, jest przeliczalny. calko
Dow. Oznaczmy przez Z,,; (i =1,2,3,...;j=0,1,2, ...) zbibr w .

ciggébw i-elementowych, w ktérych najwickszy co do bezwzgled 3 “‘m_

wyraz rOwna gsi¢ j. Widoczne jest, Ze dla dowolnych i oraz j zbi6r Z,, jest

skonezony. Z L12.3 wynika, ze zbilr Zi=\JZ,; jest przeliczalny. Stad

=0

i z T12.6 wynika twierdzenie.

T12.11. Zbidr wszystkich liczb calkowitych wjemnych, zbidr wszystkich liczb ecal-
kowitych i zbidr wszystkich liczb wymiernych sq zbiorami przeliczalnyms.
Zbior wszystkich liczb zespolonych ma moc continuum.

Dow. Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej ré6wna jej co do bez-
wzglednej wartodci liczbe ujemng. Widoczne jest, ze przyporzadkowanie to
ustala réwnolicznoéé zbiorn wszystkich liczb calkowitych ujemnych i zbiora
wszystkich liczb naturalnych. Zbiér wszystkich liczb calkowitych ujemnych
jest wiec przeliczalny.

Zbiér wezystkich liczb calkowitych jest oczywidcie sumg zbioru wszystkich
liczb naturalnych, zbioru wszystkich liezb calkowitych ujemnyech i zbioru
ktorego jedynym elementem jest liczba 0. Btad i z T12.4a, b wynika, Ze zbi6r
wezystkich liczb calkowitych jest przeliczalny.

Zauwazmy, ze z D8.2, T12.6 oraz stad, Ze zbiér wszystkich liczb calkowityeh
jest przeliczalny, wynika, Ze zbiér wszystkich par uporzgdkowanych, ktérych
pierwszymi elementami sg liczby calkowite, drugimi zaé liczby naturalne, jest
rébwniez przeliczalny.

Kazdg liczbe wymierng mozna zanotowaé w postaci ulamka nieskracalnego,
ktérego licznik jest liczbg calkowitg, a mianownik liczbg naturalng *. Wynika
stad, ze kazdej liczbie wymiernej odpowiada dokladnie jedna para uporzgd-
kowansa, ktérej elementermn pierwszym jest liczba calkowita, elementem dru-
gim — liezba naturalna, przy czym liczby te sa wzglednie pierwsze. Zbiér
wszystkich takich par jest podzbiorem zbioru wszystkich par uporsadkowanych
O pierwszym elemencie bedgeym liczbg catkowity i drugim elemencie bedgcym
liczbg naturalng, a wiec zbioru przeliczalnego. Moc zbioru wszystkich liezb
wymiernych jest wigc < x,. Z drugiej strony, liczba x, jest mnicjsza lub
réwna mocy zbioru wsezystkich liezb wymiernych, gdyz podezbiorem tege m
jest zbiér N. Stad i z T9.2 wynika, se zbiér wszystkich liezb wymiernyeh jest
Przeliczalny. ]

O tym, e zbi6ér wszystkich liczb zespolonych jest mocy continuam, wWoso-
skujemy natychmiast sted, %e liczby zespolone sq parami upersedkowanyms
liczb rzeczywistych, oraz z D8.2 i T12.6d.

e
* Liczbe 0 mozna zanotowaé w postaci §.
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Cwiczenia

Cdowednié wrbr t-‘-“

§ 13. DOWOD CANTOEA ISTHIENIA LICZD PRZESTEPN YOI
algebrze Yami braiczoymi pazywamy te i Ltylko te liczby
WW ktbr:’ mmh:fmm;m o wapbleczynnikach calkowi.
tych.hl?i?z‘by zespolone, uie bedace lczbatmi algebraicznymi, nazywamy licz-
Istnienie ucgﬂ' przestepuych zostalo wykazane po raz Plerwszy priez mate
matyka francuskiego Lionville’a w r. 1851. W r. 1873 wykazal Cantor, te
Zbibr wazystkich rzeczywistych liczb przestepuych jest mocy continuum. Po-
damy ten dowbd jako przyklad :‘ozdwiamnia klasycznego zagadnienia matema
metodami teoril mmnogoscl.
glcaﬂiw Zbidr wazystkich rzecoywistych liczh algebraicznych jeet przeliczalny.
Dow. Z T12.10 wynika, ze zbibt wiclomianéw o wepiiczynnikach calko-
witych jest przeliczalny. Bied, z uwagi, 7e kazdy wiclomian ma skoficzong
ilofé plerwiastkédw rzeczywistych, z L12.3 oraz uwagi, %e Zbior wezystkich
rueezywistych Yiczb algebraicznych jest nieskoficzony (gdyz kazda liczba wy-
mierna jest liczby algebraiczng), wynika lemat:
T13.1. Zbidr wesysthich rzcomywistych liczh praestgpwych ma moc conlinuum.

Dow. Twierdzenie jest bezpofrednim wnioskiem z T12.2 | L13.1. “

§14. PEWNIK WYBORU

W r. 1904 matematyk niemiecki B. Zermelo sformulowal nastepujacy
pewnik, zwany pewnikiem wyboru lub od lmienia swego tworey

A141. Z ;ur.u‘,(x o 0)/ [‘l’ﬂ‘w,« QrPoQ e 0) > g Sze M-Y)

Wzmw,zm;yaw,.wﬂo
Jodnogo srern X, wiiasegn 1. katdym driorewm M < Z dokdadnie jedeon

§ 13. Vewnik wybors o

Jako przyklad dowodun, w ktérym korzysta z Al4.1, podaroy

pastepn jacego twierdzernda, o ktérym wtwmnieﬂﬁy juz -'" 11 Gomea
. N W X 'f 0.0' ; : — Y -

T14.1 ’.!JX # n) gc‘cr ")

W oyl tego twierdzenia dowolny zhidr nicpusty, ktirego moe jest véina od

liczby naturalne), zawiera podzbitr przeliczalny, a wige zgodnie z T11.1 jest hio-

rem nieskoficzonym w seneie Dedekinda,

Dow. Niech m bedzie dowolnz liczbg naturalng, Oznaezmoy przez O
zbibr wezyetkich ciggbw m-elementowych, ktérych wyrazami e3 rétne dementy
zbiorn X. Wykazemy na drodze indukcji, ze dla dowolnego naturalnego k
zbior CY jest niepusty.

7 zalozenia zbibr X jest niepusty. Istnieje wiee element #; naletgey do
tego zbiorn. Cizg, kibrego jedynym wyrazem jest z,, nalety do zbiora O™,
Zbior ten jest wiec niepusty.

Niech k bedzie dowolng liczbg naturalng Zakladamy, Ze dla liczby tej
spetniona jest dowodzona wlasnoéé zbior6w O™, Istnieje wiee ciag

(1) CyyCqy <oy O

ktérego wyrazami sz rézne elementy zbiorn X. Gdyby w zbiorze X nie istnial
element rozny od kazdego wyrazu ciggu (1), to moe zbioru X réwnalaby sig
liczbie k. Wniosek ten jest sprzeczny z drugim zaloZeniem dowodzonego twier-
dzenia. Istnieje wiee element zbioru X rézny od katdego wyrazu ciggn (1)
Oznaczmy ten element przez cg.,. Ciag

€13 Cay +-9 Chr Casn
nalezy, oczywibeie, do zbioru C*+Y, Zhiér ten jest wiee niepusty. Widoeczne
jest tez, ze dla i # j: OO = 0.
Zbviory
‘2.’ 01’, m’ (P, o

spelniajy wiee zalotenia A14.1. Istnieje wige zbior O, ktéry z katdym ze sbio-
réw (2) ma dokiadnie jeden element wspbiny. Niech ciag {7} bedzie jedynym
wapblnym elementem zbioréw O i .

W ciagu
#’!’l’!*'*i#,*p#, p
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Twi i j i dziwe.
erdzenie T14.1 jest wigc praw ' .
Zauwazmy, Ze bez Al4.1 moglibysmy z zalozenn T14.1 wywnioskowaé tylkg

; < i i aturalnej » istnieje ciag n-elementowy, ktérego wy.

rt:.;.::fnd:: féﬁe’elrgfniynzmom .i 1:Tie moglibyémy jednak wykaza¢ istnienig

i i o tej wilasnoscl.

ciggu Ak;ilzg;i?c?;s‘f:“ jesis chyba na.jba-rdziefj d){rskut?wanym aksjomatem
w matematyce. Spowodowane jest to faktem, Ze z ]edni?] strmfly na Podstam;vie
tego aksjomatu dowodzi sig twierdzer, ktérych prawdziwosé Je?tknaazupetmej
oczywista a ktérych nie mozna udowodnié¢ bez tego aksjomatu (Jak np. T14,1.),
z drugiej zaé strony tym, Ze wéréd konsekwencji tego aksjomatu wystepujg
twierdzenia paradoksalne, niezgodne z intuicja. Stad tez Wéréc::l mate:mat:ykﬁw,
i to nawet bardzo wybitnych, mozna spotkaé zaréwno zwolennikéw, jak i prze.
ciwnikéw przyjmowania aksjomatu wyboru. .

Juz w r. 1902 Beppo Levi zwrécil uwage na to, zZe dowdd twierdzenia, iz
moc sumy rodziny zbioréw rozlacznych i niepustych jest wigksza lub réwna
mocy tej rodziny, wymaga mozliwosci wybrania po jednym elemencie z kazdego
gbioru tej rodziny. Podobnie wprowadzenie definicji sumy mnieskoriczonego
ciggu liczb kardynalnych (bedacej uogdélnieniem definicji sumy dwoéch liczb
kardynalnych) zaklada aksjomat wyboru — jak to zauwazyl W. Sierpinski
w swej pracy o tym aksjomacie (z r. 1918).

Ta sama sytuacja wystepuje przy definicji iloczynu nieskoniczonego ciggu
liczb kardynalnych i innych dzialah na liczbach kardynalnych oraz na typach
i liczbach porzadkowych — o ktérych bedzie mowa w rozdziale II — o ile
nogbélniamy definicje tych dzialad na nieskoficzong ilo§é elementéw. Z przy-
kladéw tych widaé, Ze juz przy wprowadzeniu stosunkowo elementarnych
pojeé teorii mnogoseci trzeba si¢ odwolywaé do aksjomatu wyboru.

Réwniez w innych dzialach matematyki, np. w analizie, algebrze, topologii,
aksjomat wyboru (lub jego szczegélne przypadki, lub tez twierdzenia z nim
réwnowazne) potrzebny jest do dowodu twierdzen, ktérych prawdziwo§é nie
budzi watpliwodei.

_Bpoéréq wfvialu przykladéw tego rodzaju podamy jeden. W analizie znane 8&
dwie definicje cigglodci funkeji f(#) w punkecie z,. W jednej definicji pojeci®
to okreéla si¢ przy pomocy warunku:

(a) I1 3 Ue— a0l < 8—>|f(@)—f(zy)] < e]
w drugiej — przy pomocy warunku:
ih)

limay = zo->lim (@) = f(z)

Ovét. w dowodsie réwnowasnobei tych dwéeh definicji, a mianowicie W a0
wodzie, 2¢ z (b) wynika (a), trzeba powolaé sie na aksjomat wyboru.

Oposyeia :prmw aksjomatowi wyboru spowodowana jest gléwnie PF

§ 14. Pewnik wyboru
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1. przy pomocy tego aksjomatu dowodzi sie twierdzefi o istnienin przedmio-
tow pewnego rodzaju, chociaz nie potrafimy wskazaé¢ zadnego przykiadn
takiego przedmiotu (tzw. nieefektywne dowody istnienia);

2. przy pomocy tego aksjomatu dowodzi si¢ twierdzer (w szczegdlnobci pewnych
twierdzeri geometrycznych) nieintuicyjnych, z ktérych najbardziej znane
jest twierdzenie Banacha-Tarskiego o paradoskalnym rozkladzie kuli®.
Znane 83 liczne twierdzenia, ktére sy réwnowazne z aksjomatem wyboru

na gruncie pozostalych aksjomatéow teorii mnogoséci. Jednym z takich twier-

dzen jest prawo trychotomii dla liczb kardynalnych:

m<nvm=nvm>=n

Problem niezaleznofci aksjomatu wyboru od pozostalych aksjomatéw
teorii mnogoséci byl przez dlugi czas nie rozstrzygniety. Dopiero w r. 1964 Paul
J. Cohen podal dowdéd niezaleznoéci aksjomatu wyboru od pozostalych aksjoma-
téw teorii mmnogofci.

Tylko w szczegélnym przypadku, gdy rodzina Z, o ktérej mowa w Al4.1,
jest skoriczona, potrafimy udowodnié¢ Al4.1. Dowodzimy mianowicie najpierw
tego twierdzenia, w przypadku gdy Z = {X,}, w nastegpujacy sposéb:

W my#él zalozern Al4.1 mamy:

(1) JSzeX,

(2) a,eX, {1}

(3) @, «X, -{a} {2}

(4) Sz e X;-{m}) {3}
D3(r e X, ¥Y) {4}
¥ x

_Nastepnie za§ przy pomocy indukeji dowodzimy tego twierdzenia dln prIy-
padku gdy Z — {X,, X,, ..., Xn}. Jeéli jednak rodzina Z jest pru_ahumlna,
Lo nie potrafimy dowie§é Al4.1 juz w przypadku, gdy elementy rodziny Z s3
zbiorami dwuelementowymi. -

Podamy jeszeze jeden wniosek z aksjomatn wyboru. Potrzebna tu bedzie
nastgpujgea definicja:

D141, aeMe =3 (a= (M} «x M)
MeZ
Z definicji tej wynika natychmiast

Whniogek 14.1. (M} xMeDt, - MeZ

Zbiér M, jest wiee zbiorem iloczynéw kartezjanskich zbioru, ktorego jedy-
nym elementem jest dowolny zbiér nalezgcy do tej rodziny 1 tego zhiera.

T14.2. Z £ 0A] (M #0)—) J1 [R(M)e M]**

MeZ Refunke M«Z

—_—————

* Por. K. Kuratowski i A. Mostowski Teoria mnogodct, »Dodatek™. . 2in , M
** Symbol R (M) oznacza tu element przyporzadkowany praex tenkefe X o
(Por. D8.3), a nie zbiér wartosci tej funkeji (por. Dé.4).
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Jefli wiec kazdy zbiér nalezacy
to istnieje funkcja przyporz

element tego zbioru.

Dow.

(1)
(2)

(3)
(4)

(5)
(6)

(7
(8)

Z#0
1 #0)

MeE
M, # 0
!Gmg_"x "J’EO

X9 eMAX~D>ED=0

Z” Z:(G‘I"'D)

P Xz a

n Z,(a € 3"31)

Xefily a

adkowujaca kaZ

—-_\

do niepuste]j rodziny zbioréw jest Niepugt
demu zbiorowi rozwazanej rodzin ;

{zal.}

{Wniosek 14.1; 1)

{Wniosek 14.1; 2;
T5.1e}

{T5.1f; Wniosek 14.1)

{A14.1; 3; 4; b)

{6}

MRym=MecZAN{M,m) ¢ ({M} x M)-D, {oznacz.}

Relacja R, przyporzadkowuje wiee kazdemu zbiorowi M rodziny Z drugi
element pary uporzadkowanej (M, m) nalezaey do iloczynu zbioru {M}xM

i 9, Wykasemy najprzéd, ze relacja R, jest funkecja:

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)
(1.5)

(1.6)
(1.7)
(9)

MR, mA MR, m,
MeZ

(M!m>r (M:%>€({M}XH)‘31

{M}x M « M,
2ala € ({M} x M)-9,]
(M, m)= (M, m)

m=m,
R, e funke

{z. dow.}

{8; 1.1}

{8; 1.1}

{Whniosek 14.1; 1.2}
{7; 1.4}

{1.3; 1.5}
{A5.1; 1.6}
(D6.1; 1.1->1.7)

V}Tyka.tamy teraz, Ze funkecja R, przyporzadkowuje kazdemu zbiorow!
rodziny Z element tego zbiorn.

(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)
(2.6)
(2.7)
(2.8)
(2.9)

(2.10)

(2.11)

MeZ

{M}xM M,

a < ((M} x M) -9,

g e{M}xM

o = (M,, m,)
H,({M}

My e M

M,=M

<M| € .
HR,::> ({M} x M) -p,
M ¢« Dy(R,)

. dow.}
Kvmzaek 14.1; 2.1)
{7; 2.2}

2.3}

{(D5.1; 2.4}

{D1.3a; 2.6} s
(2.3; 2.5; 28%
(8; 2.1; 2.9} FEEE |

(D6.2a; 2-10}

§ 14. Pewnik wyboru
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a 2 s = M -
G oo (s iy 2
(10) ﬂd [B,(M) e M) 2.1 '-,2‘.13}
%‘m ﬂz [R(M) e M) {9; 10}

Udowodnione twierdzenie nosi nazwe ogélnej zasady wyboru. Jest
interesujace miedzy innymi z tego wzgledu, ze z niego wynika aksjomat wyboru.

Aby to wykazaé wystarczy sprawdzié, ze zbiér ¥,, okreflony w nastepujacy
gposéb:

Yye Y'lEy_-‘R‘l(M):

spelnia nastepnik Al4.1, o ile tylko R, jest funkcja, ktérej istnienie stwierd
T14.2. Aksjomat wyboru i ogélna zasada wyboru sy wieec réwnowazne.

| Cwiczenia

1. Udowodnié, poshigujge si¢ aksjomatem wyboru, nastgpujace twierdzenie: Jedli Z jest
‘niepusty rodzina niepustych i rozlgcznych zbioréw, to

Z< UZ
Zek

|




Bozdzial II
ZBIORY UPORZADKOWANE

§ L. IZOMOREFIZM

Borwaiania dotyezace zbiorow uporzadkowanych poprzedzimy krftkim
Mommmmnﬂﬁydomjwmﬁm
logicznych i ma zastosowanie w wieln dzialach matematyki.

hiq .'w' = dm"jq m’ -
Dia P(E) = D{E)+Dy(R)
Zdefimiowany zbifr nazywamy polem relacji RB.

Z defimicji tej wynika natychmiast

TLL zeP(EB)=zcDdR)vz <« DyJR)
W cein uproszezenia zapisu nastepnej definicji nméwimy sie, %
X=P(8) i Y=P(D
X,8 i <X, 7T

: ktbrych drugimi elementami sg relsci®
a plerwazymi — pola tyeh z | B) korsy-
N St 2 < redacyi. iej umowy o symbolach typu (X, B)

8152 (X, T)=Re1—1ADyYR) — XADyR) = XA
ATT 1T 11 [NizRer yBs— (289 = o7}
s 9 » -

§ 1. Izomorfizm

c) lewa Tdﬂm- i !‘EIEC'[I. B jeﬂ. rowna Iﬂ)h rEhCii 8
lacji T';

d) dwa przedmioy pozostajs w relacji 8 wtedy i tylko wiedy e
m&omhmdﬁeﬂmﬂymﬁ'uﬁcﬁ_
O ilc z kontekstn wynika wyrainie, ze wzzledn ra jakie relacie dame dws

Widoczze jest, Ze jeili relacja E ustala izomorfizm dwéch zhiortw , to jedno-
czefnie ustala tez ich réwnolicznodé.

Przykiad L Niech R* bedzie zbiorem wazystkich liczb rzeczywistych do-
datnich, |~ — ujemnych. Latwo sprawdzié, ze relacja 8§ okreflona réwmo-

Sl

28y =z R 'Ag e R A Iz = y]

ustala izomorfizm zbioru ™ i ™ ze wzgledn na relacje wickszoéel | mmiejszodci.

Przyklad II. Niech X bedzie zbiorem wyraiedi pewnego jeryka, ¥ zhbio-
remn wyrazen jakiegod innego jezyka. Zakladamy, #e zbiory te 3 przekiadalne,
tzn. ze dla kazdego wyrazu jednego z tych zbiordw istnieje réwnoznacrny
z nim wyraz zbioru drugiego. Zakladamy tez, Ze w zhiorze X jak tez w zhiorze ¥
nie ma wyrazdéw réwnoznacznych. Niech relacja 8§ zachodzi pomiedzry wyrs-
zami zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazy te naleij do fej samej czeda
mowy, i niech relacja T, zachodzaca pomiedzy wyrazami-zbioru ¥, ma ana-
logiczny sens. Widoczne jest, Ze relacja R, przyporzadkowujses wyrazom
zbiorn X réwnoznaczne wyrazy zbiorn ¥, ustala izomorfizm fych zhiordw.

D1.3. (X, Biz¥, T) = %‘({I,Diu ¥, T))

Zdefiniowane mm’ czytamy: zbiory Xi1XYs=s izomorficzne ze .*
na relacje 8 i 7.

”’, ....'-' I"'

e

i eelar®
-Pm.nwmqmﬁ"
Weinendonowyeh .

Stuperics | Borkowskl
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210 —t

..., 4 przebiegaja ustalony zbiér X, Dedacy

: : zeniu @ .wigzaé mogy tylk
= i ze kwantyfikatory W wyraZzenl E Yiko te
polem relacji 5, * natomiast zmiennej §. O zmiennej X _=akladamy bez, 1

zmienne, nie Wii3 . kontekstach
wystepowad moze W wyrazeniu @ tylke w &on 1o 2o 11

Oznaczmy przez 9* 3
pienie symboli (1) odpowiednimi
.‘#*f y*I 4s9y u*? ‘X*’ 8*

wyrazenie, ktére powstaje z wyraZenia @ przez zag,.
gymbolami:

O symbolach tych czynimy zalozenia analogiczne do zaloZzend dotyczacych

symboli (1). . _
Z tyc(:h) oznaczefh i zaloZzen skorzystamy formulujac naste¢pujaey lemat
i dowodzge go: '
L1.1. (X, 8 iza (X*, 8*>AzRz* AYRy*A ... ANuBu*—> (P = &%)
Dow. (1) <X, 8)izr {X*, 8*) ‘ {zal.}
(2) zRz*AyRy*A..AuBu*

Dow6d lematu rozbijamy na trzy czesci.

a. Zakladamy najpierw, ze w wyrazeniu @ nie wystepuja kwantyfikatory.
Wtedy tez — oczywiscie — nie wystepuja kwantyfikatory w wyrazeniu 9%
Z zalozed (1) i (2) oraz D1.2 wynikaja réwnowaznofci:

8z = o*8*p*
msy = m*s*y*
o8u = o*S*u*
sgw = y*s-l'w*

USu = y*Jry*

Z mamoioi tyeh, z zalozeh dotyezqeych wyraserh & i @* oraz 2 reg™y
ekstensjonalnofci dla wyrasen rachunku zdap * wynika teza. lematt
b. Zakladamy, %0 W wyrazenin & wystepuja tylko kwantyfikatory

tych kwantyfikatoréw. O ile liczba ta ; a1
el 1 Jost. prawasiwy. Jest réwna zern, to w my

Zalbtrny, e dla wyrateh ¥(2) i WH(z*)** lemat jest prawdsivy- —

Oznaczmoy przez y koniunkeie w i ego
; . szystkieh zalozeri dowodzon
zwm,hmﬂc*.mmht,hmtmwwm

;;ﬂlltmmq,
wmwm-ﬂmm.i.-wmmww

87020
- - ﬁﬂm
ghlowe. Dowéd lemata w tym Przypadku jest indukeyjny ze wm‘m a. 4%

gmien®”

§ 1. Izomorfizm
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gdy dotyczy wyrazeh ¥(z) i ¥*(z*), jest réwnowazny wyratenin

x-beRa:* -5-(57-"(3) = !P‘*(xt))]

O ile wiec spelnione 83 zaloZenia dowodzonego lema . .

wyrazenie £ tu, to prawdziwe jest tez
zRz* — (¥ (z) = ¥*(z*))

Btad i z uwagi ze w wyraZenin y nie wystgpuja zmienne z i z* wynika w

Zenie ’

(3) I[1 T1_[oRa*~(¥(2) = #*(a*)

zeX zx e X»

Zalézmy, ze prawdziwe jest tez wyrazenie

(1.1) gx ¥ (o) {z. dow.}
(1.2) xeX } {1.1}
(1.3) ¥(=z)

(1.4) DY(R)= XADyR)= X* {D1.2, 1}
(1.6) =, e Dy(R) {1.2, 1.4}

(re) X z, Rz*
x* €« Dp(R)

{wniosek 6.3a rozdz. I, 1.5}

(1.7) 27 ¢ Dy(R) } {1.6}
(1.8) xRz
(1.9) areX* {1.7, 1.4}
(1.10) ‘Y (zx) {3, 1.3, 1.9, 1.8, 1.3)
(1.11) 2 P (2*) {1.9, 1.10}
z e X*
{11-111}

(4) .%;‘ISF(:::)-.. S Pxa*)

e X"
W podobny sposéb dowodzimy implikaeji
3 ¥*a*)—) ¥Y()
e X

e« X"

Prawdziwa jest wiec réwnowaznoéé:
3 V(@)= ) ¥P*Ha%)
TeX X=

Stad i z reguly ekstensjonalnofei dla wyrazed rachunku sdas wynika
pPrawdziwoéé lematu w rozwasanym przypadku.
c. Niech & i ®* beda dowolnymi wyraseniami. Réwnowaimodé w_?,,
Tragen wynika z cszefei b. dowodu oraz z uwagi, #e k?'“‘ﬁ'"?‘”' opéiny i
by¢ zastepiony przez uklad dwoch znakéw negacji preedsiclonych kvwanty

fikatorem ssczegélowym. Lemat jest wige prawdsiwy.
L

il
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moZemy Ewantyfikatorami Imi n
TeX .

gauwatmy, #e L1 popreedsic

. ; jest
Jodli w wyrateniu @ zmienna #)
i &* réwnied "iannl). to m;”;:
pndnﬂum.lnmiﬁt'w
> Xz =B
zeX =steX*
iwym, o ile tylko zbiory X i X* 53 niepuste. Sty

tawie '1'13*. i T16* otrzymujemy « =
* e

bedgoe wyTaieniem pra iooh L1.1 skreflié moZemy kaZde wyraienie typ |

wynika Iatwo, #8 W . . ;
‘R,:,nnatrmpmimna:is*sawrynzenmehfﬁncb* zwigzane.
Wmdlnoécipnwﬂxiwyjestmec. ] * - .
Waiosek 1.1 Wpr:ypndhyﬂ!'ﬂfw’“p‘d’* nie wysicpujq smieam
wolne, Ll.1 preyjmuje posiaé:
(X, 8)iza (X, T> (P = P%)

W mpastepujacym twierdzeniu rachowujemy zaloZenia dotyczgce wyTraded ¢
i @, jak tei raloienie, Ze zhiory X i X * g3 niepuste.
T12. Jefli
(X,8Hizl¥Y, T
iW@jﬂchrﬁmi&m&&nﬁﬁ'jmm
Dow. Jefli w wyraseniach @ i &* wystepuja zmienne wolne, 0 POP'*
dzamy te wyratenia kwantyfikatorami ogélnymi, wigzacymi mystha:
zmienne. Ofrzymane w ten sposéb wyraZenia oznaczamy odpowigdnio]_lﬂﬂ_
i @, Z zaloienia, Ze prawdziwe jest wyrazenie @, wynika, Ze prll'dﬂ“’d
tei wyraienie @,. &
&.mly“"“mhmiﬂmmorﬁmsbm w X i ¥ jest relach™
X, 8izg (Y, I

,&mm,smwmﬁ' wnioskul.lwyﬂmp*

MMO{.MMMM:WWWM
: - 3 orzymujemy z powrotem wyrazenie %
Udowodniene twicrdsen '

i i ia ©
morfizmie. ROSl nazwe zasadnieczego twierdzeni®

'HH!::: -- @ W wielu kierunkach. Hp.moiedot‘!ﬁ'?‘ "!“
relacie o Jest mie o jedne] relacji, lecz o kilku relacjach. MO L
mmm'.z = z 2 OM

% b et logikéw poiskich A. Lindenbaums i A. Torsio®S0 g
mentbw shiors I.? m&dwietmia,lkt.&ryehw .h'"“‘
hr"“h.'ﬂ'm Polem pewnych WE_W# . g

rwiazana (wtedy zmienna z* jest w ‘;:

§ 2. Zbiory podobne. Typy porzadkowe 013

ghiory X i XY s3 izomorficzne ze wzgledu na dane relacje. O i pewien
¢hiér ¥, w ktérym okreSlone s3 dwa dzialania d;w;ummnt;::?;g'm dzia-
pie jednoargumentowe, jest izomorficzny ze wzgledu na te dzialania z algebry
Boole'a, to teoria dotyczyca przedmiotéw zbioru Y nie réini sie formalnie od
tej algebry.

Cwiczenia

1. Uogbinié D1.2 w przypadkn, gdy kasdy ze zbioréw X i ¥ jest polem dwu relacji.

2. Uogélié D1.2 w przypadku, gdy § i T =3 relacjami tréjargumentowymi.

8. Zakladamy, e w zbiorze X s3 okreflone i wykonalne dzialania dwuargumentowe, czms-
czone symbolami ,+* 1 ,-%, W zbiorze zas Y — dzialania dwuargumentowe, ozmaczons
q-mbohnﬁ-e}‘i.o‘.Zﬁhdmyut.h:bioryIiIqi:omoxﬁmon'muh
dzialania. Wykazaé, nie odwolujje sie do zasadniczego twierdzenis o izomorfizmie, e
a. jeili dzialanis .+“ i ,-“ s3 prsemienne i ljczne, to réwniei dzialania .5 1 .O" =

przcmienne i lzczne;
b. jedli pierwsze = tych dzialad majs moduly, to réwnied drialania drugie majy medaly;
o. jedli dla pierwszych = tych dsialan istniejy dzialanis odwrotne, to i dla drugich dzialad
istniejg dzialania odwrotne;
d. jeili dsialanie ,+4“ jest rosdrielne wzgledem dzialanis . “. to réwnied dzialanie .S
jest rozdsielne wagledem dzialania ., O".
4. Wykazaé, #e nastepujgca definicja

(X, 8 iza Y. T>=X ~a¥ A [][] xSy = B(z) TR ()
= W
jest réwnowsains D1.2

§ 2. ZBIORY PODOBNE. TYPY PORZADKOWE

Teoria zbioréw uporzadkowanych jest w wielu punktach analogiezna do
ogélnej teorii mnogoéci, ktdrej poSwiecony byl poprzedni rozdzial. Np. tresd
tego paragrafu jest analogiczna do trefei § 7 roszdziadu L

Podamy najpierw kilka prostych definicji pomocniczyeh:

D2.1a. Resp(4)=]] [][=+ v—> (zRy vyRz))
zed pe
b. R ¢ prsech (4) Eﬂ‘ n“ ”.. (2Ry A yRe— xRa)
c. Reasym (4) = n‘ n‘[sﬂy—- ~(yBx)]
e dye

Zdefiniowane wyragenia csytamy:
4. relacja R jest spéjna w zbiorse 4
b. - » » pPprzechednia w szbiorse A

e - » » @asymetryczna w shiorse 4
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przech (4), asym(4) oznacza Pewien Zbigy

Kazdy wige z gymboli: si(d),
relacji, zaleznych od zbioru A.

Daiaze definicje maja juz podstawowe
rzadkowanych.

D2.2. R eporz(d) = A = P(R)AR e sp(4)-przech(4) -asym(4)

Zdefiniowane wyrazenie czytamy: relacja R porzadkuje zbiér 4. Aby wig,
pewna relacja porzgdkowala zbiér 4, potrzeba 1 wystarcza, Zeby polem jg
byl zbiér A i zeby byla ona w tym zbiorz'e sp.éjna', przcchodma: i asymetryczng,

Typowymi relacjami porzgdkujgcymi zbu‘.:rr liczb rzgczymstyc_h 83 relacje
mniejszoéci i wigkszodei. Typowe toz 83 dwie nastepujgce relacje:

znaczenie dla teorii zbiorgy upo.

t, jest weczeéniejszy od by, 14 jest poZniejszy od ¢,,

ktére porzadkuja dowolny zbiér momentéw czasowych.
D2.3. (A, R) jest zbiorem uporzadkowanym = R € porz (4)

Zbiorami uporzadkowanymi sg wi¢c pary, ktérych elementem pierwszym
jest dowolny zbiér, elementem zaf drugim — relacja porzadkujgca ten zbidr.
Aby wyjaénié sens intuicyjny D2.3, uméwmy sie elementy @ i y zbioru 4,
spelniajgce warunek ,oRy“ nazywaé: z — elementem weczeéniejszym, y — ele-
mentem péZniejszym. Mozemy teraz sformulowaé D2.3 w nastepujacy, nieécisly,
lecz za to intuicyjny, sposéb:

Zbi6r jest uporzadkowany wtedy i tylko wtedy, gdy:

a. dla kazdych dwoéch (ré6znych) elementéw rozwazanego zbioru zostalo usta-
lone, ktéry jest wezeéniejszy, a ktéry pézniejszy (warunek spéjnosei); prey
czym

b. jefli eh?n}ent z jest wezedniejszy od y i y jest wezeéniejszy od z, to Z jest
wezeéniejszy od z (warunek przechodniodei),

¢. zaden element @ nie moie byé wezefniejszy i zarazem p6Zniejszy od ele-
mentu y (warunek asymefuii),

Przykladami zbioréw uporzgdkowanych sq pary: (R, <), My, >? *
R, <>, R, >?- Z A5.1 Poprzedniego rozdzialu wynika, ze zbiory upoqukﬂ'
wane (R,<> i <R,>) sa réine, gdys relacje mniejazodei i wiekszosei 58
“’3;“‘”"" — r6ime **. Réine sq tes zbiory uporsadkowane (R, <) i <Fr>)

yprowadzimy teraz pewne umowy terminologiczne i pewne Uproszo
p": Jete] symboliki. Uméwmy sie przede wszystkim nazywaé zbior A ,”;
pasem zbioru uporzadkowanego {4, R). Zauwazmy dalej, e 0 przedmioctt

mowimy, 7 jest elementem zbioru uporzgdkowanego wtedy 1 tylko ¥

* Zgodnie 1 umows wprowadzon
§ #>" ograniezone sq tu do zbiora
** For. D6.10 rozdsista 1.

-

P
u <X, R, relaci® »

§ 2. Zbiory podobne, Typy porzadkowe

e —

215

gdy a jest elementem zapasu tego zbioru. Dla zaznaczenia, Ze a
piszemy: @ ¢ (A, B>. Prawdziwa jest wieo r6wnowaznosd.

a e <A ’ B) =aed

Symbol € uzyty tu jest w dwéch réznych znaczeniach:
tenie przedmiotu do zbioru uporzgdkowanego,
rzadkowanego. Z kontekstu jednak wynikaé b
gznaczel uzyty jest symbol e.

W rozwaZaniach dotyczgeych zbioréw uporzadkowanych czesto jest usta
lone, jaka relacja porzgdkuje dany zbiér, lub jest obojetne, jaka to jest relacja
W wypadkach tych zamiast postlugiwaé sie symbolem <4, R) poshugiwad 51@
bedziemy symbolem prostszym A4°. Symbole A4°, Be, Cv, ... oznaczaja wiee
zbiory uporzadkowane, ktérych zapasami sa zbiory A, B, 0,.. Oczywiste
jest, Ze jeSli w jakims§ wzorze lub dowodzie powtarza si¢ parokrotnie symbol Ao,
to za kazdym razem symbol ten oznacza zbiér uporzadkowany przez te sams
relacje.

Jeszcze jedna umowa: dla zaznaczenia, Ze elementy z i y zbioru <4, B>
gspelniajgy warunek ,zRy“, pisaé¢ bedziemy:

(1) T <3,y

Relacje t@ czytamy: element & poprzedza (jest wczefniejszy) w zbio-
rze A° element y. Prawdziwa jest wige réwnowazno#é:

nalezy do <4, B)

. raz oznacza nale-
df‘}gl raz — do zbioru nieupo-
¢dzie zawsze, w ktérym z tych

T<,Y=a,yc AraRy

Zauwazmy jeszcze, ze w wyrazZeniu (1) bedziemy czasami opuszezali wskagnik A.
Poslugujge sie wprowadzonymi oznaczeniami mozemy okreéli¢ zbiér upo-
rzgdkowany jako zbibér, ktérego dowolne elementy # i y spelniaja warunki:

- z#EYy>(z<[]yVy < @)
o 2L yny <z>z =
& 2<y—>~(y < )
Nastepujgca definicja jest odpowiednikiem D7.1 rozdziatu I:
D2.4, A°~pB° = A~z BA[][](2 <4 ¥ = B(2) <p E(¥)]
T v

Wyraszenie A4°~,B° czytamy: relacja R ustala podobiefstwo nbim'_éw upo-

rzgdkowanych A4° i B°. Aby wiec relacja K ustalala podobim.’wt.wP zbioréw _A‘

i B° konieczne jest, aby ustalala réwnolicznodé zapaséw tych zbioréw, & wige

by byla doskonala oraz by IDy(E)= A i Dy(R)—= B. *

t"@p:‘i"ll'ﬂg'i warunek, jaki spelnia¢ musi relacja X, wypowiedzied mefemy W B~

" Jacy sposéb: .
"hmgmvy zbioru B°, przyporzadkowane przez relacje R elementom z i ¥
zbioru 49, pozostajq w zbiorze B° w tym sa.mym stosunku porsqdkewyma,
w jakim pozostaje w szbiorze A° elementy @ 1 ¥.
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D2.4 mozemy tez zanotowal W nastepujacej postaci:

8 « porz(4)A T « porz(B)—~[<4, 5> ~plB, T) = <A, 8)izy (B, T)]

Oznaczmy przez C, zbiér liczb calkowitych ujemnych. Eatwo Zauwazyé,
te relacja R,, okreflona wzorem
nRe=mn=[c|AneNArce c,

ustala podobienstwo zbioréw M, <> i (Cyy,>).
Dﬁ.ﬁ. A‘ Lot B® = é‘Ao 233’

Zdefiniowang relacje odczytujemy: zbiory uporzagdkowane A° i B° g3 podobne,
Relacja ta jest odpowiednikiem relacji réwnolicznosci zbioréw (por. DT7.2
rozdzialu I).

Widoczne jest, Ze pojecie podobiefistwa zbioréw uporzadkowanych jest
szczegblnym przypadkiem pojecia izomorfizmu *.

Z D2.5 i D2.4 wynika
Wniosek 2.2.

A°~ B°>A ~B

 Zapasy zbioréw podobnych sg wige réwnoliczne. Implikacja odwrotna nie
jest prawdziwa, gdyz np. zbiory (M, <) i (N, >) nie 8y oczywibcie podobne.

T2.1a. A~ 40
b. A%~ BO B0~ A0
c. A%~ BOABO~ (0540~ (O°

Relacja podobiefistwa zbior6w uporzgdkowanych jest wiege relacjs 'Yl

2:-. T2.1 jest odpowiednikiem T7.1 rozdsiatu I. Dowody tych twierd
A% podobne. Ograniezymy sie wiee do nastepujgeych krétkich uwag:

- w &mmif:w wzorn a nalezy skorzystad z relacji identycznofoci Osmﬂimmj

§ 2. Zbiory podobne. Typy porzgdkowe 21
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Wprowndza{ny nowe pojecie pierwotne, analogiczne do Ppojecia mocy zbion
Jest nim pojecie typu porzagdkowego zbioru uporzagdkowanego. Typ pe
rzadkowy zbioru A° oznaczamy przez A0, Wedlug Cantora, ktéry byl twire
nie tylko ogélnej teorii mmogoéci, lecz tez teorii zbioréw uporzzdkowanycl
dochodzimy do pojecia typu porzadkowego danego zbioru, abstrahujac od teg
jakie przedmioty tworzg ten zbi6r. Kreska w oznaczenin typu porzadkoweg
ma wlaénie symbolizowaé te pojedyncza abstrakeje.

Sens wprowadzonego pojecia wyjaénia nastepuij j analogiczn
do A7.1 rozdziath I: : SRR Sippa |

A2.1. A= BY = A°~ Bo
Typy porzadkowe dwéch zbioréw uporzadkowanych sz wiee identyczn

wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te s3 podobne.
Zaunwazmy, 2e z A2.1 wynika natychmiast T2.1 *.

D2.6. ac’l‘p:—:Zu=.F
a0

Wyrazenie a e Tp czytamy: a jest typem porzadkowym. Dowolne typy
porzgdkowe oznaczaé¢ bedziemy malymi literami alfabetu greckiego.
Z D2.6 wynika

T2.2a. A0 ¢ Tp
b- n Zlﬂ = .-IF
A° aeTp
c. IT Ja= A°
aeTp 4A°

D2.6 i T2.2 s odpowiednikami D7.3 i T7.2 z rozdzialu L
Z A7.1 z rozdzialu I oraz wniosku 2.2 i A2.1 wynika

Wniosek 2.3.

T F.T—F

Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa, co stwierdzi¢ mc cmy Ba pray-
kdadzie A4°= (M, <) i B° = (M, >). _

W koncowej czeéci § 7 poprzedniego rozdzialu zauwazylidémy, fe snacema
wigkszofé twierdzern o mocach zbioréw moze byé sformulowana bes postag:-
wania si¢ tym pojeciem, lecz tylko za pomocq pojecia rénm m
Podobnie: twierdzenia o typach porzgdkowych moga byé sasteprone twierdee-
niami, w ktérych wystepuje pojecie podobiefstwa zbioréw. Skredlenie m
z listy pojeé pierwotnych teorii mnogosei pojecia typu porsqdkewege (z jedno

* Por. uwage po T1.7 (nn str. 142).
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itniuj‘kn‘nw‘ﬁnjomjej zrubozenia skreflenie Pojecia Moey

R : Jermata, analogicrmego do L7.4 poprredniego rozdriam
mastepujacego lex

121 mmmmwiﬂptﬁmr)qm%
m.&:iﬂ,f&‘

A=~ A,

Dnr.myjii&nheﬂamywmm{pnjw sposib:

czesnym skredleniem A2.1) mie spowodowaloby istoineso ruboienia tej teor;

B~B A,-B,=0

O’G)QAIEGQA
@2,0>eB, =beB
Prrvimujemy tef, 2o
ad,e) <, Qe =8<, 6
<5 @b =5 b '

Istwo mauwaiyé, o tak okreflone rbiory uwporzadkowane A} i B} spelnial |
spoéréd podobnyeh rbioréw bierzemy pod uwage. W my$l L2.1 moiemy sawsse
dane dws shiory zastapié zhiorami roziseznymi

Cwiezenis

me'ﬁlﬁhhir —_
L Wykamé s P(E) = P(E) &=
lmw*iﬁ

-‘- Il_i

D4R) — DB). ,

L
o alkyg=P <y - -
Halg=F<yrzy>ovzcoa

¥y>9

' Peis wymséw w slownikack? Wrorsjec sip D8 tej reaasie
Shide wesytaich ciagéw skofesonych, mabryeh clemestassi S

- i
@,qu*'ﬂ"

B eporz(d) »B™ c pors (4)

§3. AEYTMETYEA TYPOW POEZADEOWYICH
Nasigpujace dwie definicje ckreflajs sume i iloczyn zhiorsw wporzadko-
wanych:
D31. A-B=0-—
{44+ =C=C=A-Br[][[lz<cy=(zZ,9vz<9vsec Arg<E]]}
= v
D32. A*-B*=C =

=C=AxBArJ][1[1[1T<8, 8> <c <z, 9> = B <3vd=ygre <, =]

s b = »

Iatwo zauwazyé, 2 warumek

s gvz<psygvsednrygeB

okreéla relacje R,, ktéra porzadkuje zhiér 4+ B, o ile tylko 4-B=0.
Podobnie warunek

bsgvb=yra<u=
mm&.mm:ﬁﬁr;an—-imm*
mhﬁ;ﬂ#-&m-h*4+8'h-ﬂ.h
—rﬂmwwm—-A:vm—rnlﬂ:.
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tej samej prostej pozi
o wéch zad punktéw lezacych na Poziome
mee?e;wnm;i;: pdnnkt pﬁozﬁny bardziej na lewo *. Zaznaczone na T’Yﬁunk:j:

A Az A
Ay
=
0
punkty s3 wiec uporzadkowane nastepujgco:
4, <4, < 4,
Nastepujgcy lemat jest analogiczny do L7.6a, b z rozdziala I.
L3.1a. A°~ B°NA%~ BIANA-A, = B B, = 0>A°+AY~ B°+ B}
b. A"~ B°AA%~ BY>A-A°~ B°-B}

Dow. Podamy dow6d tylko czefci b lematn, gdyz dowdd czefci a jest
analogiczny do dowodu L7.5a z rozdzialu I.

Zal6zmy, Ze relacja R ustala podobiefistwo zbioréw A° i B°, relacja zaé B,
podobiefistwo zbioréw Aj i B}. Latwo spostrzec, Ze relacja 8, okreflona wzorem

(z, 2:>8(y, 4> = sRy Aoy Ry y,
ustala podobiefistwo zbioréw A°- 49 i B°-B°.
Zdefiniujemy teraz sume i iloczyn typéw porzadkowych,

D3.3. A-B=0->A%B° — A0} Bo
D3.4. A°-B° = A°-B°

Zeuwazmy, e D3.3 i D3.4 moglibyém i jacy:
S y réwniez zanotowaé w nastepujac
dokladniejszy sposé6b:

etfp=y= 3 ¥ (A'.-B=0A}!=A°+B°)

Amg .ﬁ-p

ﬂ-ﬁ:?E&Z 2 (y = A°-Bo)

AV g ﬁ-’

Wykazemy, ze D3.3 jest poprawna. W . dls
. tym celu nalezy udowodnié ,2€

htdyehiwéohméwpormo ch 2 . = S po-
sadkowy bed el “ wych a i B istnieje dokladnie jeden V¥P

* Obrazowe i niedokiadne ZWroty
sy Merowalibmy: chodzilo '
"'“'m‘ ..l

jakich tu uiyto, usprawiedliwione sg celer: relaofi
© wyjeénienie intuicyjnego sensu rozwaien®

W myé&l T2.2¢ istniejg zbiory uporzadkowane A4° i B® takie, 2o A°— g
i B° = B. Niech. A? ai B} beda dowolnymi zbiorami uporzgdkowanymi, gpelnia-
jacymi warunki A7~ A° B}~ B°. Na podstawie L2.1 mozemy zalofyé, e
A-B= A, -B,=0. Stad i z L3.1a wynika, ze
A°4B°~ A%+4B?
Stad z kolei otrzymujemy na podstawie A2.1 i D3.3:
Istnie¢ wigc moze tylko jedna suma dwéch danych typéw porzqdkowych.
O tym, Ze suma taka zawsze istnieje, wnioskujemy na podstawie L2.1, D3.3,
T2.2b i uwagi, ze suma dwéch zbioréw uporzadkowanych jest zbiorem wupo-

rzacdkowanym.
W podobny sposéb moZna wykazaé poprawno§é D3.4.

T3.1a. (a+B)+y = a+(f+»)
b. (a-B)-y=a-(B:y)

Dodawanie 1 mnozenie typoéw porzadkowych jest wiec laczne. Dzialania te
nie 83 jednak, jak przekonamy si¢ péZniej, przemienne.

Dow. Udowodnimy tylko wzér a.

Niech A°, B°, C° bedg zbiorami uporzgdkowanymi, spelniajgcymi wzory:

(1) A°=a, B=p, O=y
Istnienie takich zbioréw zapewnia T2.2¢. Na podstawie L2.1 mozemy zalozyé, ze
(2) A-B=A-C=B-0C=0

Wprowadzamy oznaczenia:
(3) DO— A°4B°, E°= B°+4(°, X°= (A°+BY)+C°, Y'=A+(B+ )
Z D3.1, (2) i (3) wynikajg nastgpujace réwnosei:
X—=(A+4B)+C. Y=A+(B+0)
Stad
(4) X=X
Z D3.1, (2) i (3) wynikaja tez réwnowaznosoi

o<y =a <pyve <cyvreDAyeC=
= <uUyve <pyvac Ary<Bvz <cyvoe A+BryeO=

= o <uYyVve <pYVT <cyVT € AAyeBvze ANy OVE« Brwe €

T <[Yyy =T <4YVo <syvaw e AANY cE =
=0 <4YVT <BYVD <cyvweBAY ¢ Ovoece ANy« BVa € ANy« €
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Stad
(5) ;.gx,zz{r!

oraz wrzordéw (4) i (5) wynika, ie reJ:zcja_ identycznosci OZraniczon,
ﬁonz;m X ustala ::o::‘.oh.‘mﬁstwo shioréw X°® 1 X° Btad, z D25 ¢ A2,
. [ —
{8) X=X
Z drogiej strony = D33, (2) 1 (3) wynikaja n?wnosm
(1B, ID=A+H(B+0)
Z rownosci tych oraz wzordw (6) iﬁ[l) 'ynika wzir (a).
Podamy jeszcze nastepujace twierdzenie:
=2 ylatp)=y ety B

Mrozenie typéw porradkowych jest wige rozdzielne wzgledem dodawania

§ 4. PEZEEKROJE. ZEBIORY GESTE I CIAGLE

Pojeciemn przekroju zbioru wszystkich liczb wymiernych posiuiyl si¢ male
matyk piemiecki B. Dedekind * budujse arytmetyke liezb rzecrywistych
Pojecie przekroju, kiére podamy, jest uogélniemiem pojecia wprowadzonegd
przez Dedekinda. i
DLl (A* P") jest przekrojem zbioru uporzadkowanego C° =

=AF#OAB#0AA-B=07AA+PF=C

Preekrojami 53 wiee pary uporzadkowane zbioréw uporsadkowanyeh 0 Bie-
pustyeh i resigesnych zapassch. Zbiér A° nasywsany kiass doing przekro)s,
B* —kissg gérag. 2 D41 i D3.1 wynika, se

Te LNy e Bz ey

DiBa = jest picrwezym elem

entem Mm";"%__
A e # ez <y

b ® ot sstataim clementem ZhioTE BporiadEowanego At =Z€
Al et yy s

" S W pupeseduin resdaieie

e e Ry e o Selahin vt SN

B s
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Elementem pierwszym zbioru (R, <) jest L i
¢hibr ten nie posiada. > Jest liczba 1, ostatniegn elements
D4.3a. Przekr6j {A°, B*) jest skokiem wtedy ; tylko wted i B
ostatni element rbiorn A° i element ni;‘:azy i 5 .

b. Przekr(j <A®, B*) jest luks wtedy )

i tylko wtegd = £ us 2
ostntnjdcmmtzbiooninie-l=j:r ¥, €3y mie iztmiele

Fatwo _z.auwa.zyé,‘ Ze kaidy przekr6j zbioru (RN, < jest ckokiem Mosna ted
wykazaé, ze przekréj (A°, B*) zhicrn wezysikich liczh wymiernych dodatnich
uporzzdkowanych wedlug wielkosei, okreflony przez WEZOTy:

TeAd=2*<2, zeB=z2>2

jest luky. Istnieja — oczywiicie — przekroje nie bedace skokami ani Inkami
Przekrojem takim jest np. przekr6j (4°, B*) zbicra M,<), v kKtérym do
zbioru A zaliczone &3 wszystkie liczby niedodatnie, do zbiora B — wszysiiie
liczby dodatnie. Ostatnim elementem zbiorn 4°® jest liczba 0, zbiér B® pie ma
elementu pierwszego.

D4.4a. Zbiér uporzadkowany jest gesty wtedy i tylko wiedy, gdy 2aden

jego przekrdj nie jest skokiem.

b. Zbiér uporzadkowany jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy 2aden

jego przekrdj nie jest skokiem ani Iuksy.

Zbiér (N, <) nie jest — oczywilcie — gesty ani tez ciagly. Zbidr werystkich
liczb wymiernych uporzadkowanych wedlng wiclkoci jest gesty, nie jest jednak
ciagly, gdyz — jak wynika to z podanego wyzej prrykiadu — istnicjs jego
przekroje bedace lukami. Ciagly jest natomiast zbiér (R, <).

Wprowadzimy pojecie zawierania sie zbioréw uporzadkowanych, ktérym
w dalszych rozwazaniach posluiymy si¢ wiclokrotnie. -

D45 ACB* =ACBAJ] [] <uy==<3¥)

zed ped
Zbiér kadtjﬂ'igenm'mm,
wtedy i tylko wtedy, gdy zapas pierwszego s tych zhioréw sawarty jest (w ma-
ezeniu ustalonym w algebrze zhioréw) w zapasie zbiora drugiego i gdy clementy
M-A'Q'mwamﬁ,ﬁl'mr‘w."i;.:
dwa znaczenia. Nie bedzie to jednak grozilo nieporosumieniamm, i
mwmmmmm'?j‘_“m
jutnuyty.mimu,‘i“'cr'“ﬁr
ezgfcia lub pedzbierem zbioran B° )

Z D45, D31 i D41 wynikajs netychmaast:

Whaiesek 4.1a AV L= (" A'C caABPCce

T4l ACEABFCC-ACE



i nporzadkowane
1. Zbiory up S

224

Stosunek wige zawierania 8i¢ zbioréw uporzadkowanych, tak jak sto

zawierania sig zbioréw nianporzadkowanych, jest przechodni.

Dow. (1) A°CBABCC E_;a:-}B .
(2) ACBABCC {2}. , 1}
) 4C6 {z. dow.}
11) =z,yec4d B: o
(1.2) v,ye BAz,yeC {1.1, 2}
(1.3) :p--;‘ysm-ggy} {D4.5, 1, 1.1, L)
(1.4) 2<py=2<0Y £L8, A

(1.5) z<[u4y=2<c¥
A°CC°

T4 2a. Jeli A°~ B° i istnicje element pierwszy zbioru A° to istnieje tes element
b. Jedli A°~ B°® i isinieje element ostalni zbioru A°, to isinieje tez element
ostatni zbioru B°. :
c. Jedli A%~ B° i zbidr A° jest gesty, to gesty jest tez zbidr B°.
d. Jedli A°~ B° i zbiér A° jest ciagly, to ciqgly jest tez zbidr B°.

Dow. Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem 2z zasadniczego
twierdzenia o izomorfizmie, podanego w § 1.

Dow6d tego twierdzenia jest jednak trudny. Z tego wzgledu podajemy
dowody T4.2a, b, ¢, d, nie oparte na zasadniczym twierdzeniu o izomorfizmie;
dowody te sa zupelnie latwe. Udowodnimy najpierw czeéé a twierdzenia.

Zal6zmy, ze relacja doskonala R ustala podobienstwo zbioréw A° i B oraz
#e a, jest pierwszym elementem zbioru A°. Wykazemy, ze b, — R(a,) jest pierv-

{D4.5, 3, 1.1-+>1.5}

szym elementem zbioru B°. Gdyby bowiem istnial taki element b, zbioru B%

ze b, <pb,, to istnialby tez element a, zbiorn A°, spelmiajacy warunek b=
= R(a,), przy czym w myél D2.4 prawdziwa bylaby réwnowazno#é
Gy <46, = R(a,) <sR(a,)

Element @, nie bylby wiec — wbrew zalozeniu — pierwszym elemente™
zhiora A°.

Dowéd czeéei b twierdzenia jest analogi imy teraz o0z¢é6 ©

% ogiczny. ljdowodmmy

Zalétmy mbw, %e relacja doskonala R ustala podobiefistwo zbioréw 4° i %
oraz %6 zbiér A° jest gesty. Zalézmy tez — whrew temu, co chcemy Wykasat —
2e pewien przekré] (X°, Y°) zbioru B° jest skokiem. Oznaczmy przez Z°! T
podsbiery zbioru A°, spehiajece warunki: : :

R(Z)=X, R(U)=Y

batweo zaawabyé, e Z°x> X0 U~ p¥° i ze (5.'9")
shiora = para uporzqdkowans .
”m A'.ZMwiqe,hmj<r'P>ij

L

§ 4. Przekroje. Zbiory geste i ciagle
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oraz z T4.2a, b wynika, Ze w zbiorze Z° jest element osts tni, w b5 .

element pierwszy. Przekr6j <2°, U°) jest wiee skokiem. Wni - -
gprzeczny z zaloZeniem, Ze zbi6r A° jest gesty. - Wniosek ten jest jednak

Dow6d czeéei d. twierdzenia jest analogiczny.
T4.3. Zbior uporzqdkowany A° jest gesty = z
J:f 1? g.'( Say—=2 <8z <ay)*

Dow. ZuloZmy najprz6d, e zbiér 4° jest gesty i niech z i :
jego elementami, spelmiajacymi warunek ¥ beds dowolnymi

(1) T <4y

Niech podzbiory X° i ¥° zbioru A4° speliaja warunki:
(2) te X’ =t 2,2vi==x

(3) te Y =y <, lvi=y
Gdyby nie istnial element z spelniajacy warunek

(4) T <4z <3ay

to — jak latwo spostrzec — para uporzadkowana (X°®, ¥*) bylaby przekrojem
zbiorn A°, i to przekrojem bedgcym skokiem. Wniosek ten jest jednak sprzeczny
z zaloZzeniem, ze zbi6r A° jest gesty. Z zaloZenia wiec tego wynika, Ze dla kaidych
dwéch elementéw z,y zbiorn A° spelniajacych wzér (1), istnieje element 2
spelniajacy wzor (4).

Zal6ézmy teraz, ze zbi6ér A° nie jest gesty. Istmieje wiee przekréj (X*, ¥
tego zbioru, bedacy skokiem. Eatwo zobaczyé, ze istniejs wtedy elementy = i g
zbioru A°, speliajace wzory (1), (2) i (3). Gdyby pewien element z zbiora A*
spelnial warunek (4), to element ten nie nalezalby ani do zbioru X° ani do
zbioru ¥° i para uporzadkowana <(X°, ¥°)) nie bylaby — wbrew zaloZzeniu —
przekrojem zbioru A°. Dowéd twierdzenia zostal w ten sposéb zakofezomy.

Gwiczenia.

1. Podaé taks relacje R, by zbiér uporzqdkowany <R, B) nie mial elementu pierwszego am
% Pors oo rzekrsj zhioru <R, B> byl skokiem, inny saé luka.

- Podaé takg relacje R, by pewien p zbioru <%, '

3. Zbiér X°* nazywamy ograniczonym od géry w shiorze A* wtedy i tylko wiedy, gdy

XoC A% A Zn‘l“:.a‘

a =€
Kresem gérnym zbioru X°C A° nazywamy taki element & ghiora A%, #e
n(ﬁ*-i..mvsﬂa)An[ﬂI(s-c:n}—r(ﬂ-iuv--rﬂ
L4

=e X v
'wm..g,...;ﬂjmmmmm-iwnlw-ﬂmr

.

Slupeck! | Borkowski
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iczni i i od dolu i kres dolny.
efini alogicznie zbiér ograniczony .
‘:; %‘?yknﬁe t;ldf podzbiér zbioru cigglego ograniczony od géry ma } ehing. -
' kres dolny. . -
c) :;;m d;:u p::;rmj wlasnofci nie majd zbiory uporzgdkowane, bed abioray

4. Udowodnié wzory:
a) A*C 4° s
b) A°C B ABCA*>A"= . . . .

5. N)iach X bedzie dowolnym niepustym podzbiorem rodziny wazystkich podzbior6w (w s,
czeniu D4.5) zbioru uporzadkowanego Xeo. Nastepujacy wzér jest pewnym uogélnienisp
pojecia sumy zbioréw uporzadkowanych:

=) P=2z= U ZA]ll]l @<2sy=2=3xv

YoeX YeX vel xeZ

Wykazaé, te jelli Zaden ze zbioréw naleiacych do rodziny X nie ma elementu pierwszego

(ostatniego), to réwnies zbibr | ¥ nie ma elementu pierwszego (ostatniego).
FeX

6. a) Wykazaé, 2e wyjmujao ze ghioru gestego dowolngy skoriczong ilo8é elementéw otrzymu.
jemy zbiér, ktéry nadal jest gesty.
b) Wykazaé, #e analogicznej wlasnosci nie majg zbiory ciagle.

§ 5. SKONCZONE ZBIORY UPORZADEOWANE. TYPY
PORZADEOWE w, 5, 4. TYPY ODWROTNE

O zbiorze uporzadkowanym A° méwimy, ze jest mocy m, wt,e_giy i tylko
w‘l;edgf, gdy zapas tego zbioru jest zbiorem mocy m, a wiec gdy 4 =M. Po-
dobnie zbiér A° nazywamy przeliczalnym, skoficzonym lub pustym, gdy odpr
W'.ted.}:‘l.lo zbiér A jest przeliczalny, skoficzony lub pusty. Zauwazmy jeszcze, »
o zbiorach uporzadkowanych méwimy, ze sg réwnoliczne, gdy ich zapasy .
réwnoliezne.

L5.1. Kaidy skoticzony zbidr uporzqdkowany ma el ¢ Dierweay.

]-)01:: Niech liezba natura]na. n bedzie moeg zbiorn upoqudkowanﬁﬁo A
Jeflin =1, to Qamentem pierwszym zbiorn A° jest jego jedyny element. z
?;i: :0 dla liczby naturalnej % lemat jest prawdziwy oraz Ze A= k:;,

¢ Aqum. k:s dowolnym elen}entem zbioru A° Oznaczmy przez A3 podz :g-
zbioru A°, Tego 'Bﬂpﬁﬂe!i Jest réznica zbiorm A i zbioru jednoelemen- .
wego {a}. Widoczne jest, 2¢ 4, — k. W my$l wiec zalozenia indukcyjnego i‘”wh;"i
‘:ym‘ Wiy ﬁm A3. Elementem pierwszym zbioru A° jest ¥ sposd?

Wﬁy.m 1 @,. Dowé6d indukeyjny lematu zostal W i

F5.1. Jobli skonosone sbiory
uporzqdkowane
te #q podobne. A°

Dow. Zeldadamy, e

iB‘aqrmWs”"”

A=F=ﬂ'1 neN

—_
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Okreflimy indukcyjnie ciagg skorczony

(1) Gy Gy -..y On

Pierwszym elementem ciggu (1) niech bedzie pierwszy element zbioru 4®
Istnienie tego elementu gwarantuje L5.1. Zalézmy, ze okrefliliémy enty

(2) Gy, Bgy...n By, k<mn

ciggu (1). Oznaczmy przez A, réznice zbioru A i zapasu ciggu (2). Niech a,.
bedzie pierwszym elementem podzbioru A zbiorn A°*. W ten sposéb ciag ( 1;
gostal calkowicie wyznaczony. W podobny sposéb okreflamy cigg

(3) byy by, ..., ba
ktérego wyrazami s3 elementy zbioru B.

Niech relacja I2 zachodzi pomiedzy wyrazami ciggbw (1) i (3) wtedy i tylko
wtedy, gdy wskaZniki tych wyrazéw s3 réwne. Latwo wykazaé, ze

R¢l—1
[1 ]z <ay = R(s) <sRE(¥)]
z v

Relacja R ustala wiec podobiefistwo zbioréw A° i B

Z T5.1 wynika
Whniosek 5.1. Ka2dy uporzadkowany zbiér n-elementowy jest podobny do zbioru

wszysikich liczb naturalnych <mn, uporzqdkowanych wedlug wielkoéei.

Z T5.1 wynika tez, ze skoriczone i réwnoliczne zbiory uporzqdkowans maja
ten sam typ porezqdkowy. Typy te oznaczaé bedziemy gymbolami, ktérymi
oznaczamy liczby naturalne. Tak np. typ porzgdkowy zbioru pigcioelemento-
wego oznaczamy symbolem ,5%. Symbol ten, zgodnie z umowami poprzednicgo
rozdzialu, oznacza jednoczeénie moc zbioru pigcioelementowego. }.T:edokladnoﬁ
ta nie grozi sprzeeznofcia, gdyz wlasnosei typéw porzadkowych i liczb kardy-
nalnych zbioréw skorczonych sg takie same. W szezegdlnosel prawa dotyeczqee
dzialati na typach porzadkowych i liezbach kardynalnych zb}oréw akoﬂesot}i'koh
#a jednakowe. Arytmetyke liczb naturalnych mogemy Wige budowaé :
arytmetyke liczb kardynalnych zbioréw skoficzonyeh lub teZ jako arytmetyke
typéw porzadkowych zbioréw skornezonych.

Jako ilustracje #zszych uwag podajemy:

T5.2. Jedli m i f:ﬁpuﬁ porzqdkowymi zbioréw skotozonyoh, 10

(1) m+n=mn-t+m

(2) m-n—n-m**
—
* Istnienie tego elementu gwarantuje gné6w L6.1. i dowolnych typéw po-
** Jak jus poprzednio zostalo wspomuniane, dodawanie i mnodenie
rZgdkowych nie jest przemienne.
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Z (3) wynika, ze zbiér D;(R) jest ré6wn i ci : -

Dow. Niech : . e ¥ Zapasow ciggu (1). Oczywiste

v B i F—n, AB=0 tez, Ze kazdy wyraz tego ciagu jest elementem zbioru AS. {DL ndnvnd.m:::
= M, == wzoru (4) wystarezy wiee wykazaéd, ze kaz emen : : E

) " A° gkoniczone i réwmnoliczne. U 6w cigeu (1). Zalézm —, : & ¢ xbiorn 4° jest jednym
Widoczne jest, se zbiory A°+B° i B 1240 52 ek waga i VYRS i, )Zmy — Wbrew temu, co cheemy wykazaé — ge
oczne j A°. Stad i z T5.1 wynika: pewien element @ zbioru A° jest rézny od kazdego z wyrazéw cizgu (1). Wynika

ta dotyczy réwnies A°-B° i B

stad latwo, Ze element a spelia jeden z trzech warunkdw:
A°4-B° = Bo+4 A°

x. & -ﬁ';AG-;
A°-B° = B° - A° B. kZ; (G <48 <4%41)
" ikai 1) i (2).
3, D3.4 i wzoréw (3) wynikajg wzory (1) 1 (2)- , v. [lac<ua

S, X o sie teras szczegblowiej sbiorami, spelniajgeymi  nastepujace ion
trzy warunki: ) - Przypadek a« nie moZe jednak zachodzié, gdyz a, jest pierwszym elementem

a. Zbiér uporzadkowany X° ma element plerwszy; . z}txioru A°. Gdyby zachodzil przypadek B, to — jak latwo zauwaiyé — element @

b. Zbi6ér uporzadkowany X° nie ma ale:mentu ostatniego; me.nalef:alby d!o zadnego ze zbioréw A} i A7, okreflonych na poczatku dowodn,

¢. Kaidy przekréj zbioru X° jest skokiem. o ) - co jest niemozliwe ze wzgledu na to, ze para (A}, 4?) jest przekrojem zbioru A°.
T5.3. Jesli zhiory uporzqdkowane A° i B° spelniajq warunki a-c, to zbiory te Zalézmy teraz, ze zachodzi przypadek y. Nast¢pujace réwnowainoSci wyzna-

e Sy czaja dwa podzbiory zbioru uporzagdkowanego A4°:

Dow. Okredlimy indukeyjnie cigg nieskonczony

Dedj= Y a< s
(1) Gy Gyy Gy, --- . feR
. redA = aq @
Wyrazem @, jest pierwszy element zbioru A° Istnienie tego elementu jest ¢ ‘ll <4
zagwarantowane przez to, Ze zbiér A° spelnia warunek a. _Zaléimy, ze mm Latwo spostrzec, ze para (42, A% jest przekrojem zbioru .4°, przy czym zbiér 4
juz ohwaf:lona elements: Gy Gy, .y G Ciggu (1). Nastepujgce réwnowain nie ma elementu ostatniego. Wniosek ten jest jednak sprzeczny z zaloZeniem,
wyznaczajg dwa podzbiory zbioru uporzgdkowanego A°: Ze zbiér A° spelnia warunek ¢. Przypadek y nie moze zatem réwniez zacho-
dzié. Wzér (4) jest wi dziwy.
vedl=2<L3avr=ar Dowda, ia) 1 WigC prawdziwy
vedl=aar <o e Dy(R)= B
= . . Jest analogiczny.

Stad, 0 - 9 . ;
e 'p:l';:;g’r ;:pmﬂpehkmu :ra.runek b, wyomkzz, #e zbiér A3 jest nfaillﬂg. Latwy dowdd, ze relacja R spelnia pozostale ze wzoréw I, podanych w do-
Stad, Ze zbiér ten spei wapom]ﬂdkc owam?.] (43, 43> jest przekrojem zbio wodzie T5.1, pozostawiamy czytelnikowi. Stad, #e relacja R spelnia te weeory,
Iiao;l elemen » = » %e zbiér A3 ma element Pl b 12 D2.4 wynika, 2e A°~zB° Stad i z D2.5 wynika twierdszenie:

nt ten bedzie (k+1)-szym wyrazem ciggn (1). W podobny sposS - _
okreflamy ciag nieskotfiezony D5.1. @ — A° = zbiér A° spelnia warunki a-o
@ by, by, by, ... Widoczne jest, #e zbiér (M, <) spelnia warunki a-c. Sted
) ' Wniosek 5.2.
kiérego wyrasami sq elementy zbioru Bo.
=M, <>

Okreflimy jeszeze relacje R:
(%) aRb _ Wzér ten mose spelniaé role definicji typu porzadkowego @. .
‘-‘*“%(G—- A2 b) Katdy wige zbiér uporzedkowany, spelmisjeey warunki a-e, jest proeh-

e ezalny. Liczba kardynalna K, mose wige byé okreSlona niesaleinie od pajosia
L' . ﬁ lesby naturalnej. O ile j-:;nak budujemy teorip mmogesel nie sakiadajee
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mmw‘ﬁkﬂ"ﬂ' ‘

—

i liczb naturalnych, musimy przyja¢ aksjomat, gwarantujacy jgp,
m jmniej jednego zbioru mhm&g" . ..
Zajmiemy sie = kolei zhiorami spelniajacymi warunki: .
X° pie ma elementu Dierwszego ani ostatniegy,

;'. " - 3 ;estpnehcza.lny,

¢. » - - ng@tr . e e o . |

T5.4. Jedli thiory uporzqdkowane A® i B® spelniajg warunki a’-c’, to zhiory |,
&g podobme.

Dow. Z zalozenia, Ze zbiory A® i B° spelniaja warunek b’, i 2 T7.3 zpy, |
dziatn T wynika istnienie ciggéw nieskoriczonych
a) Gyy Gy, Ggy oo
) by, by, by, .-
spelniajacych warunki: _ . . .
zapasami ciggbébw (1) i (2) 83 odpowiednio zbiory A i B;

jefli 4 == j, to aq 3 ay oraz by = by.
Zdefininjemy indukcyjnie cigg nieskoficzony

3) b Bics By

h
Kiech wyraz b, = b,. Zalétmy, ze okrefliliémy juz wyrazy bos Ooyy -er b |

Zalozmy tez, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i » nie wiekszych od k o
chodzi wzbr
(4) Om <40 =b_<pb, .
Widoezne jest, 2o wyraz a,,, ciggn (1) spelniaé musi jeden z warunkdw:
. ﬂ“‘ui‘gﬁ!
8. ‘fﬁﬂuxﬂmé;l‘fﬁa‘-ﬁ” 2 4<,a,<a,,,

l<m<k
Y- ’l. Oy <40y
W kazdym z tych Prrypadkéw wyraz be,,, ciagu (3) niech bedzie réwn¥y e

ey, Dedacemu pierwszym wyrazem ciagu (2), spelniajecym 08

< Il %<sb,

Fohman Z b~ 3 b, 20, 2oh
Y- ﬂ*%%

Istuionie wyrasn b, wynika.

w preypadkn o i ¢ — sea 2bibr . g
> preypada § — o B® spelnia waranek a’.

[ 8

h*’m'ma'iﬂ'm-

wyrazow ciggéw (1) i (3).
Nast¢pujaca réwnowaznogé okrefla relacje RB:

"'Rbaé;(d=¢.nb=b“)

Wykazemy, ze kazdy wyraz ciagu (2), a wige kazdy element zbiorg B jest
jedmn:n z wyrazéw ciagu (3). Zalézmy na chwile, ze tak nie jest, i niech B, be-
dzie pierwszym wyrazem ciggun (2), ktéry nie wszedl do ciagn (3). Katdy wi

z wyrazéw b, ~-3 By, jest réwny pPeéwnemu wyrazowi ciagu (3). Oznacrmry
przez by, wyraz tego ciagn spelniajacy wzér

b, = b,, gdzie
Niech k bedzie najwieksza z liczb Tiy weey Ty - Zalbzmy dalej, ze b; speinia wa-

mneku’om%a,jmpierwnzym wyra.zemciagu(l)vc:etniajuymvﬂﬂn-
rze A° od kazdego z wyrazéw

t=1,..,1—1.

(5) Byy weey O

ciagu (1). Kazdy wiec z wyrazbéw Ggi1s ey B,y jest pbiniejszy od jednego co
najmniej z wyrazéw (5). Wyraz a, jest wige wczedniejszy od kazdego z wyrazow
Gyy -ony By_y . Stad, 2e wzor (4) spelniony jest dla wszystkich wyrazéw ciggéw (1)
1(3), wynika, ze kazdy z wyrazéw biyers -3 by, jest pbiniejszy w zhiorze B
od jednego co najminiej z wyrazéw biys ey by, - Wyraz b, jest wigc wezedniejszy
od kazdego z wyrazow beys -3 by, ,» Przy czym b; jest pierwszym wyrazem
ciagu (2) spelniajgeym ten warunek, gdyz kazdy z wyrazéw by, ..., b, , jest
réwny jednemu spoéréd wyrazéw b, ..., b, .. Stad i z definicji ciggu (3) wy-
nika, ze b = b,,. Analogiczne dowody, ze b, jest jednym z wyrazéw ciggn (3)
W przypadkach, gdy wyraz ten spelnia warunek B’ lub y’, pozostawiamy
czytelnikow.. Z dotychczasowych rozwasasi wynika, se D,(R) = B. Wyka-
zanie prawdziwoéei pozostalych ze wzoréw I, podanyeh w dowodzie T5.1, mie
Relacja B ustala wige podobiesistwo zbior6w A° i B°. Sted wynika jut T5.4.
Udowodnione twierdzenie pozwala przyjel nastepujecq definicje:

D5.2. n = A® = zbi6ér A® spelnia waranki a’-c’

Widoczne jest, se zbiér (38, <) spelnia warumki a’-c’.
Wniesek 5.3.

W2zér ten mose stusyé za definiocje typu porspdkowego ¥
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ghiory speinis] warunki:
mmﬂ rm:mmpiﬂw*mgom%;
» FThiér uporzydkowany E . i
;'.MWI‘JS'M! . l
. sywcraw = IllE Sry—>Y _(FSxw syl
i mnlﬂ'ﬂi‘vmlmknc":

“rt : W zhiorn X® taki, ze dla Eazdych dwig
ﬁﬁ-Jcﬁ':ﬁajWJ‘iB‘quuha_cu,b%
tz sg podobme. o ' _ |
Mv.'Fmﬂiw;mehmlnym podzbiomx

rhicrow A* i B®, spelniajacymi warunki:

) nﬂ[:-é;!—rg,:'l (z2<aw<ay)

InIl= @nl—*é'. (z<<sw<s¥)]

A® i B" spelniajs warunek ¢”. Zatwo zauwaiyé, Ze zbiory W3 i W3 spelnisjs v
renki 3’-¢’. W mySl wiec T5.4 s3 one podobne. Niech relacja § ustals pede
biefistwo zhiordw WT i Wi.

Niech r bedzie dowolnym elementem zbioru A4°. Omaezmyprm-ﬂ_l{"'
zhiér zhioru A®, do ktérego naleiy wszystkie elementy tego zbiorn wesesmeys
w nim od elementu z, przez A7 — podzbiér zhioru 4°, do ktdrego naleis
Mmmmthmwm(ﬂvﬂ
#Fﬂl‘i-zﬁwni'ihsjutmm:hiuruﬂ-m
przez C* doczyn zbioréw W, i A, przez B? — podzbiér zbioru B°, do k&g
‘H?,“T‘F‘-‘”@mdhhﬁnga tetmiog II:III'IIIIH:‘“G

§ 5. Skodezone sbiory wporrydkowane. Typy porzadiowe @. v, i Typy odwrstas 223

bedace ocIywiscie pewny relacjs, ozmnaczymy przex R, ofrzryma=my wzory:
(2) yB)= A
(3) B « funke

W podobaoy sposbd mozemy prryporzadkowaé dowcloemm elemertows v
ghioru B® deoklzdoie jeden element zbioru A® Iatwo mauwaiyé, 2 w ten sposSh
prrypoerzadkowane elementy = 1 gy pozostajy w relacji B Stad
(£) Dy(E)= B
(5) B ¢ funke

Ze wzoréw (3) i (3) wynika, 2e B ¢ 1—1. Sprawdzenie, fe spelniony jest tez
trzeci sposréd wzordw I, podanych w dowodzie T5.1, pozostawiamy exytelni-
kowi.

Zbiory A®* i B® 3 wigec podobne.

Tdowodnione twierdzenmie pozwala prryjaé nastepujacy definicje:
D5.3. i— A® = zbiér A* spelnia warmnki a™-¢"

Iatwo zauwaiyé, ze zhiér (R, <) spelnia nmh'-a"-e”,m = zhio-
rem W, o ktérym méwi warunek ¢”, jest zhiér wszystkich Gezh wymisrnych 8.

Stad
Wniosek 5.4.

A=M,<)

Wai » "
nieosek 5:.5. W J-b’g- F s s
Latwe spostrsec, de relacje E, okreflona wasrsR

18 4, BHRA, BD =4S4

mﬁwww‘-"
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L5.2. Jefli sbiér uporzqdkowany A° jest gesty, to zbidr A wszystkich jego py,,
kmjdw wladciwych uporzqdkowany Pprzez relacje R, okreslong wzorem I, foy
Dow. Nalety wykazaé, ze zaden przekrdj 3, BY> zbioru A° nie jest gio.
kiem. Zalézmy — wbrew temu, €O checemy wyka,zaé.—ze prﬁckréj <49, By
zhioru A° jest ostatnim elementem klasy a, pfzelcréj za§ (A3, B3> zbiory 4
jest pierwszym elementem klasy B?. Widoczne jest, Ze

(43, BY) <ul42, BD
Stad i ze wzoru IT wynika, ze 4, & 4,. Istnieje wiec taki element a zbioru 4, g

(1) ae A;Aaec Ay

Z wniosku 5.5 wynika tez istnienie elementu a,, spelniajacego warunek:
(2) 6 <amAa €A,

Nastepujagce wzory wyznaczaja podzbiory zbioru A°:

(3) zed}=a<B4a,, DeB)=a,<uzVT =0

Widoczne jest, ze para uporzadkowana (A3, BJ> jest elementem zbiorn U
Ze wzorbw jednak (1)-(3) i II wynika

(4}, BY) <ul4dy, By <u<4?, B

Przekr6j {(Aj, B3) nie jest wiec elementem klasy 2° ani tez klasy BS. Wnio-
sek ten jest sprzeczny z zaloZeniem, Ze para uporzadkowana <(UT, BI)> jest
przekrojem zbioru U°. Zbiér ten jest wiec gesty.

T5.6. Jedli zbidr uporzadkowany A° jest gesty, to zbidr A° wszystkich jego praekro-
jow wlasciwych, uporzqdkowany przez relacje R, okredlong wzorem TI, jest oiagly-

Dow. Niech para uporzadkowana (%, B> bedzie dowolnym przekrojem
zbioru W. Zalézmy, ze przekrdj ten jest luka. Nastgpujace réwnowaimosd
wyzmaczaja podzbiory A3 i B} zbioru uporzadkowanego A°:

(1) me435§§(<x",ro> e WAz ¢ X)
ytm5§§(<x°. Y e By e X)*
il #y% %o para uporzadkowana (A3, BY> jest praekrojem Wladcivy®
jent e imy, fe (A3, B <W. Z zalotenia, se przekrdj <M1 BV
luks, wynika istnienie takiego Przekroju <432, B> zbioru A4° %e
43, B> € WA A, BYY 2,49, BOS

* Zvibr A, jest wiee ‘ .
whibr B, -nim'::: g6 ystkich klas dolnych przekrojéw, nalesgoych 40 d

** Por. 6wienenie 5, § 4. mych przekrojéw — naletqoych do klasy 85

§ 5. Skofozone zbiory uporzadkowane. Typy porzadkows o =

i Typy odwrotne 235

Stad i ze wzoru II wynika, ze A, & A,. Wniosek ten i
- n ednak sprzeczny

ze wzorem (1). W podobny sposéb motn:a. wykazad, ze J;::ai:éj ten ni
toz elementem klasy B). Zaden wige przekréj zbioru 9 nie jest mnm —

Z Lb.2 wynika, ze zaden przekréj zbioru 9° nie jest tez kiem. Zbi6r
jest wige ciagly. ] e e

W teorii liczb rzeczywistych Dedekinda, o ktérej ieli

, : ] Wspomnieliém

czgtku popr.zedmego paragrafu, liczby rzeczywiste zdefiniowane g3 j;'.'k’.;’ia prl;:
kroje wladciwe zbioru liczb wymiernych, uporzgdkowanego wedlng wielkosici.
Wwzér II okrefla relacje mniejszodci tak rozumianych liczb rzeczywistych.
Z T5.6 wynika, ze zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, uporzadkowanych
wedlug wielkosei jest zbiorem cigglym.

D5.4. f=ar=22(a=(X,RO\f=(X,R™)

Definicje t@ mozna zapisaé krécej, w postaci:

a= (X, R)—»a*=(X,R™)

lub tez w postaci:
(KX, B))* = (X, R™")

Typ porzadkowy a* nazywamy typem odwrotnym wzgledem typu po-
rzadkowego a. JeSli a jest typem porzadkowym zbioru X uporzadkowanego
przez relacje I, to a* jest typem porzadkowym zbioru X uporzgdkowanego
przez relacje odwrotng wzgledem R, czyli konwers relacji R. Z definicji D5.4
1 wniosku 5.2 wynika, ze o* = (M, >). Typ porzagdkowy w* jest wige typem
porzagdkowym zbioréw uporzadkowanych, ktére nie majg elementu pierwszego,
maja element ostatni i w ktérych kazdy przekr6j jest skokiem. Jak latwo
zauwazydé, jest to typ porzadkowy zbioru liczb calkowitych ujemnyeh, upo-
rzadkowanego przez relacje <.

Z przykladu tego widaé, ze typ a* moze byé rézny od typu a. W pewnych
jednak przypadkach typ odwrotny wzgledem typu pormdkowe:go a jest iden-
tyczny z typem a. Tak wiec np. z T5.1 wynika, Ze n* =n (gdzie n jest ty'_pﬁn*
porzgdkowym zbioru skonczonego), z T5.4 i T5.6 wynika, 26 n =, A* = A
Mozna tez kazad, ze (0*+ o)* = o*+ o. ' )

Typ por::;ikowj: w*-iw jest to typ porzadkowy zbioru liczb oaltqmm
uporzgdkowanego przez relacje <. Zbiory uporzadkowane tego typu nie mAajl
ani elementu pierwszego, ani elementu ostatniego, a kazdy ieh przekréj jest
skokiem.

Owiczenia
inj a-o.
1. Podaé przykiady sbioréw uporzadkown:n‘?oh, speiajgoych d:: spodréd warunkéw
o ktérych jest mowa w T5.3, nie spelnisjgoych jodnak ::m:‘-a' h'w-o i
Rozwigzaé analogiozne éwiczenia dotyczgoe mma , o ktéryoh mows
w T5.4, oraz warunkéw a”’-o”’, o ktérych jest mowa W .
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—————

3. Wykasad, #o typ porsadkowy a dowolnego praclicsaluego sbioru gestego epelnia jeay,

s osterech warunkow:
a=1 a= 1+, a=n+l, a= 14n+1.

8. Wykazaé, se dla dowolnego typu porzgdkowego a gachodzi wzér:
a-2=a+a
4. Udowodnié wzory:

) o=lto=2ta=.=nt0
b) o=20=30=.=n0
o) (@+l+ow=oto

5. Wykazaé falazywodd nastepujgcych wzordw:

a) o= o+l
b) 2w=otw
e) n=n+2+n
d) A=21424+1
e) A=A+12
f) En=2g

6. Udowodnié wsory:

a) (a*)*=a

b) (a+p)* = f*+a*
e) (af)* = a*-p*
d) ao*=a%*+$l

7. Wykasad falazywoldé wzorbw:

a) oto*=o*4+o
b) (a-p)* = p*.a%

8. Wykazaé, so dwa zbiory uporzadkowane, & ktérych kasdy jest podobny do podsbioru sbiory
drugiego, mogsq nie byé podobne.

§6. ZBIORY DOBRZE UPORZADEOWANE, LICZBY PORZADKOWE

D6.1. Zbiér uporzadkowany A° jest zbiorem dobrze uporzqdkowany™ =
e “ﬂ“‘ ‘? (b jest elementem pierwszym zbioru B°).

£ibr jest wige dobrze uporzadkowany wtedy i tylko wtedy, gdy ¥

g nwy podzbiér ma element pierwsey. adko"
Z D8.1 i L6.1 wynika natychmiast, ze kazdy skotiezony zbi6ér upor tob

wany jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. Dobrze uporzgdkowany joot

#ibr (M, <), nle sq natomiast sbiorami dobrze zqdkowanymi wbior
o, <51 R, <y PR PRSEESS

o § 6. Zbiory dobrze uporzgdkowane.

Liczby porzgdkowe 237

Z T4.2a wynika

uporsqdkowany. i Sueree g0 jeat tes dobrze

i Lp = ° 3 1 40)
D6.2 ae Lp “)_:: (A° jest zbiorem dobrze uporzagdkowanym Aae = 49

WyraZzenie a € Lp ozytamy: a jest liczbgy porz ows. Li 1
8g wige typumi porzgdkowymi zbioréw dobr:'a u:gi;:ox‘;?i
Z poprzednich uwag i wnioskéw 5.2-5.4 wynika » %e spofréd typow
rzgdkowych @, n i 4 liczba porzadkowq jest tylko typ w. Zauwaimy £
te o ile traktowad bedziemy liczby naturalne jako typy porzadkowe ;h:‘m-aa
gkoriczonych (por. uwagi poprzedniego paragrafu), to liczby naturalne beds
szezegélnymi przypadkami liczb porzadkowych. Réwniez liczba zero, rozu-
miana jako typ porzgdkowy zbioru pustego (por. éwiczenie 8 paragrafa 2),
jest — w myél D6.1 i D6.2 — liezby porzadkowsy.
T6.1. Kaidy podzbidr zbioru dobrze uporzqdkowanego jest dobrze uporzqdkowany.
Dow. Niech B° bedzie dowolnym podzbiorem zbioru dobrze uporzgdko-
wanego 4° C° zad dowolnym niepustym podzbiorem zbioru B°. Latwo zauwagyd,
ze zbiér C° jest podzbiorem zbiorn A4°. Zbiér C° ma wiee element pierwszy.
Wykazalidémy wige, e kazdy niepusty podzbiér zbioru B° ma element pierwszy.
Stad i z D6.1 wynika, e zbiér ten jest dobrze uporzgdkowany.
T6.2. Suma ¢ sloczyn zhiordw dobrze uporzqdkowanych sq sbiorami dobrse upo-
raqdkowanyms.
Dow. Niech A4° i B° bedq dowolnymi zbiorami dobrze uporzgdkowanymi
i niech C° bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru A°+ B, Jedli 4-C = @,
to przyjmujemy, #e elementy zbioru D®, ktdérego zapasem jest zbiér A-0O, s§
uporzgdkowane tak jak w gzbiorze A° Zbidér D° jest — oczywiscie — niepustym
pPodzbiorem zbioru dobrze uporzadkowanego A° ma wige element pierwszy.
Latwo dostrzec, 2e element ten jest jednoczednie elementem pierwssym pod-
zbioru C°. Jedli zad 4 -0 = 0, to zbiér (° jest podzbiorem lhior}l dobrze upo-
rzgdkowanego B°, ma wige element pierwszy. Wykasaliimy wige, #e w obu
mozliwych przypadkach dowolny niepusty podzbiér zbioru A°+5° ma element
pierwszy. Zbiér A% B° jest wiec zbiorem dobrze “P“'%“k""“‘?.’"' 1
Niech teraz €° bedzie dowolnym niepustym podsbiorem sbioru A°-F¢.
Oznacemy przez A° podzbiér zbioru A°, ktérego elementami sq te i tylko te
elementy zbioru A, ktére sq pierwszymi elementami par uporsqdkow “’w oy
nalesqcych do zbioru . Analogicznie okredlamy podsbiér B; sbiera B pmg
31'0&1-1‘5{'(‘, 2e zbiory A',’ i B? sq niepuste. Niech a, i &, beda mpom
tami pierwszymi tych zbioréw. Widocsne jest, #e para (@, b jest
Pierwszym gbioru C°. Zbiér A°-B° jest wiec ted dobrse “’“"‘“’I..,. l,',",.."'m.
z udowodn. 3 ika, #e dm Ba 3
ionego twierdzenia wynika, od ednich deiatal Ba
Wych mogemy okredlié jako szesegdine ; w’:ﬂ“.h s arvhmetyk
porzgdkowych. Wynika sted natyohmiast, #o | 4
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§ 7. ODCISEL ZEIOEU DOBEZE TPORZADEOWANEGOD
DTL X*— Al@)=X*CA*r[]lze X =z<a48)
=

ﬂAmwmmmmwiﬂ
tego zhioru. Odeinek A(s) jest wiec zhiores
S lemmentéw zhiora AT wessnicpzyveh 'tfnmod"r?
esym clementy odeinka A(s) 54 w mim tak sporsadkowsne jok w zbierze 47
Z D71 i T8l wynika _
Waicsek 7.1 Dowsing odcimck thiors dobroe wporsadhowancgs jowt HOTes
Soamzr wPrIadiinl SuE
Zanwaizsy jessese, e cdeinck WYIRGeSOBY Pricl P wesy cheinent
PR DReATER pEstT
| o, 0 c A% sfA(a) < Ala) =8, <s8,)
Stcfisiowans relncje masywsmsy releciy mmicjssoéei. Polem toj relach
g . i 3 . o T |+w.£“
weicle podshichetws shiors A* i shiors wesysiieh jogo cleiniin, WP
e A VARG ST,

zhiors A7

e

mm&mwmm
Z T71 i voeosku 6.1 wynika patyehriags
Wniosek 7.2. Zbidr werysthich odcinkie hiors A+
Lacig iejerodei, jost o > » Sporzgdiowany proes

L’:-l- A+ ~B* > -~
E‘ 52-'.;[4(" =E26))

Dow. Zziirmy, ze relacja E ustals podobicfistwo rhicetw 4% i
m.jutdatol:mdznmtmz&muLPuﬁmijmytd,ul:z:.f;;
dostirzec, fe A(a) = gB(b). Lemat jest wice pmawdriwy.

W cirefenin, Etlre podamy, wystiepuje rymbal ¥*. Defmicia T=baln
jest D33 z poprzedniego rozdzizin, .

D7.3. EBe(A%) = Be A% [] [J(z Suy—=Biz) <« Blg))
Wiyrazenie E « Ir (A7) czytamy: B jest funkejs rosnaes. ckrefiony w shiorse 4.
L72. B efr(A*)—~{E(s) <4 5]

Punkeja rosnaca, ckrefiona w pewnymm rzbiorze, mie mofe wiee pEIyporzgdks-
Dow. Zalétmy — whrew temm, co cheerxmy wykazal — 8o dia pewazege

seA*
1) Els)<<as
Oznsermny przez A7 podzbifr zbiorn A*, ktérego clementami o3 te i tylko e

clementy zbicru A*, ktére speiniajs wzir (1) Zhibr A jest wige miepusty.
Nicch @, bedzie pierwszym jego clementem Siad

2) Ela) <s%
oraz dia kaddego =
3y 7 <<aty+~Ei®) <a7]
mh,=3mm-mﬁmimm*
(4) ~ BB <2 Bia]
zmw,nmﬂ)imh“'“““
sy

BRa)) < s Bis)
::_“m_._mmmr—ﬁ*"_'
ks F_d___h\..{.a*zduﬂ
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zadk ie j i bny do zadnego ze swych odeinkéw,
1 owany nie jest wigc podo
Zblg::buz:?éﬁy — wbrew temu, co chcemy wykaza¢ — Zo dla pewnego

a,cA
+~ A
(1) A (ay)

Oznaczmy przez R relacje ustalajaca podobienistwo tych zbioréw. 7 D2.4 otrzy-
mujemy:
(2) z <, y—>E(2) < dtap B(¥)
Relacja B jest wiec funkcjg rosnaca okreflong w zbiorze A*. Stad i z L7.2
wynika, Ze
(3) ~(R(a) <aa)

i 1 . Wniosek ten
S ednak, e At ~gpAd(a,) i 6; € A wynika, Ze R(t.ll) -..:,’Aal :
i;?t.d s::rzecn::y ze wzorem (3). Zalozenie (1) prowadzl wige do sprzecznoSci.
L7.4. a,, 0y e AYAA(a)) = A(Gy) >3 = Gy

Dow. Zaléimy, Ze 6, 7 ay. Stad, z L7.3 i uwagi, Ze 2 dwéeh-(réﬁny_ch)
odcinkéw tego samego zbioru dobrze uporzadkowanego zawsze jeden jest
odcinkiem pozostalego, wynika, Ze

~[4(a,) =~ A(a,)]
Lemat jest wiec prawdziwy.
.b. — A ~ B(b)]>A* ~B*t
L7.5 1, é}m [4(a)=B®IA IT a.}‘:'n[ (a) = B(b)]

Jefli wiec dla kazdego odcinka zbioru A* istnieje podobny do niego odcinek
zbioru B* i odwrotnie, to zbiory A% i B* sg podobne.

Dow. Wykazemy, ze podobiefistwo zbioréw A+ i Bt ustala relacja B, 0kre:
§lona przez réwnowaznodé:

(1) aRb = A(a) ~B(b)

Z zalogenn lematu i wzoru (1) wynika:

(2) Di(R)= A, Dy(R)=B
Zalbsmy, e

aRb, i aRb,
Stad 1 z¢ wzora (1) wynikajq wzory:
A(a)=B(b), A(a)=B(by)

#oad 7 kolei i z T2.1b, ¢ wynika, s B (b,) ~ B(b,). Na podstawic L7.4 wnioskD
oy wige, 4 by = b,. W podobny sposob mot:m. wykazad, ze z zalozel o B

§ 7. Odeinki zbiorn dobrze uporzadkowanego

241
i ay Rb wynika, ze a, — a,. Relacja R jest wi )
wynika: 3% 7% Jest wige doskonala. Stad i ze wzoréw (2)
(3) A~gB
Zalézmy teraz, ze
(4) G <40,
oraz, Ze
() &Eb, i ayRb,
Ze wzordéw (1) i (6) wynika:
(6) A (a,) = B(b,)
(M A (ay) > B(b,)

Ze wzoru (4) wynika, ze a, € A(a,). Stad,

z L7.1 i wzoru (7 R
takiego elementu b’, ze (7) wynika istnisnie

(8) b’ e B(by)
(9) A (a,) ~ B(b")

Ze szréw (6) 1 (9) wnioskujemy, ze B(b,) ~ B(b’). W myél wiec L7.4 b, — &".
Stad i ze wzoru (8) wynika, ze b, € B(b,), a wiec

(10) b <sb

Stad, ze ze wzoréw (4) i (5) uzyskali§my wzér (10), oraz ze wzora (3) wyniks
teza lematu:

L7.6. Jedli b, jest pierwszym elementem zbioru B, spelniajqoym warunek
Il ~[4(a)=B(b)]

aed®
i jeéli a, € A, b, e B oraz

(1) A (a,) = B(by)
to

b, € B(by)
Dow. Zalézmy — wbrew temu, co chcemy wykazaé — 2e
(2) b, & B (by)
Stad wynika, ze badZ b, = b,, badZ b, <s8b. W przypadka pierwssym waér (1)
Przyjmuje postaé
A (a,) = B(bo)

zwazér“ ten j j saloseniem lematu dotyesqeym clements By
jest jednak sprzeczny Z . . .
¢my wige, 2e b, < s by. Stad, z L7.1 i zadogenia (1) wyniks iStarente ede-

s e
UPecki | Borkowsikl
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i

wentn o ghiorn A(a,) takiego, Zo
A(a’) = B (b,) |
alozeniem dotyczacym elementu b,. Doweq ‘

s 1 ] ZZ
TUniosek ten jest znbw sprzeczny :
; " J sob zakoificzony.

o wprost lematu zostal w ten spo |
R P ~ B(b)]v [A(a) = B(b)] |
a5, W@ 2, l

Dovw. Zaléimy — wbrew temu, CO checemy wykazaé¢ — Ze istnicje taki .‘
lcment aed*, 2o |
J1 ~[4(a)=B(b)]

.~z zo istnieje taki element b e B*, ze

(2) 1 ~[A(a)=EB(b)]

‘ cedt

O=naczmy przez G, pierwszy element zbioru A* spelniajacy warunek (1), przez b, —

pierwszy element zbioru B* speliajacy warunek (2). Zal6zmy, Ze atteA(a,).

Suad @, << 6. Z okreélenia elementu a, wynika istnienie elementu b, zbioru B*

takiego, Ze [
A(a,) = B(by)

Stad i z L7.6 wnioskujemy, ze b, € B(b,).

Wykazaliémy wige, Ze

(3) I 2 [4(a) = B(b)]
acdlag) beBlby)

W podobny sposéb moZna wykazaé, %Ze

(4) I1 3 [A(a) = B(b)]
beBby) ac.d(ap)
Ze waorbw (3) i (4) oraz L1.5 wynika, ze A (ag) ~ B(b,). Wniosek ten jest jednak
prneczny z okredleniem elementu a, (jak tez z okre§leniem elementu b,). DOV
we wprost lematu zostal w ten sposdéb zakoiiczony.

r1.2. A* =BtV ][] [A*=BO)IVY [B* =A(e)]

aed

Kasde wige dwa zbiory dobrze uporzadkowane se badZz podobne, bad
jwden z mich jest podobny do odeinka pozostalego.
Dow. Z L1.7. wynika, se spelniony jest co najmniej jeden z nastepujeey®

o b W
(5 3 ﬂ” gm[A(ajza(b)j
@ I3 [4(@)=BE)

B*Y aed

§ 7. Odcinki zbioru dobrze uporzadkowanego

Jedli prawdziwe 83 oba te warunki, to w myél L7.5
3) At ~ B+

Zalézmy teraz, ze spelniony jest warunek (1), nie
warunek (2), a wige Ze istnieje element b zbioru B+

[l ~[4(a)=B(@b)

acd

Oznaczmy przez b, pierwszy element zbiorn B+
mijmy, tez ze

Jest natomiast epelnion
= < Y
spelniajacy wzér

spelniajacy ten wzér. Przyj-

(4) C* = B(b,)
Z okreflenia elementu b, i wzoru (4) wynika
(5) !:Ic+ §J+[A (@) =~ C(e)]

Zal6zmy, ze a, € A*. Z zalozenia prawdziwosci wzoru (1 o
kiego elementu b, zbioru B*, ze (1) wynika istnienie ta-

4 (a,) =~ B(b,)

Bt@d.i z L7.6 vfryn.ika, ze b, € B(b,). Stad i ze wzoru (4) wynika, ze b, € C* oraz
ze zbi6r B(b,) jest odcinkiem zbioru O*. Wykazaliémy wieo, Ze

(6) I1 2 [A(a)=0(e)]

aedt ceC*

Z I:‘?.B i wzoréw (5) oraz (6) wynika, ze A* ~ C*. Stad i ze wzoru (4) otrzy-
mujemy:

(7) A+ ~ B(by)
W podobny spos6b mozna wykazaé, ze dla pewnego a, e« A*
8) B* = A(a,)

Jeden wiee co najmniej ze wzoréw (3), (7) i (8) jest prawdziwy. T7.2 zostalo
zatem udowodnione.
Udowodnimy jeszeze
L7.8. At~ AFABt~ Bfn Y [At = B(D)]—> 3 [4] = By(d)]
be B beBy
Dow. Niech relacja R ustala podobiesistwo zbioréw B* i BY. Z trzeciegd
zaloZenia lematu wynika istnienie takiego elementu b’ zbioru B, e

(1) At =~ B(b)
Nieeh b, bedzie elementem zbioru B, speliajgcym wzér
b, = R(b")
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Stad i z uwagi, fe relacja B ustals podobiesdstwo zbioréw BY i Bf, Wyniks
ig
) B(b') = By(b)

i 5 i i, 2o relacia ~ jess

pierwszego zaloZenia lematu, WZOrow (1) i (2) oraz uwagl, Ze relaciy = jes
Iy:xmchodnia i symetryczna, wynika, Ze A} ~ By(b,). Stad wynika jui tez
Z twierdzed i lematdw, udowodnionych w tym paragrafie, skorzystamy

w paragrafie nastgpnym.

§8. NIEROWNOSCI. LICZBY GRANICZINE

Bn:rahniategomgmfubgdawwieln punktach analogiczne do roz
tnhﬂpangra.tnspopnedniegomdxia.tn.

DS1. A% < B* = Y A* = B(b)
&

Na to wiee, by liczba porzadkowa zbioru A¥ byla mniejsza od liczby porzadko-
wej zbioru B*, potrzeba i wystarcza, by zbidr A* byt podobny do pewnego
odcinka zbioru BY. Zanwaimy, ze z D8.11i L7.8 wynika: jeSli A* = A, B* = By
i 4¥ < B, to A} < Bf.

Z D81 i T21a wynika
Wniosek 8.1.

Afa) < A* |

W celu prostsgego zapisu dalszych dowodéw wprowadmmymw]
OENACZENnia: L o o
e=A%, B=B", y=0CF

Litery a, 8,y oznaczaé wi¢c beda lezby porzadkowe.
Z D81 i L7.3 wynika

BRI a< f>a=§ f
e eF*fra<pfvf<a -.-

Lemat jest wnioskiem z T7.2 i D8.1. {
:83. e<frB<ysa<y & é

naw.zm.xi-daummwyma,uahmmnﬁdﬁf
i pewsnege clementa c zbiora C* spelnione sq waory: = |

AT =~ B(b) ;
B* =~ C(o) L

§ 7. Odecinki zbioru dobrze uporradk

Z L7.1 1 (2) wynika istnienie taki
Stad i z (1) wynika
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€go elementu ¢, zbiorn C*, e B(3)~

W mysl wige D81 a < 5.

a4 a<f-+~(f < a)

Dow. Zaldimy — wbrew temu, co cheem kazad
i z L8.3 wynika, Ze a < a. Wniosek ten e
Z lematéw LS8.2, L8.3 i L8.4 wynika

T8.1. Relacja mnicjszoéci porzqdkuje zhidr liezh porzqdkowych.
T8.2. Jefli zbidr I;Z(ﬂ«:a;* jest uporzqdkowany przez relacje mnicissodei. o

¢=€:(ﬁ<a).

: — 28 f<a B
Jest sprzeczny z LS8.1. =l

Dow. Niech a— 4+. Dla dowodn twierdzenia wy:taruy-wyhné, ta
A*~ F (8 < a)
]

Relacja ustalajgcg podobiefistwo tych zbior6w jest relacja B, okreflona
przez réwnowainosé

Szezegélowe sprawdzenie tego pozostawiamy czytelnikowi.
Z T8.2 i wniosku 6.1 wynika

Wniosek 8.1. Zbidr [ (8 < a) jest zhiorem dobrze uporzqdkowanym.
g

T8.3. Dowolny miepusty zbiér ¥ liczh porzqdkowych, uporzqdkowany praes re-
lacje¢ mnicjezoéei, ma clement pierwszy **.

Dow. Zalétmy — whbrew temu, co chcemy wykazaé — #e zbiér ¥ nie ma
elementu pierwszego i 2e a jest dowolnym elementem tego sbiern. Stad
wynika, ze zbiér (8 e WAS < a) jest niepusty. Zakiadamy, se zbiér ten jest

] ;
Porzgdkowany przez relacje mniejszofei. Jest wiee niepustym podsbiorem
m?}w{a).wmyﬂm.umummmm.m
Spostrzeg, je element ten jest jednoeseénie elementem pierwssym sbiorn ¥.
Zulotenie wige, se zbiér ten nie posiada elementu pierwszego, prowadsi de
i -
scodci, jest abiorom debrze uporzqdkowanym.
Dow. Twierdzenie wynika patychmisst z D6.1 i T83.

—

°znm.¢ipmmwwmm

.- T-'il I - -
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Uméwmy sig oznaczaé gbiér wszystkich liczb porzagdkowych ‘uporzadko.
wany przez relacje mniejszo§ci symbolem Lp*, odcinek za$ tego zbioru wyzp,.
czonyy p;rzes element a symbolem Lp(a). T8.2 mozemy Wwige zanotowad:

aeLpt—Lp(a)=a

D8.2. achaachAa#OA abc:#:ﬁ-l—l

Wyrazenie na¢Lg" czytamy: a jest liczbg graniczng. Licz‘ba,_mi granicz-
nymi sg np. liczby w, e+, @@, nie jest natomias-t liczbg graniczng zadna
liczba naturalna ani zadna liczba postaci @-+n, gdzie n « N.
€ €M a= f+n
T8S.5. a#0rnaclghaeN— %uzn‘m
Dow. Zalézmy, Ze

(1) a#0AaelghaeN

oraz — wbrew temu, co chcemy wykazaé — Ze

(2) [1 Il a#B+m
pelg ne@M

Oznaczmy przez a, najmniejszg liczbe porzadkows spelniajaca warunki (1) i {?)-
Istnienie takiej liczby zagwarantowane jest przez T8.3 i poczynione zaloZenia.
Istnieje wige tez taka liczba porzadkowa f,, Ze

@) = fo+1

Gdyby f, « Lg, to liczba a, nie spelnialaby — wbrew zalozeniu — wzoru (2)-
Spelniony jest wige wzér

(4) BoeLg
Z (1) i (3) wynika tez, ze
(5) Bo # OAfoe M

Ze wzoru (3) i D8.1 wynika, 2e fi, < a,. Stad, z zalozenia, 2e a, jest najmniej"j:
liezbg porzadkows spelniajaeq jednoczeénie wzory (1) i (2), oraz z wWzoréw (

i (5) wynika istnienie takiej liczby granicsznej f, i takiej liozby naturalnej 7 "
Bo= B+,
Z tego wzoru, wzoru (3) i T8.1a wynika:

% = fr+(my+1)

Otenymany wzbr jest sprzeczny z zaloseniem, se a, spelnia wzér (2)-
o Wis wprost twierdsenia zostal w ten sposéb s;koﬁmny.

§ 8. Nieréwnoéei. Liczby graniczne

Gwiczenia

1. Wykazaé, #e nastepujnea definicja relacji i . _
ikt DBAT i fus Tl a+y] )t mniejazokei liczb porzgdkowych jest i
y#0
Na podstawie tej definicji ndowodnié LB.3.
2. Udowodnié wzory:

a) a< fryt+a<y+fi
b) a< foray < fi-y

3. Wykazab falazywobs wzordw:

8) a < f-aty <f+y
b) a< f+y-a<<yfi

4. Udowodnié wzory:

a) felg—wa+fielg
b) felg—a-felg

§ 9. ZASADA INDUECJI

W paragrafie tym nogdélnimy zasade indukeji, bedgcg prawem arytme-
tyki liczb naturalnych *. Zasada indukcji formulowana bywa badZ jako twier-

dzenie arytmetyczne, bad# jako regula dowodzenia twierdzed. W sformmio-
waniu pierwszym zasada ta ma postaé **:

(1) 0eZA[] (k4+1eZ)->NCZ
keZ
Formulujae zasade indukeji jako regule, postuZymy si¢ symbolem W (n),
ktéry oznacza dowolny wzér (lub, ogélniej, dowolne twierdzenie), zanotowany
pPrzy pomocy zmiennej wolnej n, przebiegajgcej zbiodr wszystkich liezsb natural-

nych N. Regule indukeji zanotujemy tak, jak notowalismy W ozesei 1 reguly
logiczne: :

) o8 W (0)
I [W(k)—=W(k+1)]
kel

HRW(n)

Poslugujac sie regulg I mozZna udowodnié twierdzenie (1) i odwretnie:

mo#na wykazadé, se regula I jest wtérna ze wigledu na reguly logiesne 1 bwaer
dzenie (1).

* Szezegdlowe informacje o wiekszosci twierdzen :'.ryt-?:netyki liczb naturadaych, o m
bedzie tu mowa, znajdzie czytelnik w ksigice: W. erpmﬂ-i. JW “w‘ >
** W rozwaganiach tego paragrafu dogodne jest zaliozyd mero do Rosd naturain
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matematycznych stosujemy czesto regule rézy,

i en 5 :
W dowodach twierdz te nazwe reguly indukeji. Schemat tej reguly my

od reguly I, noszaca jednak

pn‘m“é: 1] 1 [k < m—T (k)] =W (m)]
» meR ke
ﬂmW(n) .

Twierdzeniem arytmetycznym, bedacym odpowiednikiem reguly II w tym
w jakim twierdzenie (1) jest odpowiednikiem reguly I, jest twier-

Znaczenin,
dzenie

keZomeZ)>NCZ
(2) ﬂz(ﬂm ¢ ‘ )

W arytmetyce liczb naturalnych reguly I i II sa ré6wnowazne. Uogblniona
jednak w arytmetyce liczb porzadkowych moze by¢ tylko regula IT. Regula I
nie moze byé uogélniona na wszystkie liczby porzgdkowe z tego wzgledu, Ze
nie kazda liczba porzadkowa moze byé otrzymana z zera przez dodawanie
jednoéci, gdy kazda liczba naturalna moze byé — oczywifcie — w ten sposéb
otrzymana. Liczbami porzadkowymi, ktére nie mogg byé otrzymane z zera
przez dodawanie jednofci, sg np. liczby: @, o+1, o w.

Schemat uogélnionej reguly II ma postaé *:
oL [TI[T W(B)>W(a)

a f<a

[l Wig)

Dla wykazania wige, e wz6ér W () jest prawdziwy dla kazdej liczby po-
r.udknwa] ¢, wystarczy wykazaé, ze wzér ten jest prawdziwy dla dowolnej
1;;:1;1 ;,GF: l‘:143 migulko jest prawdziwy dla kazdej liczby g < a.

1. indukcji o schemacie III jest r widrng ze w u na reguly

logiczne i T8.3. Hes ¢ i

Dow. Niech W(qr? bedzie dowolnym wzorem, w ktérym wystepuje zmienns
wolna @, reprezentujaca dowolne liczby porzadkowe. Zakladamy, #e

) 11T W#)»W(a)

oraz te waér-W(qa) — wbrew temu,
dla pewnej liezby porzgdkowej ¢,,
(2)

Omnaczmy przez ® zbiér wezystkich licz
b
Jout fndesywy. Z (2) wynika, %e zbiér ten j

o cheemy wykazaé — nie jest prawdziWy
@ Wige Ze prawdziwe jest zdanie

porzgdkowyeh, dla ktéryeh wzor W.(?)
est niepusty. W my4l wiec T8.3 istnie®

'mewymwm

@ 8.7y s regrerentuia dowolne liczby pwf:;ﬂf:_“ paragrafie poprzednim, 3e ’""’1_

§ 9. Zasada indukeji
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w nim liczba najmnicjsza @,. Spehione 83 wiec

wZory:
(3) ~TW (@)
(4) Il wWg)
A<ga

Ze wzoréw (1) i (4) wynika W(g,). Wniosek ten j j
rem (3). Dow6d nie wprost twierdzenia zostal v:it:’;: i:{]?;i]:zznmy B
Dowdéd, ktéry podaliémy, jest analogiczny do dowodu re*m.t;.]:[ na podsta
wie tzw. zasady minimum, ktéra brzmi nastepujaco: - - ;
W dowolnym niepustym zbiorze liczb naturaln
mniejszy.Uogélnieniem tej zasady jest T8.3.
Podobnie jak podane w tym paragrafie twierdzenia 83 uogoblnieniami pewnych
twierdzen arytmetycznych, uogdlnié mozemy metode definiowania zwang Ij;m-
. todg in]lllukcyjn:t, a stosowang czesto w arytmetyce i w innych dmalnch" ma-
tematyki.

'Ogra.niczymy sig tutaj do nastepujacego niedcislego okreflenia tej metody
definiowania:

.Deﬁ.ninjemy pewng wlasno§é przystugujaes kazdemu elementowi danego
zbioru dobrze uporzadkowanego w ten sposéb, ze okreflamy jg dla pierwszego
elementu tego zbioru, a nastepnie, zakladajqc, Ze jest juz okreslona dla wszystkich
elementéw wezedniejszych od danego, dowolnego elementu & tego =zbioru,
okreflamy jg dla elementu a.

Przykladem definicji indukecyjuej jest definicja potegowania liczb po-
rzadkowych:

D9.1a. a’® =1

b. @t = gf-a

¢. W przypadku, gdy y e Lg, a* = 0 dla a = 0, zaé dla a * 0 okreflamy o”
jako najmniejszq liczbe porzadkowa réwna lub wieksza od kaddej
liczby o, gdzie B jest liczbg porzadkows mniejszq od y.

Uogélnié mozemy réwniez pojecie ciagn nieskoriczonego:

D9-?- Ciag pozaskoriczony typu a jest to funkecja, ktérej lews dziedzing
Jest zbi6ér wszystkich liczb porzadkowyeh mmiejszych od e, gdzie a > w.
W przypadku a = o otrzymamy zwykly ciag nieskonczony.
Wikagnikami wyrazéw ciagu pozaskoriczonego typu a sq liezby porssdkowe

Mniejsze od liczby a. Ciag typu a zapisujemy:

yech istnieje element naj-

Gy GryByy ceay gy oeey €< a
lub tez krétko:

{at } &<a

Pomijajec w D9.2 warunek a > o otrzymamy najogéiniejsze pojecie oiagw,
Qbe]r‘fmj_m jako szezegélny przypadek réwnieg l?ogqcm‘ ciaga Sh OTrOBORARO.
Ciagi pozaskonczone okreflamy czesto metodq indukeyjng.



I1. Zbiory uporzadkowane

250

Cwiczenia

1. Udowodnié wadr
””_I Bed—>a t@] >LpCo*
a P<a
2. Korzystajso ze wzoru (1), podanego na poczatku tego paragrafua, wykazaé, Ze relacja mniej.
' szuéci dobrze porzadkuje zbior wsezystkich liczb naturalnych.

3. Udowodnié wzor 18 =1

§ 10. TWIERDZENIE ZERMELL ALEFY. HIPOTEZA CONTINUUM

Nastepujace, waZne i majace zastosowanie w wielu dziatlach matematyki,
twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Zermeli:

T10.1. Dla kaidego zbioru A isinieje zbidr dobrze uporzqdkowany, ktdrego za-

pasgem jest zbidr A.

Twierdzenie to mozna wypowiedzieé réwniez w nastepujacy sposéb: Dia
kaidego zbioru A istnieje taka relacja R, Ze¢ para uporzadkowana (A, R) jest
zhiorem dobrze uporzqdkowanym.

Twierdzenie to formulowane jest tez czesto w nastepujacy, krétki, lecz
niedokladny, sposéb: Kazdy zbidr moina dobrze uporzqdkowal.

Do dowodu T10.1 potrzeba kilku lematéw i oznaczen.

Niech Z bedzie dowolnym, lecz ustalonym zbiorem niepustym, R — funkecja
spelniajaca dla kazdego niepustego podzbioru X zbioru Z warunek:

(1) R(X) e X **

Istnienie takiej funkeji wynika z T14.2 z Rozdziah I. .

Oznaczmy przez W rodzing wszystkich podzbior6w W+ zbioru Z, spelnis
jacyech warunki:
(1)

(i)

W* jest zbiorem dobrze uporzgdkowanym ,
jebli we W*, to w= R[Z—W(w)]

Kazdy wige element zbioru W+ jest przyporzadkowany przez funkcje E

od‘ » et t6w zbiorn Z, ktére nie sq w zbiorze W+ wozesniejsz®

6, la. UY, V* «WAveV+a U =V (v)=»U0% = ¥V (v)

Katdy wige z'rl:iér nalesgoy do rodziny W jest identyozny z pewnym 04"
wimisiom. sviera V¢ < W, o ile tylko jest podobny do tego odocinka.

* Wabr ton i 2
_. Jest odpowiednikiem reguly I11 w tym snaczoniu, w jekim wzér (2) jest 098¢

§ 10. Twierdzenie Zermeli. Alefy. Hipoteza continuum
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Dow. (1) U*, Vv eW

(2) weV*t

(3) UY=V(v) =2}

(4) T =V (v)

(5) U* =g, V(v) ey

(6) g~81v(9] {DS 4: 5}

(7) 8, el—1 i

(8) V(v) = S,(U*) e N8

_ {L7.2 rozdz. I; ¢}
Oznaczmy przez u, pierwszy element zbiorn U+

(9)

Uy, # 8y(u,) =
Istnienie takiego elementu wynika z (4), (7) i (8).
(10) U(u,) = V(Sy(w)) {8; 9}
(11) %, = R[Z— U(u)]A 8y(u) =
= R|Z—V(8,(m))] {ii; 1}
(12) =, = 8y(w,) {10; 11)
Sprz. {9; 12}
L10.1b. U, V* e WAUY ~V+ >0+ =T+
Dowéd lematu jest analogiczny do dowodu lematu poprzedniego.
Li10.1c. U V*eWUr=V*v} [O=V()Iv]) [V = Uu)]
veFt ue U+
{T7.2; L10.1a; L10.1b}
L10.2a. wu,ve U W'Y (u,veW")
Wiew W+ew
Dow. (1) wu,ve |J W+ {zal.}
Wtew
(2) vweUIAUMeW {D4.3 rozdz. I; 1}
(8) veVFIAVF W
Y (u,ve WH) {L10.1¢; 2; 3}
W+ew
L10.2b. u,v,we |J Wr—>3 (%,0,weW")
WteWw Wiem

Lemat ten wynika z lematu L10.1lc oraz L10.2a.

L10.3. U"', Ve WAu ggvnu,ocl?"'—bu -::,- | &
Dow. (1) U*,V+eW <18

(2) “ <yv ) {zal.} =
(3) w,ve V"t .
(A1) Tr=F* {z. dow.}
(1.2) " "gp"ﬂ {1.1; 2}
(2.1) Ut = V(v) {z. dow.}
(2.2) u <p,? {2.1; 2}
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(2.2; D7.1; D4.5}
23) 'B“'-:y‘p ;
:3.1) v+ = U(w) {;' 1‘?";;}
(3.2) w,ve U(t) {3.1; <J D7.1; D45}
(3.3) * <viww?® e
) " 3.1; 3.
(3-4) :3’: Emc’n.].c; 1.1-+1.2; 2.1-52.3; 3.153.4)
V
Wprowadzamy jeszcze jedno 0znaczenie:
) uTo= ) ” (¥ <yw?)
W+e
= w*
L10.4a. P(T) WLf'
Lemat wynika z (IT) i D1.1.
w+
L10.4D. ’1":51)(,';};4'Ir )
Dow. (1.1) w,ve | WrAau#0o {z.dow.}
Wew
(1.2) Wi eWaru,ve WS {1.1; L10.2a}
(1.3) v <Zp,oVo <p 4 {wzér (a) na str. 215; 1.2}
(1.4) uTovoTu {II; 1.2; 1.3}
Tesp( U W7) {D2.1a; 1.1>1.4}
FtelW
L10.4c. T eprzech( |J W)

Wrew
Dow. (1.1) wioAaoTw

Wreaw
(1.3) W eWAu,v,we W}

{z. dow.} |
{L.10.4a; D1.1; 1.1}
{L10.2b; 1.2}

(1.4) W, W e Whau <, 00 <ww {II; 1.1}
(15) 4<poAv<p w {141’0.3; 1.3; 1.4}
(16) vy w {wz6r (b) na str. 215; 1.5}
(1.7) uTw {I1; 1.6}

T € przech ¥ 211

przech ( 'H' W+) {D2.1b; 1.1-51.7}
L10.44. Teasym( |y WH+)
Dow. (1.1) uToroTu e {z. do

(12) UL,V eWhau <, 000 <y, {fl- 1‘;'}}
13 vy ' (L10.3; 1.2}
u'.s; ;::.'g"") {wzbr (c) na str. 2163 15}
(1) #To-s~(oTw) %if "'_,11'45}}

Tessym( | w+) {I;E.le;‘ 1}

Weaw
L1604 T!por;( '}i}'w-})

o {(D2.2; L10.4a—110.48} |
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Z lematu tego i D4.5 wynika, ze kazdy podzbiér zbioru |

W* jest

W e

uporzadkowany. Z uwagi tej skorzystamy zapisujac nastepny lemat.

L10.5. Jefli U°C |J W+ i U° s 0, to istnieje pierwszy element zbioran D.

Dow. (1)

(2)
(3)
(4)

(5)
(6)
(7)

Wrte W
WreWw
U° 0
U e U° {2}
he U W, {1; 3}
W eWau, e W} {D4.3 rozdz. I; 4}
(U-W)CWHIA(U-W,) 0 {3; 5}

U, jest pierwszym elementem zbioru (U-W,) {oznacz.; D6.1; 6}

Wykazemy, Ze u, jest pierwszym elementem zbioru U®.

(1.1) ue U {z. dow.} .
(1.1.1) we W] {z. dow.}

(1.1.2) we(U-W)) {1.1; 1.1.1}

(1.1.3) %y = uvu, <gu {7; 1.1.2}

(1.2.1) ue W} {z. dow.}

(1.2.2) W} eWhAu, ue Wi {1.10.2a})

(1.2.3) Wi = Wiw,) {L10.1¢c; 5; 1.2.1; 1.2.2}
(1.24) w,=uvw, <p, u {1.2.1-1.2.3}

(1.2.5) w4y <y, 0, {7; 1.2.3}

(1.2.6) uy, <y, u {wz6r (b) na str. 215; 1.2.4, 1.2.5}
(1.2.7) uy, ue U° {7; 1.1}

(1.2.8) uy <pu {1.2.6; 1.2.7}

(1.3) Uy = UV U, <pU

{1.1.11.1.3; 1.2.1->1.2.8}

#, jest pierwszym elementem

zbiorn U°

L10.6. Zbi6r

{1.1-1.3}
\J WY jest dobrze uporzadkowany

W*ew

{L10.4e; L10.5}

L10.7a. Jedli W+ « Wiw « W+, to W (w) jest odeinkiem zbioru |J W* wysna-

e

czonym przez element 1. o
Latwy dowéd tego lematu pozostawiamy czytelmikowi.

L10.7b. Jefliwe |J W+ i V* jest odcinkiem zbiora U W' wyznaesonym

Frew Weaw

Przez element w, to
W= R(Z—-V*)



Dow. (1) we U W
3 nki i WF wyzna-
(2) ¥ jest cﬂ_c];nhem zhiora w_U

3) W eWarwe W]
(3) w= B[Z—W,(w)]
(5) Wiw)=F"

Obecnia daiyé bedziemy do wykazania, f2 U W*=2Z. Wrniosek teg

Ftew

mmo-smmmm.zmmqu—nmm

{IID) U wtcz
FreW
Zalismy oa chwilg, £2
av) U Wrg 2z
vrew
£=d
Z— U W0
e
Wrrowadzié wiee moZemy nastepujsce ormaczenie:
v a=R(Z— |J W%
a4
Z(@ wynika, e seZ— |J W', Stad
Fraw
(VvI) sae U Wt
FreW

Wprowsdsimy jessese jedno ommaczemie:

sTe=xTevee |) Wiar—=a
s

 BMeSe Zeiér U W*i{a}, bedecy podsbicrem zbioru Z, jest dobrze SPO
jacn tem zbifr jest T,. Ostatnim elementss

e |
ki i

. M;M
*-I-Lg"*‘-«}-{.}“‘_
Batwy dowéd tege lematn pozostawismy cxyicinikow
u“-.r%w.,.mivo <

. psssescenyw prece clement w, to

{L10.7a; 2, 3}

jeot odeinki i

§ 10. Twierdzenie Zermeli. Alefy. Hipoteza econtinmoe
. -
Dow. Jefli o ¢ FL‘{'W » to wzér ﬂ)mikazlalﬂ.fb.mch:yr;ec,ﬂ

— a. Odcinkiem zbic W+ -
w=2a. 0 ra w‘:{r + {a} WyInaczonym przez element o jest
- + - - )
gbidr WH'W - Stad i z (V) wynika, ze réwniei element & spelmia w=ér (1)

Z L10.8a i L10.8b wynika, ze zbisr

455

U W7+ {a) spelnia warmki: ()

e
oraz (ii). Zbiér ten jest wige elementem rodziny zbioréw W.Et3d s e U w-.
e
YWniosek ten jest sprzeczny ze wzorem (ﬂ),k‘tﬂl’ymmp&_
gtawie zalozenia (IV). ZaloZenie to jest wiec falzzywe. Btad i 2 (III) wyrzika,
te Z= |J WT¥.Btadiz L10.6 otrzymujemy, fe zbibr Z jest dobrze uporzadio-

T eV
wany. VWniosek ten konczy dowdd T10.1.

Dowé6d twierdzenia Zermeli oparty byl na wzorze (I), ktéry wynika
z T14.2 rozdzialu I. Lecz i odwrotnie: z drugiego z tych twierdzed wyniks

Niech Z bedzie dowoln3 rodzing zbior6w spelniajacy zalofenia aksjomata
wyboru. Zgodnie z twierdzeniem Zermeli moZemy zalofyé, Ze zbidr H’ Z jest
dohuupmdkomy.htwudoﬁ:m,!ek:idydmmtroﬂﬁnyljnﬂﬁ&

pustym podzbiorem zbioru | Z, ma wiec element pierwszy. Utwirzmy zhiér ¥,,
ZeX

Modmhmiqmiqmwmm,kb&equ
zhior6w nalezacych do rodziny Z. Iatwo zauwaiyé, fe zhifr ¥, speinia na-
si¢pnik aksjomatn Al4.1.

D101 a=—AT=a=—A""

E
|
§
3
:
;
i
:
3

Z D10.1 i wnioskn 5.2 wyniks
Wniosek 10.1.

Dies2. aec Z(m)

TFie s, m e LE—~Z(m) F @

-wmh-ﬁﬁ-!l—“’"'—#

Ny
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256 I1. Zbiory uporzadkowan -

Dow. Z T7.20 rozdzalu I wynika istnicnio zbioru A spchiajgcego wyg,

(1) A=m

Z T10.1 wynika istnienie zbioru _ - Ser
jest zbiér A. Z T2.2b wyvika istnienie liczby porzadkowej a takiej, ze a = 4+,

Stad, z D10.1 i wzoru (1) wniogkujemy, e a = m. W myél wige D10.2 a € Z(n),
i iest wiee niepusty. )
12)1;1:-1:;:(:1 _)ie]st liczﬁm pﬂcz&tkowq zbioru Z(m) wtedy 1 tylko wtedy, gdy
m=NR, i a jest najmniejszay liczbg porzadkowg zbmr‘u g(m];
b. a jest liczby poczatkowq wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje takie m,
ze a jest liczbgy poczgtkows zbioru Z(m).
Z T10.2 i T8.3 wynika

Wniosek 10.2. Jedli m = K, lo istnieje liczba poczqtkowa zbioru Z(m).

D10.4. a = o, wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczbg poczgtkowsq i zbibr wazyst-
kich liczb poczatkowych < a, uporzadkowany przez relacje mniejszosci,
jest zbiorem typu ¢.

ILatwo widzieé, ze w jest liczbg poczatkows zbioru Z(x,). Jest to wigc naj-
mniejsza liczba poczatkowa. W myél wige D10.4 i uwagi, zZe zero jest typem
porzgdkowym zbioru pustego,

1) W = Wy

dobrze uporzadkowanego A%, kidrego zapagen

Zauwazmy jeszcze, e liczba poczatkowa o, oznaczana jest zwykle symbolem Q.
D10.5. m = ®, wtedy i tylko wtedy, gdy liczba poczatkows zbioru Z(m) jest o

Liczby kardynalne, ktére moga byé oznaczone liters ®» ze wskasnikiem
nazywamy alefami.

Zastanowimy sig, czy sens symbolu k, wyznaczony przez D10.5 jest zgodny
z jego dotychezasowym sensem. W my§l D10.5 liczbg poozatkows zbioru Z (%)
jest liezba w, — ». W myél wige D10.3a i D10.2 @ — K,. Stad i z wniosku 103

v-ymks', sens, jaki symbolowi &, nadaje D10.5, jest zgodny z jego POP"’M

T10.3. Dia kaddej liosby kardynalnej m > w, istnisje taka liosba porsadkows &%

alefem.

m":;m’ @ bedzie liozba pocsatkows sbioru Z(m). Istnienie te) i
oy m.w Wm;mom 10.2 i zalo#enie, 2e m = Mo- Oﬁgaeﬁﬂ'f

W omydl 1104 a = » ‘i&;:rlu wezystkich liezb poezgtkowych < & .
dzime ¥ z D10.5 m = x,. Twierdzenie jest Wi€ pro"

9

-

§ 10. Twierdzenie Zermeli. Alefy. Hipoteza eontinuum

Z D10.2, D10.3a, D10.4 i D10.6 wynika
Wniosek 10.3.

T10.4.

Liczbe kardynalng k, mozna wige okreélié jako moc zbiorn wszystkich liczb

porzadkowych < w,.

Dow. Zakladamy, Ze zbiér [ (a < w,) jest uporzadkowany przez relacje

mniejszofci. Z T8.2 wynika wigc wzér

“’!=E(“< @,)

Stad i z D10.1 otrzymujemy

Z tego wzoru i wniosku 10.3 wynika twierdzenie.

T10.5. Ry < Rpyy

Dow. Z D10.4 wynika, %e w, € [ (a < w,,,). Btad

(1) E (a < @) CF (a < @4,)

Ze wzoru (1) i wniosku 9.1 rozdzialu I wynika

E(a< o) < E (a < wg41)

Stad i z T10.4 wynika z kolei
l“ = "g.p-:

Gdyby K, = K,,,, to w my#l D10.5 liczba § rdvrnala:by sie £+1, co — oezy-
wifcie — zachodzié nie moze. Prawdziwa jest Wwiec nieré6wnoéé

ﬂ‘ < "fvl-l

T10.5. "<

Dow6d tego twierdzenia ij ot lieshy rewne,
poml]ﬂmy- M

Zagadnieniem continuum nazywamy P, e’o':“ ki :'ti::‘conﬁ-

°Zy tez pierwsza z tych liczb jest mniejsss 0d oy - qpah moshwosel.

Duum nazywamy przypussczenie, e sachodsi pi€

Slupeckt | Borkowskt

Y |



11. Zbiory uporsadkowane

___—_-_—_-_"“"-

— j zenia istnienia relacji R por

= - : ta ika z zaiozem_a. is elacj) Porzadiy.
:t:adj e e pitr 91 wezysthich licab recaywistych *, takiej, ze

MR, R = 2= wy

258

Zauwazmy jeszcze, Ze zagadnienie continuum jest réwnowazne pytaniy, czy
’ - - -
istnieje liczba kardynalna m spelniajaca nieré6wnosé

Mo < M < ¢

a wiee, ezy istnieje nieskonczony i nieprzeliczalny zbior liczb rzeczywistych
y

nieréwnoliczny zbiorowi K. . _ . '
K. Godel udowodnit, ze hipoteza continuum jest niesprzeczna z aksjomatami teorij

mnogosci, a P. J. Cohen, Ze jest od nich niezaleZna.

* Relacja B oczywikcie musi byé rézna od relacji mniejszodci.

DODATEK

§ 1. ANTYNOMIE TEORII MNOGOSCI

Zalozenia, na ktérych opieral si¢ Cantor budujac teori¢ mnogosci, wydaja
si¢ najzupeliej oczywiste. Rozbudowujac jednak te teorie natrafili wkritce
matematycy na sprzecznofci, ktérych Zrédla nie umieli poczatkowo wskazaéd.
Rozumowania pozornie calkowicie zgodne z intuicj, prowadzace jednak do
sprzecznosci, noszg nazwe antynomij. Wykrycie antynomij teorii mnogoéci
spowodowalo zywe badania nad podstawami matematyki. Badania te wykazaly,
ze niektoére pojecia matematyki, pozornie calkowicie proste i jasne, musza nlee
szczegélowe) i gruntownej analizie. Istotne trudnofci sprawiaja nawet tak
podstawowe pojecia, jak pojecie zbiorn i pojecie relacji nalezenia elementu
do zbioru. O tym, ze poslugiwanie si¢g nimi w sposéb niesprecyzowany moge
prowadzié do sprzecznoéci, §wiadczy nastepujace rozumowanie:

Niech R bedzie rodzina tych i tylko tych zbioréw X, ktdre nie s§ swoimi
elementami, a wigc spelniaja warunek X ¢ X. Prawdziwa jest wiee réwno-
waznofé

XeR=XeX

Podstawiajac w mniej za zmienng X symbol R otrzymujemy
ReR=R¢<R
Wzér ten jednak prowadzi natychmiast do sprzecanosci.
Przytoczone rozumowanie nosi nazwe antynomii Russella.

Podamy z kolei antynomie zbioru wszystkich zbiord'nw, znang jag Canto-
rowi. Zakladamy, ze kazdy zbiér jest elementem rodziny zbhioréw Z. Sted

2*CZ

8dyz kazdy podzbidér zbioru Z jest oczywiseie zbiorem. Ze wzoru tego, waroska
9.1 i T10.1 rozdzialu I wynikajg wzory:

P‘?Jﬁf, f{__(?’)

e

il
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< dowodDiODY.Ch w § 9 rozdzialu I wynika, ze Wzory ¢,
praWleWB-

Jednakze 2 twierdzen udad
nie MOgH by¢ Jm ;:E do sprzeczno$ci, jest tez pojecie zbioru WSZystkicy
_ Pojegciem, P!‘Och W rozdziale IT oznaczylismy ten zbiér symbolen I(i
Pczb Ponf‘ﬁ"%s_;) so relacja mniejszofci dobrze porzadkuje tep Zbiﬁf
i r:;, ” jego liczbe porzadkowa, a wiee ¢ < Lp. W mysl T8.2 liczy,
g p]jczbia porzadkowej odcinka zbioru Lp, WyZnaczonego przez g
jest rown;b i6r Lp jest wiec podobny do pewnego swego odcinka. Woioge
AR iednak sprzeezny z LT7.3. Antynomia ta jest pierwsza chronologiczyj,
:e:t,ﬁtmia teorii mnogosci. Podal ja W T. 1897 matematyk wloski Bura.li-Fom’
bria juz jednak znana Cantorowi w T. 1.895':. _ B ‘

s sprzecznosci prowadzi réwniez pojecie zblorl.l WSZ.}'.St-LlCI.l liczb kardy.
nalnych. Dla wykazania tego potrzebnfa sa jednak twierdzenia o liczbach kardy.
palnych, ktérych dowodéw nie podahémy:- o o

Istnieje kilka sposob6w budowania teori mnogosci nie zawierajgcej sprzecz-
nofci. Dwa spoéréd nich s3 wyraZnie bardzie] rozpowszech:mone w logmﬁ i mate-
matyce od sposobéw pozostalych. Pierwszy sposéb mnosi nazwe teorii typéw
logicznych. Twérea tej teorii jest Bertrand Russell, z ktérego antynomia za-

poznaliémy sie w tym paragrafie. Tworcg drugiego sposobu jest E. Zermelo.

Cwiczenie

Wykazaé, ze w Zadnym miasteczku nie ma mieszkarnca, ktéry golitby tych i tylko tych miest-
kaficow tego miasteczka, ktérzy nie gols sami siebie. Poréwnaé przeprowadzone rozumo
wanie z antynomis Russella.

§ 2. EATEGORIE SEMANTYCZNE

Za..nim ofnéwimy teori¢ typéw logicznych, podamy zarys teorii P_Odmlf
wyrazeni logicznych na tzw. kategorie semantyczne (kategorie znaczeniowe) -
Teorie te pozostajg bowiem w bliskim zwigzku. .

Podstawowymi kategoriami semantycznymi sa kategorie: zdad 1 Tﬂ
Zéaniami nazywamy w logice wyrazenia, ktore sg badi prawdzivwe, de 373
szywe. Zdaniami sq wiec np. wyrazenia , Warszawa lezy nad \Visla®, ,,lncsb_:
Jest Pﬂéﬂ;ﬂﬂ przez 3%, gdyz pierwsze z tych wyrazen jest prawda, ; i
M_ . : ' semantyeznej zdan zalieczamy tez funkcje @Pwvf'erw
ww, ghy “ Zapisane przy pomocy zmiennych, ktére zmieniaja S1€
’ ‘& #menne te podstawimy terminy stale.

tﬁm :.mm ™ Jest logik polski Stanislaw Lodniewski. Uwagi, ktore poad‘

uwag rozdsistu 1 i 11 czedoi 1.
[

§ 2. Kategorie semantyezne
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Przykladami nazw s3 wyrazenia ,liczba =& . “ o
wsp6lny podzielnik liczb 12 i 18%, P:zytoczm:;’n;:ma : nhiémgkszj-
jednost-kowych, tzn. mazw oznaczajgeych dokladnie jeden pt:zamy '01,0 g.?:;
nazw jednostkowych wyodrebniamy nazwy ogélne, oznaczajace e
jeden przedmiot, i nazwy puste, nie oznaczajgce zadnego przedmi '."@"f.l niz
dami nazw ogolnych sa wyrazenia ,czlowiek“, ,liczba naturalna“, a Pﬂfl -
dami nazw PHSt-j.’cl:l 89 wyrazenia .,,zlot.a géx_‘a“, whnajwigksza liczba naturalna®.
N4 ay.atcmachﬁlogiki ma.tema.tyczr_ue] wystepuja zwykle tylko nazwy jednostiowe,
moéwige dalej o nazwach bedziemy mieli na mysli wylacznie takie BATWY.
Do kategorii nazw zaliczamy tez zmienne, za ktére podstawiaé mozemy m.ru:j'
stale. Ogolnie: jesli pewne terminy stale zostaly zaliczone do danej kategorii
semantycznej, to do tej kategorii zaliczamy réwniez zmienne, za ktére podsta-
wia¢ mozemy te terminy.

Précz zdan i nazw wyodregbniamy wéréd wyrazen i terminéw logicznych
tzw. funktory oraz operatory. Z przykladami funktoréw zapoznaliSmy sie
w czeSci 1. Byla tam mowa o funktorach rachunku zdas (znaki: negacji, impli-
kacji itp.) oraz o funktorach rachunku kwantyfikatoréw (symbole: 4, B, O, ...
.y R, 8, T, ..). Funktory te zaliczamy do funktoréw zdaniotwoérezych, gdyz
tworzg one wraz ze swymi argumentami wyrazenia kategorii zdaniowe]j. Czeste
sa tez w matematyce funktory nazwotwoéreze. Przykladami takich funktoréw
sg znaki dzialan arytmetyeznych. Wyrazenie zbudowane np. ze znaku ,+%
i nazw dwoch liezb, np. liezb 3 i 5, a wiee wyrazenie postaci ,,3+ 5% jest z kolei
nazwa liczby, ktérej najprostszym oznaczeniem jest symbol ,8%.

Argumentami funktoréw mogg by¢ wyrazenia najrozmaitszych kategorii. Tak
np. argumentami funktoréw rachunku zdain sa wyrazenia kategorii zdaniowe:j,
argumentami funktoré6w wezszego rachunku kwantyfikatoréw s&_wmhnm
kategorii nazwowej. Funktory zdaniotwoércze o argumentach zdaniowych za-
liczamy do tej samej kategorii semantycznej wtedy i tylko wtedy, gdy sa funk-
torami o tej samej liczbie argumentéw. Znaki: implikacji, koqfﬂnkcll: alterna-
tywy i réwnowaznoseci zaliczymy wigc do tej samej kategoril semantycznej,
do ktorej nie zaliczymy znaku negacji; jest on bowiem funktorem ;odnoas!g'ﬂ* .
mentowym, poprzednio za§ wymienione funktory sa dwuargumentowe. “t::;;
dobny spos6éb dzielimy na kategorie semantyczne funktory o argumeniac
nazwowych. - .

w zj"isbemach logicznych bardziej rozbudowanych wWystepwja PREISS
Ktérych argumentami nie sq ani zdanis, ani nazwy, lecs wyrazenia malesace
do kategorii funktoréw. Podajemy przykiadowo dwie definicje
0 argumentach funktorowych: ’

Di1.1. o) - []~A(x)

Di.g, Zwr(R) I‘I rRx
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Funktory zdaniotwoércze »O“ i ,Zwr¢ zaliczymy do réinych Kategoy

3 orwszeeo funktora jest funktor
seman_t-ycznj'ch, e Mgumeénf]ir: igéir‘fvunk%m' d\i'ua.rg'umenlowy, :l-rgug::g:t[} )
ar_gumentow}-, al‘glglieliltez:;‘ na.liias do réznych kategorii "em“’ntycznyci{
g:f;inf:ﬁ:;):é}z‘mzww 5 é;niotwéfczﬂ naleéq.dﬂ lej. sc.zmq?' kategorii 3f’m‘fmyczmj
w;edy g‘pyIko wtedy, gdy 54 funktorami o ff?] same) hl.wzbw arg.zime.ntow i gd:y ich
odpowiednie argumenty nalezq do tej samej kaitegorii 8“3"'"_‘1"’”'31"-'7”-"J-_ Analogiczny
uwaga dotyczy funktoréow nazwot\vérczth. Oczywiste jest, ze dwa funktory,
z kt.zrveh jeden jest zdaniotwdrezy, drugi zaé.na.zwo.t‘-wﬁrfmy, nle mogy nalezed
do tejm samej kategorii semantycznej. Dla k{fi,ZdE] wiece ka,teg(?m semantycznej
funktoréw okreSlone jest, ilnargumentowymil 83 te _funlftory _1 do jakich kate-
gorii semantycznych nalezg ich argumenty. Oczywiste ]e.st, ze senso.wue 84 t‘f
i tylko te wyrazenia, w ktérych kazdy funktor ma w-laémwag dﬂla: swej ka,tegm-f!
semantycznej liczbe argumentéw i argumenty te nalezg do wlasmfvych kategorii
semantyeznych. Tak wigc np. wyrazenie zbudowane z funktora i dwoéch nazw,
bedacych jego argumentami, jest sensowne wtedy i tylko wtedy, gdy funktor
ten nalezy do kategorii semantycznej funktoréw dwuargumentowych o argu-
mentach nazwowych.

Do operatoréw naleza: kwantyfikatory , [ [« i , 3, operator deskrypeyjny nt's
symbol ,[F“ w kontek$cie '@ oraz znaki nieskonczonych i uogdlnionych sumn
a

i itloezynéw zbioréw. .
Wspdlng wlasnodcia operatorow jest to, ze wigza one zmienne. Nie podajac
tuta) dokladnego okredlenia tej wlasnosci zauwazymy tylko, ze do zmiennych
zwigzanych nie stosuje si¢ reguly podstawiania.
Podobnie jak w odniesienin do funktor6w méwimy o argumentach operd-
tor6w. Zmiennej wystepujacej pod znakiem operatora nie zaliczamy do Jege
argumentéw. Np. w wyrazeniu ,[] A (x)“ argumentem operatora o1 Jeob

= T
wyrazenie ,A4(z)“, w wyrazeniu ,, [] B(z)* argumentami operatora of1*

Alx

wyrazenia ,A4 (x)“ i ,B(2)%, J
Operatory dzielimy na kategorie semantyczne analogicznie jak funktory —
a wigc ze wzgledu na kategorie semantyczng calego wyrazenia (zloio.llogo
% Operatora, wystepujgcej pod nim zmiennej i jego argumentéw) OTaz hﬂﬂﬁ
i kategorie semantyczne kolejnych argumentéw — uwzgledniajac ponﬂrdkje
kwwmtyﬁl?kammy tyczng zmiem}ﬂi wigzanej przez dany operator *. oiz:yﬁdﬂ.
88 operatorami zdaniotwérezymi o jednym argumen prrsd

niowym, ?xwantyﬁk&tory O ograniczonym zakresie s§ OP‘?’"“'t’oﬂ"mi
tworezymi o dwéeh argamentach zdaniowych. Operator deskrypcyiny twor
wadzony w wesszym rachunku kwantyfikatorow jest operatorem nazwo

* W praypadkv operator

be eh kategoria semantyczn
PprEsE b opersdory.

6w zdaniotwiresyoh o argumentach zdaniowych motﬂ:“fw i
& jest niezalefna od kategorii semantycznej zmienn®)

deniu [], jak i w wyrazeniu Y zmiennej a nie mozemy zastapl
tycznej,

§ 2. Kategorie semantyczne
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czym o jednym argumencie zdaniowym. W

rzedu mozna wprowadzié operatory deskr

jace funktory (i-go rzedu). Wyrazenie (@
"]

ra.ch.unkn kwantyfikatoréw WYyZszego
Ypcyjne wigzace zmienne reprezentu-
(p) nalezy wéwezas do tej samej ka-
tegorii semantycznej, do ktérej nalezy zmienna P.

\deocznfa jest, Ze wyrazenia nalezace do roznych kategorii semantycznych
nie mogy mieé tego samego sensu, chociaz, jak przekonamy sie o tym poéiniej
funktory réznych kategorii moga mieé wyraznie analogiczne wlasnogci. W po:
prawne] wiec symbolice terminy réznych kategorii semanfycznych powinny

byé rézne. \V dalszych uwagach tego paragratu zakladamy, ze warunek ten
jest speiniony.

Wezmy pod uwage wyrazenie
(1) 5+3

Zastepujge w nim symbol ,, 4%, bedgcy tunktorem nazwotworczym o dwéeh
argumentach nazwowych, symbolem ,,—“, ktéry réwniez jest funktorem nazwo-
tworczym o dwoch argumentach nazwowych, otrzymujemy wyrazenie

(2) 5—3

a wige wyrazenie majgce okre§lony sens. Jeéli jednak symbol , +“ zastgpimy
funktorem innej kategorii semantycznej, np. funktorem zdaniotwérczym ,, v,
otrzymamy wyrazenie pozbawione sensu. Podobnie zastepujac w wyrazenin (1)
symbol ,5% dowolnym wyrazeniem tej samej kategorii semantycznej, np.
wyrazeniem (1) lub (2), otrzymamy wyrazenie sensowne, zastepujac zas ten
symbol wyrazeniem innej kategorii semantycznej, np. wyrazeniem ,p—>g¢“
lub wyrazeniem , 4%, otrzymamy wyrazenie bezsensowne. Uogélniajgc te
uwagi otrzymujemy nastepujgce

Twierdzenie I. Jedli w wyrazeniu sensownym zaslgpimy dowolny termin ter-
minem naleiqeym do tej samej kategorii semantycznej, to otrzymane wyrasenie
bedzie nadal wyrazeniem sensownym, jesli zas terminy te nalesq do réinych
kategorii semantycznych, to olrzymamy wyraienie pozbawione sensu ™
Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie IL. Jedli dwa términy maja t¢ wlasnosi, e zasigpujac w m"‘
wyrazeniu sensownym jeden z tych termindw terminem drugun ofrsymupomy
wyraienie sensowne, to terminy te naledq do tej samej kategorii Ww-
Podane twierdzenia wynikajg bezpofrednio z sensu, jaki nadakifmy po-

Jeciom, o ktérych jest w nich mowa.

Wprowadzimy teraz symbole, oznaczajgce pewne kategorie semuniyosne

szozegélnie wazne dla dalszych rozwasan. Nieech wige K° osmacsa kategori

jenia: oczywiste jest, de zaréwmo W WyTR-

Twierdzenie to wymaga pewnego uzupeln ié staly tej samej kategors seman-



Dodatek
264

—

i zdaniotworczych o jednym argumenc;
nazw, K'— kateg::;g i?:];ﬂ;réw zdaniotwoérezych o jednym E“'E“mencie(:
na.zwowYm,dE' k:tegoriom itd. Symbol Kt (1=0,1, .2, ...} OZnacza Wiee
l?::ltfgﬁ'{: funli}:toréw zdaniotwérczych 0 j‘id-nYm f"rqumﬁn::i’r n?jl(‘?‘cysl do K,
Niech z bedzie zmienng kategorii K% X _ﬁmleﬁnawﬁ“d ?01' 3 c Vidoczne
jest, ze wyraZenie X¥(z) jest sensowne wtredy.n tj"' 01 .i 31, gdy i = 1, wyra-
senie za§ X'(X’) wtedy i tylko wtedy, gdy * = j+1 (3= 1).

§ 3. TEORIA TYPOW LOGICZNYCH

Przy korcu poprzedniego paragrafu Wmeaqzniém.y pewien AposSh moto:
wania wyrazen rachunku kwantyfikatoréw, réznigcy sie od sposobu wprowa-
dzonego w czeSci I: zamiast pisaé A(z), A(y), B(2), ... umoéwilismy si¢ pisaé:
X(z), X'(y), ¥*(), ... Dokonamy dalszych zmian symboliki, zapisujac wyra-
Zenia:

(1) X(x), X3(X3), X¥HX?), ...
w postaci nastepujacej:
(2) re X', XX, XlegX%,..*

Wyrazenia te czytamy: przedmiot z jest elementem zbioru X', zbiér X'
jest elementem rodziny zbioré6w X2, rodzina zbioréw X? jest elementem zbioru
rodzin X? itd. Litera # oznacza wiee dowolne indywiduum, symbol A™* dowolny
zbior indywiduéw, A* dowolng rodzine takich zbioréw itd.

Zanotujemy dwa twierdzenia rachunku kwantyfikatoréw we wprowadzone]
przed chwilag symbolice:

(3) Iﬂ!(z 6§ X' szxe F)A”(a‘.‘ g XV)—>[](xe YY)

(4) [J (e X)>[](xe X'vz ¢ Y1)

_Wrrazemia te zanotowane w symbolice, ktéra postugiwali§my sie W czgfe Iy
maja postaé:

(3") I;] (4 (z)>B(2)]A [T A(x) >[] B(x)
z x

(47) ’JA (@) [ |[4(z) v B(x)]

MMH definicje i twierdzenia algebry zbioréw notowaé mozemy W sym}’i‘:
wprowadzone) w czeéei I lub w gsymbolice wprowadzonej w tym parag o
¥ Gsyielnika mote razi¢ nadmiar wekaznikéw we inob. EosEs

wprowadz h oznaczenino

watey wiqg wkrotoe, fe graje one istotng rolg w teorii typow lo:izzzyﬂ;:-

§ 3. Teoria typéw logicznych
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Podajemy przyklady takich twierdzed i definicji, Umieszezajae obok mi
odpowiednie fwierdzenia i definicje rachunku kwantvfi mich
w obu symbolikaech: yﬁkat.oxﬁw' zanotowane
X=1=[isX X'= 1! = [Jo g X0
A=,1'"= []A(x) )
x

XCY_T[](.L’E‘Y'—F.'BE Y) X’Cly‘f:-:n[:rslm—#zﬁ]?l)

AGC B - [[(A(z)>B(z)]

veX+Y =zxzeXVrxelXY m61P+1Y‘EIE1X1VIEII'1

[A+,B](xr) = A(z)vB(x)

Postugujac si¢ tymi réwnowaznofciami mozemy wyrazeniom (3) i (4) na-
daé¢ postaé:

(3") G YynZnxn= 1->y—1
(4'") X'=, 1'sX'4, Y1=11
Wyrazenia te sa odpowiednikami nastgpujacych tez algebry zbioréw:
XCYANX=1->Y=1
X=12X4+¥=1

Nasuwa sie myél, ze algebra zbioréw moze by¢ rozumiana jako fragment
rachunku kwantyfikatoréw, zawierajacy wylacznie tezy, w ktérych nie wy-
stepuja funktory o wiecej niz jednym argumencie nazwowym. Dogodne (lecz
niekonieczne) jest zalozenie, ze w systemie logiki, ktérego fragmentem ma by¢c
algebra zbioréw, termin identycznosci jest terminem pierwotnym. .

Terminami pierwotnymi systemu algebry zbioréw, podanego w mngsmle ) 11
byly: ,relacja nalezenia elementu do zbiorn® i »zbi6ér pelny indywiduéw ™. Odpo-
wiednikiem wyrazenia algebry zbioréw z ¢ X jest wyrazenie rachunlm kwanty-
fikator6w z ¢, X?; wyraZenie to jest jednak réwnoznaczne z WyTrazeniem XI(z)
czy tez wyrazeniem A (z). Tezy rozwazanego systemn mozemy Wiec notowad
nie postugujac sie symbolem e. Symbol ten wprowadzilismy do rachunku kwan-
tyfikatoréw, by uwidocznié zwigzki pomiedzy tym .qzys.temem a BIQ‘»‘P“! ZbiOTOW.
Pojecie zbioru pelnego indywiduéw moze byé zdefiniowane w logice W naste-
Pujacy sposdb:

rell == &

Z definicji tej wynika natychmiast teza

i
ﬁ;" -

. AT
| A =

ze 1t

bedaea odpowiednikiem aksjomatu Al, podancgo W 1" :
.4
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Drugim aksjomatem, z ktorego korzystaliémy budujac algebre zbiorbw,

jest aksjomat ekstensjonalnosei:
[[(zre X =€ Y)-X=%
x

Odpowiednikiem tego aksjomatu jest teza rachunku kwantyfikatorow

(3)
ktéra zanotowaé mozZemy rowniez w postaci nastgpujgce):

[]{A(2) = B(z)]>A =B

[[(@e Xt = 56 T)—X =1

y do aksjomatéw logiki. Bez tego aksjomatu mogli-
cie logiki tylko drobny fragment teorii mnogosci.
Istotne jest tez to, ze w rozwazanym systemie logicznym wystepuja definicje.
Gdybysmy budowali teorig mnogofei jako fragment logiki, w ktorej nie wy-
stepuja definicje *, musielibyémy przyjac¢ jeszcze jeden aksjomat. Do aksjo-
matéw logicznych zaliczamy tez zwykle tzw. aksjomat nieskoneczonosci, gwa-
rantujacy istnienie nieskonczonej ilosci indywidu6éw. Przy pomocy symboli
aksjomat ten mozemy zanotowaé np. w postaci nastepujgcej:

> Xxt~1

X G,

Aksjomat ten zanotowany jest przy pomocy terminu réwnolicznosci zbioréw.
Przekonamy si¢ jednak w paragrafie nastepnym, Ze termin ten moze byé zdefi-

Wyrazenie (5) zaliczam
byémy zbudowaé na grun

pniowany na gruncie logiki. Zauwazmy jeszcze, ze dowody tez algebry zbior6w

i tez rachunku kwantyfikatoréw, bedacych ich odpowiednikami, sg catkowicie
analogiczne, o czym przekonaé sie moze czytelnik na przykladzie tez, podamych
w § 1 rozdziala I.

Oméwilismy troche szezegblowiej zwigzek miedzy algebra zbior6w a Ta
ehnnkiem kwantyfikator6w, wykazujac, Ze algebra ta moze by¢ rozumiand
jako fragment logiki. W nastepnym paragrafie wykazemy, ze rowniez inne
dzialy teorii mnogo#éci, np. arytmetyka liczb kardynalnych i porzﬁdk"“"y"h'
mogs byé rozamiane jako fragmenty logiki.

Symbolem 1' oznaczyliémy zbiér wezystkich indywiduéw, tzn. przedmiotéw
mie bedgeyeh zbiorami. Zbiér ten nazywaé bedziemy zbiorem pelnym typt
plerwasego, elementy jego — przedmiotami typu zerowego. Stale kategor!
semantyerne] K° sq nazwami okreélonych przedmiotéw typu zerowego, Przy
pomeony rmmiennych te] kategorii wyslawiamy wlasnoéei dowolnych prz&dmioww
tege wypu. Wyrasemie rozpoezynajace sie od kwantyfikatora ogoOlnego lub
mi do-

¢ Bpstemy logiczne, w ktdryoh nie wystgpuja definicje, sy pod pewnymi wegleds
@rduianee o4 sysewmbw sawiersiacyoh definicje i z tego wzgledu sg czesto stosowane.

§ 3. Teoria typow logiezn
ych
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szezegOlowego, wigzgcego zmienng kategorii Ke . _
zenie wystgpujace po kwantyfikatorze. Oznaczmy dalej Pi:.ez‘;:eont? R il -
podzbioréw zbioru 1'. Zbiory te nazywamy przedmiotami (1 bz ;:'r S Sy
pierwszego. Stale kategorii K' s3 nazwami okredlonych ﬂeu ) vy
te sa, oczywiscie, zbiorami) zbioru 12, mentéw (elementy

Przy pomocy zmiennych tej kategorii wyslawia : D
elementow tego zbioru. Elementami z'fioréw I{vpu pi:lris:ei;;n;s:i d:: ::ln};i
przedmioty typu zerowego. Ogoélnie: symbol 1'*' (i = 0,1,2, .. m:‘ tzjl;iér
wszystkich podzbioré6w zbioru 1f. Zbiér 1**' nazywamy zbic:rem pel:n).rm :
i+1-go, elementy tego zbioru — przedmiotami typu i-go. Stale um@myiﬁ
s3 nazwami okreSlonych elementéw zbioru 1'*' (przedmiotéw typu i-tego)
przy pomocy zmiennych tej kategorii wyslawiamy wlasnosei do;mlnych a}a:
mentoéw tego zbioru. Elementami zbioréw typu i+ 1-go moga by¢é tylko przed-
mioty typu i-tego. '

Zastanowimy 8i¢ jeszcze nieco szczegbélowiej nad definicjami funktoréw
nalezgeyeh do kategorii semantycznej K'*' (i = 0,1, 2, ...). Schemat definicji
takiego funktora ma postad

X{F(XF) - DX

gdzie symbol X{¥' oznacza staly funktor kategorii K'*', okreflony przez dang
definicje, symbol Xt jest zmienng kategorii K', wreszcie symbol &(X') oznacza
dowolne wyrazenie, w ktérym wystepuje zmienna wolna X i nie wystepuje
Zadna inna zmienna wolna. Przyjmujemy, ze symbol X{*' jest nazwg okreslo-
nego zbioru typu i-+1-go, ktérego elementami sa te i tylko te przedmioty
typu i-tego, ktére spemiaja funkcje zdaniowa @(X). Przyjmujemy tez, Ze
zbi6r ten istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy @(X) jest wyTazeniem Sensownym.

Podzial przedmiotéw na indywidua, zbiory indywiduéw, rodziny zbioréw
indywiduéw itp. nosi nazwe teorii typoéw logicznych. Podzial ten ma naste-

pujace wilasnosei:
1) elementami zbioru dowolnego typu moga by¢ tylko p

den nizszego; . . P
2) 2zbi6ér pelny dowolnego typu, 2 wyjatkiem typu pierwszego, jes zing
wszystkich podzbioréw zbioru pelnego typu o jeden ni#ssego. _

Czesto zbiory sq utozsamiane z cechami, w tym sensie, 1 zwrot, : przedmiot
i j wied zeniem, przedanot
nalezy do pewnego zbioru, ject réwnognaczny z po

- > . = w
ten ma odpowiednig cecheg. Np. zwrot ,z jest elementem ‘sbmrn przedmiotd
bialych® jest réwnoznaczny ze zwrotem
indywidua traktujemy jako przedmioty, &%¢ : : '
cechami, zbiory indywiduéw jako cechy takich preedmiotéw, redsmy shioréw
indywidu6w jako cechy takich cech itp- O tym, #e ceehy mﬁﬂml :
pewne inne cechy, §wiadczy np. powiedzenie, #e pewna cecha malo prow

rzedmioty typa o je-
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. 1 m I "
wdopodobienstwo jest Wiee Wa;:"c dlz) r‘;}gzzdkl‘: cec
dopodobna. Male pra ozumiane zbioTy, gdy n 4 do yeh typow
cech. Widoczne jest, Z@ e miotami, zadne tez indywiduum pj,

. : . Ymi przed . i - - X
logicznych, S2 - z-raé,dmmrm sbiorem. Interpretacja zbiorOw jako cech jegt
» — z
moze by¢ identyczne

ia typOW logicznych. Interpretacja ta nasuwa jednak pewn
: teoria : iali.
wiec zgodna Z : tu omawl ., : .
trudnosci, ktérych m:er:dz::?:m sposéb teoria typow logicznych zapobieg,
Zastanowimy Si€ ;

11 r” Oéci. zr&d]em :«L‘Dt nomii RllSS@ll:] b l,
1 ‘,y nom.l| teoril mnog 3‘

definicja

—_—

. , oprawnie, gdyz prawa jej strona
Definicja ta nie jest jednak zbu::w;:; 5311 eorli Azpaw IogicERvER, oiy
nie jest wyrazeniem sensownymtr ach znaku ,e¢ W ten sam wskaznik ,iv,
zmienng X mp:trz,yzyszssgzl;;mona gruncie teorii typoéw logicznych jest
Natomiast wyrazeme
wyrazenie X E£+1Ri+1 = X* EH,IX"H
Nie jest ono jednak poprawna definicja, gdy2 po prawe) 1280 stf:::e wyske:
uje zmienna wolna X1 ktéra nie wystgpuje po Jego lewowe,] - 1'0[[ : .
. ]Ha gruncie teorii typ6w logicznych nie mozemy tez zdefiniowadé zbioru
wszystkich zbioréw, lecz tylko zbiér wszystkich zbioréw Pewnego tYI"“-mf;‘i
jecie to jednak nie prowadzi do sprzecznosci. Nie mozemy wiec na grunct: o
typéw odtworzyé antynomii zbioru wszystkich zbior6w, ‘nie mozemy e i
tworzyé na tym gruncie antynomii Burali-Fortiego ani zadnej innej) anty
nomii teorii munogoSci. _ _—
Oméwimy jeszeze w paru stowach teorie podziatu relacyj na typy logic sl
Przyjmujemy, ze funktory zdaniotwoércze o wiekszej od 1 liczbie argumen i
83 nazwami pewnych zbioréw, przy czym funktory dwuargumentowe 5a nazWEmk
zbior6w par uporzadkowanych, funktory tréjargumentowe — zbiorow t.l.'u}t"_
uporzadkowanych itd. Zbiory ukladéw uporzadkowanych nazywamy Temc]“ﬂ:
Elementami ukladéw uporzadkowanych tworzgcych relacje moga LY¢ Psz ’
mioty dowolnych typéw logieznych. Teoria podziatu relacyj na typy logic

mie rézni sie istotnie od teorii podzialu zbioréw mnie bedacych relacjaml Jes
jednak bardziej skomplikowana.

§ 4. DEFINICJE NIEKTORYCH POJEG TEORII MNOGOSCI
NA GRUNCIE LOGIKI

# - . eti.

s ’:: 'wn;eh'é:l y'] wezystkie pojeeia teorii mnogoéci moga ?f;dﬂ“‘f

graneie logiki. Jednak dla sam jeci ii zbior i

w Jogice nie jeden, leez niesk i i sw. Tntaes e

y oficzenie wiele odpowiednik6w. Uwagi te WY §5)

1 1. |
* Poprawna debmiota powinna spelniad tzw. warunek jednorodnofei (por. cz. I. wan
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ktére zostalo zdefiniowane w roz-

g q {zI ('FRyﬂd'-‘Rz—a-y = z)

Przykiadzie pojecig funkeji,

dziale I przy pomocy WyraZenia,

Odpowiednikami te e
£0 Wyrazenia na gruncie logiki s3 wyrazenia nastepujzce:
g I;] I} (xmyl\zﬁ“z—a-y =0 2)
[TT]]](xX‘Ri+ ye

i
xi WL AXBHZSY <29 (i=1,2,.

Mamy wige ciag nieskoriczon i i 5 ;
logicznych, zdefiniowanych jednikp‘:]v%is:ikgizmn;lizﬁ{;b & D taypéna]:
giczne wi.:xsno.ﬁci. O pojeciach takich méwimy, ze sa ”]:ypikallni?aéﬁgicme‘
Ty'pllf:a.]nle vtr_:elozna,czne 83 tez pojecia prawej i lewej dziedziny relacji nrs.r:
pojecia relacji doskonalej i relacji réwnolicznoge zbioréw. Definicje tych pojed
na gruncie logiki s3 ecalkowicie analogiczne do odpowiednich definicji teorii
mnogosei.

Przypominamy, ze jedynymi pojeciami pierwotnymi teorii mnogosei, wy-
kraczajacymi poza algebre zbioréw, sa pojecia mocy zbioru, typu zbiorau upo-
rzadkowanego i pary uporzadkowanej. Pojecia te mogy by¢ zdefiniowane w lo-
gice. Sg one znéw typikalnie wieloznaczne.

Ograniczymy si¢ do podania definicji tych poje¢ w przypadkach najprost-
szych. Definicje dwéch pierwszych pojeé nalezg do tzw. definicji przez abstrakeje.
Oméwimy pokrétce ten rodzaj definicji.

Niech R! bedzie dowolng relacja typu réwnowaznosci (definicja tego po-

jecia zostala podana w § 6 rozdzialu I). Dla relacji tej spelione sq wiee
wzory:

I. zR'z
I7. ' Ry —>yRz
IIT. aR'yNyR'z—=zE'z
D4.1. y & [2]p, = 2B'Y

ji jo R
Zbi6r [#] nazywamy klasa abstrakeji ze wzgledu na relacje WYZnacsong
Przez element z. ' o ‘ s _
Podamy kilka wlasnoSei zdefiniowanego pojecia zakladajgc, jest
lacja typu réwnowaznodei.

L4.1, @ & [Z]m (et
L4.3, (@) =[¥1m—>2RY
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{zal.}
Dow. (1) [#lm =2 [¥lm {L4.1}
(3) y&l[zlm (D4.1, 3
rRY
L4.3 Ry — %) G [Y]m
- zal.
Dow. (1) zRY L diw'}
3;; :E‘zmm {D4.1, 1.1}
(1.3) zRY {11, I11, 1, 1.2}
(1.4) z&[¥lm {D4.1, IT, 1.3}
[#)a G [¥]m {1.1—-1.4}
1.4.4. zRY —[Y]m G (2] {L.4.3, IT}
T4.1. () =1 [Y)m = ZB'Y {L4.2, 1.4.3, L4.4)
W zupelnie ten sam sposéb moglibyémy udowodnié
T4.1a. ¢ (D =4 [ D] = TR2Y!

Twierdzenia T4.1 i T4.1a roézmig si¢ tylko kategoriami semantycznymi
zmiennych i stalych w nich wystepujacych.

Wyjaénimy sens intuicyjny D4.1 1 T4.1. Kazda relacja typu rownowaznofci
zachodzi miedzy przedmiotami, ktére sg jednakowe ze wzgledun na pewng cechg'.
Tak np. relacja podobienstwa figur geometryeznych zachodzi miedzy ﬁw,
ktore sg jednakowych ksztaltéw, relacja przystawania zachodzi miedzy figurami,
ktére 83 jednakowych ksztaltéw i wielkofci. Zbiér [#];» jest wiec zbiorem wazyst-
kich przedmiotéw nie réznigcych si¢ od z-a pod wzgledem pewnej cechy. Gdy '
jest relacja podobiefistwa figur geometryeznych, x zaé trojkatem réwno-
boeznym, to zbiér ten jest zbiorem wszystkich trojkatow réwnobocznyﬂh:
Jefli zbiory ntozsamimy z cechami, to [#)m jest cecha, przysiugujacq T-0W1
i weazystkim przedmiotom nie résnigecym si¢ od z-a pod wzgledem tej cechy-

Twierdzenie T4.1 méwi, ze ceohy [Z)m i [yl sq identyczne wiedy i WK
M,mxiymrééuiqﬁ{poawtﬂjoww_

i ‘:-imy’ ze relacja réwnolicanodei zbioréw jest relacjg typu réowno wasnodel:
X' bedsie dowolnym zbiorem indywiduéw. Moc (liczebno#ké) zbiord
rozamiemy jako ceche praystuguiees zbiorowi X0 i wszystkim zbiorom rowed

heznym z X'. Moc zbiora X1 jest wige klasg abstrakeji ze wagledu na relac)t

réwnolcinotel wyzneaerong prier. ten zbiér. Stad

(1) e

B o o P

mm,umk.roHMmoezmommtwj ‘mty‘pikﬁﬂi"-

liczg:ggn :I;?o;k ﬁjoﬁwm’ D2 ktérym oparligm =
Wr DYY aksjomat nastep ¥\¥ rozdziale I teorie réwne

ujacy
Il =3 f‘ = I‘NF
Korzystajac ze wzoru (1) zane
: towaé :
jacej: moZemy ten aksjomat w Postaci nastepn-

Otrzymane wyrazenie jest 8zczegbln ;
udowodnione na gruncie logiki, ym przypadkiem T4.1a, moze wiec byé
Uwa.g: 0 mocy i réwnolicznosci zbioréw
na pojecie typu i podobiefistwa zbioréw
Pozostalo jeszeze do oméwienia poiecs
Saligee - ) Pojecie pary uporzadkowaneij Pare y
dz_t:smt!it;my ';r logice jako rodzine zbioréw, ktérej iedyn;mi E?E' il (&, ; .
£D10or jednostko z; o bi elem c 5
el wy {z} oraz zbiér dwu entowy {z,y}. Speliony jest wiec

(2) &,y = I{z}, {z, y}I

Jedyny aksjomat dotyczacy par uporzgdkowanych, ktéry przyjelifmy
w teorii mnogoéci (§ 5 rozdzialu I), mial postaé

da si¢ przenieéé bez istotnych zmian
uporzgdkowanych.

(3) (B, y) =, ) =2=2zAy=1t

Opierajac si¢ na Iwzorze (2) jako definicji pary uporzagdkowanej moiemy
udowodnié¢ wzér (3).
Z réwmoéci

(4) z=2z 1 y=t
oraz D1.3a rozdzialu I vry‘n_ik.n., Ze

(8) @=1{ i @=10
Z tych za§ réwnoéci i wzorn (2) wynika réwnoéé
(6) (z, ¥y = (&,

Wykazemy, ze i odwrotnie, 2 rownodei (6) wy'n::lqu révr?:fu' (4)- Boq:;
> Mg ol o O ‘Hk’o;u;ywm wazory (4). Jeéhi zas
podstawie wzoru (2) wzory (3), 2 ktérych z
= v, to )

<, y> = |{=), &, v} = 1= {z, 2} = =]
: = e
Stad i z réwnobei (6) wynika, se 3= Ora%
¢z, == {{a}]
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i gen ey b TV OB VOO mozliwych przypadkach ze wzoru (6) wy.
a wige 2= 2 =¥ S o (3) jest wiee Prawdziby -
. wyboru, O ktoérym szczegolowiej byla mow,

nikaja wWzory (
Zauwazmy jednak,
w § 14 rozdziatu I, nie moze

ze pewnik

by¢ udowodniony n gruncie logiki.

§ o. AKBJOMATYCZNA TEORIA MNOGOSCI

Wspomniclismy juz, ze tworeg a,ksjamatye:znej teoril mncrgo(f.ui :jf_.st E. Zer.
melo. Podane przez niego aksjomaty ulegaly licznymi, legz raczej nfezhyt. istot-
nym zmianom. Aksjomaty, ktore tu podamjf, prawie nie 'rézng si¢ od aksjo-
matoéw zawartych w Teorii mnogoéci profesorow Kuratowskiego 1 Mostowskiego,
Terminami pierwotnymi, wyst,t:puja,cymi w tych aksjomatach, sg pojecia
zhioru pustego i relacji nalezenia przedmiotu do zbioru.
Notujge aksjomaty teorii mnogosci posluzymy sie symbolika, ktora postugi-
waliémy sie w czesci IL. W aksjomatyczne]j teoril mnogosci wystepuja zmienne
jednej tylko kategorii semantycznej; s3 nimi litery z, 9, 2, t, ... Podstawowymi

wyraZeniami rozwaZanego systemu s3 wyrazenia O postaci
zey, T=1Y-

nnych wystepowaé moze symbol 0%
h postaci mozemy poprzedzaé znakiem
likacji, koninnkcji, alter-
w wyko-
ytwad

W wyrazeniach tych zamiast zmie
oznaczajacy zbi6r pusty. WyraZenia tyc
negacji, kwantyfikatorami oraz laczyé znakami imp
natywy i réwnowaznoci. Na otrzymanych wyrazeniach mozemy zno
nywaé wymienione operacje itp. Otrzymane w ten sposéb wyrazenia naz

bedziemy wyraZeniami sensownymi aksjomatycznej teorii mnogosci.
Znak identycznofei moze byé traktowany jako symbol logiczny; WOWess
ow 2z 1den

teoria mnogofci opiera si¢ na wezszym rachunku kw 1

: antyfikator
tycznoéeig (formulowanym czesto metalogicznie). Symbol ten moze by
zdefiniowany przy pomocy symbolu e. Definicja taks moze byé réwno

(1) g=y=[[(zez=1ye2)
W aksjomatycznej iz i , -
do rﬁwnowa.@nosai] Tt'%m mnogofei réwnowaznoéé ta, aczkolwiek analogie?®?
kategorie semantyezne (ez. I, rozdz. II, § 6), r6zni si¢ od niej ze wzglﬁd“'}';
zmienna z Myyd smiennych, ktére w niej wystepuja. Mianowicie ¥ (
podezas gdy m; 1::1 same) kategorii semantycznej, co zmienne 7 ored !:
tyeznej nit zmienne ‘:;st:pnmea w T.VI nalezy do innej kategor! gomal
kitka definiofi. m teorii mnogokei przejrzysta postaé, wprowadsi®!

i,
Z(”)Ezv‘(v‘w)va;-_—o

é rowniel

— .
g

Wyl:m';eniu Z(z) czytamy: g
wtedy i (ylko wtedy, gdy istniej
ody jest on identyczny 20 zbiorzm pust

ustym,

D2.
#o)=2Z@n [ zw)
Vex

jest wig¢e rodzing zbioréw :
zbiorem. » 84y sam jest zbiorem i kazdy jego element tez i
Zauwazmy, Z s ani 5 Jest

jacych w Dl,y]’)zei ;;gl‘azocma Z(-m], E(2) 83 tylko skrétami wyTa

\ R« nie i : PO prawe) stronie znaku réwnowaz i Zefi wystepu-
” Bt :imff: Y wigc rozumieé jako nazw jakiché zb'a “;Oécn, Funktoréw ,Z*

(s Z 17 2 » - 1

. .Edna; elinicje nie rézlinq gig tredcig od ﬂdpowiedmzi :{.ﬁ - .

d:tfl! dn2 za:notowane W nieco innej symbolice. Obok kazd elinicji rozdzial I,
efinicji umieszczamy w nawiasie numer jej o dmwiednikaeizzrg:;ai:l{:ﬂ:r nizej

z .

D3. cCy Eztflf\z(.'f)ﬂ{](zcz—rzcy} (D1.2)
D3a. zGy=oCyra#y (D1.9)
DA4. = Hzaf;][hm Eé'utcu] (D4.3)
D5. = 2"5]:[(zem=_=.sz) (D10.1)
D6. ' x=y'zzﬁ(1emsteyht¢2) (D1.5)
D1. x={y,z}s{7[tcza(t=yvt=ﬂ] (D1.3b)

Zauwazmy jeszcze to, Ze zamiast pisaé ~(zey) pisaé bedziemy Tey.

Podajemy aksjomaty teorii mnogofci.

Al. nnl”(ersz(yj—rz:yl
Z{x) Z(¥) s
nazwe aksjomatu ekstensjonalnofei. Nie rozni si¢ om

Aksjomat ten nosi
treéecig od A1.2 podanego W rozdziale I.
A2, [1(z€0)
W myél tego aksjomatu saden przedmiot npie jest elementemn zbioru pustege.
A3 1111 Stz={=: 9]
=z v -]
Dla kazdych wigc przedmiotéw & i y istnieje sbiér, ktbrego jedynymi ele-

mentami sq te przedmioty.
A4, R(y)—a.-zé' (z= SL‘J"?
s

Slupecki | Borkowski
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Dla kazdej wiee rodziny zbioréw istnieje zbiér, bedacy sumy elementg,,
tej rodziny.
Z (z = 27%)
A5, (y)—~ BZ‘,;

Dla kazdego wige zbioru istnieje rodzina wszystkich jego podzbioréw.

S@#on]l D ¥y S 2)
Rix)

yex 56T

AS6.
W myl tego aksjomatu istnieje co najmniej jedna niepusta rodzina zbiorsw
taka, ze dla kazdego zbioru y, bedacego elementem tej rodziny, istnieje zbidr,
bedacy réwniez elementem tej rodziny, ktéregct czebecig qw!aéc:wq jest zbiér y,
Zauwaimy, te warunek ten spelnia np. nastepujaca rodzina podzbioréw zbiory
wszystkich liczb naturalnych:
‘{1}! {1!‘2}! {112! 3}! Lt {1?21‘ ‘"?n}? koo

Gdybyémy jednak wzieli pod uwage dowolny skoriczony zbiér, np. zbiér liczb
paturalnych < 1000, i dowolng niepusta rodzine jego podzbioréw, to wéréd
tych podzbioréw istnialby zawsze podzbiér, ktéry nie bylby czeécia wiaéciwg
tadnego podzbioru, nalezgcego do rozwazanej rodziny. A6 gwarantuje wige
istnienie nieskonczonej ilofci przedmiotéw. Aksjomat ten nosi tez nazwe aksjo-
matn nieskoficzonofcei.

AT. Rznz #O0NOczn[] [y #2—>y-2=0)=3[] Sivet-u

yexeex Z(H) uex v

Jeit.Lto aksjomat wyboru, o ktérym szczegélowiej byla mowa w § 14 T0Z

Kieeh.z bedzie dowolnym zbiorem, @ (z) zaé dowolnym wyraZeniem sensow-
oym aksjomatycznej teorii mnogoéei, w ktérym wystepuje zmienna wolna %
lecz w ktérym nie wystepuja zmienne wolne z i v.

A5, Z(z)—-ﬂ%'];][zcyazezz\@(z)]

Latwo zauwazyé, se zbiér y, ktérego istnienie stwierdza AS, jest podzbiore®
:'“T e WI I?,IHE wige A8 dla kazdego zbioru » i kazdego warunku @(2) f‘“‘""
b ton jent, mmm,,mm?"’h ten warunek, z tym jednak ogranicseniom: &
metem, Joos sel zbioru z. A8 nie jest wlasciwie pojedyneczy™ aks)?
watawiajae w A3 na mmi ilofiei aksjomatéw, ktbre otrzymujery
Bowie 2z F 6, (mh:a :;izlwmﬁm wyrazenia sensowne, DP- e

Wyraszenie J

Z(m)-—-g [.“zcy == ZewAz # 0)

Mummei )
L w““mﬂlmw,gl ].l'!"

o A7.1 i A2.1, z ktérych pierw
dziale II.
Na gruncie aksjomatycznej teorii
; ru 1
rozdz. I i D2.6. rozdz. II oraz })6.2. mﬁoﬁomhﬁma? strony definicji D7.3.
Lk(m), Tp(a), Lp(a). Réwniez niektére inpe dgﬁnm",-,,,- odpowiednio postaé:
przednicl} rozdzialach trzeba odpowiednio prndormnlow:é::mid:_ane.t po-
Np. zamiast D5.2. z rozdz. I wystapi definicja: ze [ ¢(.)§n:?Am
ceX

analogicznej modyﬁkac_ Ji ulegnie rowniez D5.3 z rozdz. I, po lewe]j stronie D6.1.
ro?d.z. I w:pl_'f:wadzlmy wyrazenie ,Funke(E)“ lub ograniczym ¥y D6.1 definin "
zbiér funkeji nalezacych do danego zbiorn. e

Ztaata.néyvmj.' sig¢ teraz, w jaki spos6b zaloienia aksjomatycznej teorii mmo-
goéci zapobiegaja antynomiom. Zagadnienie to rozpatrzymy szczegdlowiej na
Puykladma antynomii Bussella. Wiemy, Ze punktem wyjécia tej antynomii
jest ré6wnowaznoéé

(1) XeR=Xe¢X

Zblizona do niej co do tredei jest nastgpujaca réwnowaznosé

(2) R(z)=z¢z

ktére mosemy zaliczyé do definicji aksjomatyezne] teorii mnogoéci, gdy w niej,
w odrésnieniu od logicznej teorii typéw, Wyradenie ,z ¢z jest wyrafenier
sensownym. Wyradenie jednak R(z) jest tylko skrétem wyTasenia ,lcf“,

symbol R nie tmtnquw:ﬁom,niBMJ"iﬂgoM

3) Z(s)—-‘é{](n!ﬂfﬁ')

- ; ia (1). Wykasemy naj-
kwmwwnmdom“_"m : e
preéd, se wyrasenie (3) do sprzecsnodei. Podstawieniem bego
fenia jest wyrasenie .

(3a) z®)~2 {Itnrf""

il
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kacji jest prawdziwy, prawdziwy jest wige tez

W myél D1 poprzednik tej impli ie reguly c.puszczania kwantyfikatora szcze-

jej nastepnik, z ktérego na pogst?,w
golowego otrzymujemy wyrazenie

[Jzey, =2¢€2)

Z tego zaé wyrazZenia wynika wyrazenie
(4) Y€ = Yy €Y1

wadzace hmiast do sprzecznosci. . _ )
PmZauwazm];rﬂ?e;nak, ze wyxl')aienie (3) nie jest tezay a,ksw[.na-tyczne] teorii
mnogosci, A8 pozwala bowiem dolgczyé do systemu wyrazenie

(5) Z(x)—rzn(zeyszemr\z;z)

Zy) =

a wiec wyTraZenie, majgce wprawdzie podobng, lecz nie ca.l.kiejm te samg bu-
dowe co wyrazenie (3). Z wyrazenia (5), wnioskujgc podobn-:e ;ak przy wypro-
wadzaniu ze wzoru (3) wyrazenia (4), otrzymujemy wyrazenie

Y€y, =Y €0AY €Yy

Wyrazenie to nie prowadzi jednak do sprzecznofci. Widzimy wigc, zfa anty:
nomia Russella nie moze byé odtworzona na gruncie aksjomatycznej teori
mnogoéci, tak jak nie moze byé tez odtworzona na gruncie teorii typéw lo-
gicznych. Podobnie przedstawia si¢ sprawa ze wszystkimi znanymi antyno-
miami teorii mnogo§ci. Nasuwa si¢ pytanie, czy jakies rozumowanie, dotych-
czas przez nikogo nie przeprowadzone, nie doprowadzi do sprzecznofci czy 10
na gruncie aksjomatycznej teorii mnogofci, czy tez na gruncie teorii typow
logicznych? Ot6z zostalo ndowodnione, ze obie te teorie, gdy zubozymy J°¢
o aksjomat nieskonezonofci, sa niesprzecznme. Przekonanie o niea];pr:m:r:,mn:ﬂi?1
tych teorii, wraz z aksjomatem nieskorniczonosei, opieraé¢ musimy tylko na fakcie
dofwiadezalnym, ze daleko bardzo posunigta rozbudowa tych systeméw 1i€
doprowadzila do sprzecznobci.

Nasuwa si¢ tez pytanie: dlaczego obie rozwazane teorie zapobiegaja anty”
nomiom? Przyczyna tego tkwi w tym, ze na gruncie kazdej z nich ograniczon®
84 sposoby budowania zbior6w. W teorii typéw logieznych zakladamy, ze d_h"
kaszdej funkeji zdaniowej istnieje zbiér przedmiotéow spelniajgeych te funkc:.l@.
Budowa jﬁdﬂﬁk funkeji zdaniowych jeﬂt, omniczona warunkamj, jakje spe!
maesq kategorie semantyczne wyrazen stojacych przed i po znaku ,€“ ktory

Jowt tez w teorii tej ,typikalnie wieloznaczny“, W aksjomatycznej teorii Mm%

mﬁ e tyeh Osrﬂniamﬂ Teoria ta jednak nie przyjmuije, ze dla ka-ﬁf:::
sdaniowe] istnieje zbiér przedmiotéw spelniajgeyeh te funkcje, 1

; s
Wyrazenie to czytamy: @ jest sekwensem (na

o- jest ono réwnowazne wyrazeniu

%ﬂ-
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przyjmuje tylko to, ze dlg kazdej

& = : s e 11 ¥ = »

Jegf.i 1)0(131::61‘ z!ozc)ny z przﬂdmgo::;:k?leﬁi?mwm ik

Dzicki tiemu W zZadnej z tych teorii nie fn Jacych dang funke
wszystkich zbioréw 0Zna np.
elementami. stkich zbior

Pomimo Zze intuicje, na k ;
istotnie, Zasbh, idh twicrdres jtfs?(:;“ ;g:r:akgq rozwazane t-?orie, roznia sig
aksjomatycznej teorii mnogogci Odpﬂwiad?‘ I sam. Dnlfludmej: kazdej tezie
logicznych o takiej samej lub bardzo zh]ii:n:fe?é; [fwierdzedi teorii typow
twierdzenia tego zespolu roznig sie tylko t 1 tresei .lntulcy.]ue‘], przy czym
o zbiorach innych typéw logi Jit e W kaZdym z nich mowa jest

; y Ypow logicznych. I odwrotnie: kazdemu takiemn zespolowi
twierdzen teorii typéw logicznych odpowiada teza aksjomatyczné' ted spolowi
gosci o takiej samej lub bardzo zblizonej tresci. YOS He-

Na pytanie, ktéra z rozwazanych teorii jest ,lepsza“
Zadna nie jest doskonala, kazda ma formalne i intnicyjne wady. Z tego wzgledu
w wykladzie teorii mnogosci, podanym w czefci I, nie trzymali§my sie kon-
sekwentnie zZadnej z tych teorii. Czynig tak tez inne podreeczniki, nawet na
bardzo wysokim poziomie, np. ksigzka prof. W. Sierpiriskiego. Szczegdlowy
wyklad aksjomatycznej teorii mnogosci znajdzie czytelnik w ksigzce profesoréw
Kuratowskiego i Mostowskiego, zarys teorii typéw logicznyoh w Logice mate-
matyczne) prof. A. Mostowskiego.

' j¢ zdaniowsy.
stwierdzié 1stnienia zbioru

czy tez zbi w
y CZy tez zbiory Wszy 6w nie bedaeyceh lasnymi
mi

y trudno odpowiedzied.

§ 6. TEORIA MNOGOSCI A ARYTMETYKA

W arytmetyce teoretycznej definiowane sg liczby calkowite przy pomocy
liczb naturalnych, arytmetyka liczb calkowitych oparta jest tez na mh elfyus
liczb naturalnych. W takim samym stosunku pozostaje .a.rytmety . tc'h
wymiernych do arytmetyki liczb calkowitych, arytmetyka liczb rzaclzyw:h y;o
do arytmetyki liczb wymiernych i wreszcie Wﬁmﬂﬁfk? liezb ‘lﬁﬂpﬁ; lzf:ylicsbv
arytmetyki liczb rzeczywistych. Niezdefiniowane P?Zﬂbﬁﬁlﬁm“:i‘:mé e
naturalne, jedynie tez budujac ich a{'ytﬂ.letykﬂ. ﬂ_m:l’:li Ejomatykq
aksjomaty. Pierwszg chronologicznie 1 najbardzie] zrzez e s ?lljogmikﬂ-
tyki liosb naturalnych jest aksjomatyka POCEC RO L e} aksjoma-
wloskiego G. Peano. Pojeciam! ple“?omlj'::::: nataralnych i funkeja
tyce, sg: liczba zero, zbidr wszystkich I

a = geqy

tepnikiem) y. Preyjmujemy e

o=y+1
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Notujae aksjomaty FPeany postuzymy si¢ oznaczeniami wprowadzonym;
w czesci IT:
b 3 0eN*

I1. zeN—-seqreN
III. z,y e NAseqe = seqy > =Y
IY- xzeN-—>seqw #0

V. OcX:\n(:reX—:-seqmeI)—rmcx

Ostatni aksjomat jest aksjomatem indukeji.
Niezmiernie wazny dla podstaw matematyki jest fakt, ze pojecia pierwotne

arytmetyki Peany moga byé zdefiniowane przy pomocy pojeé teorii mnogosci,
aksjomaty za$§ I-V moga byé na jej gruncie udowodnione. Arytmetyka Peany
jest wiec fragmentem teorii mnogofci. Wiemy jednak, ze ugruntowanie innych
arytmetyk, np. arytmetyki liczb rzeczywistych, nie wymaga wprowadzenia
nowych pojeé pierwotnych ani tez przyjecia nowych aksjomatéw. Arytmetyki
wiec wszystkich rodzajéw liczb, a tym samym tez analiza matematyczna, 83
fragmentami teorii mnogoSci.

Definicje terminéw ,,0%, ,N“ i ,seq“ w teorii typéw logicznych i aksjoma-
tyeznej teorii mnogosci sg zasadniczo takie same, r6znig sie jednak szczeg6-
lami formalnymi. Aby uniknaé zwigzanych z tym nieistotnych komplikacji,
podamy tylko slowne, a wigc z koniecznofci niedokladne, okreélenia rozwaza-
nych pojec.

Zero definiujemy jako moc zbiorn pustego, zbiér liezb naturalnych jako
zblér. wszystkich liczb kardymalnych, nie bedacych liczbami pozaskonoczo-
nymi **. Aby zdefiniowaé pojecie nastepnika, wprowadzimy pomocniczg T
lacje o, kt6ra zachodzi pomiedzy dwoma zbiorami wtedy i tylko wtedy, g4¥
pierwszy z tych zbioréw zawiera drugi, r6znica za§ ich jest zbiorem jedno-
ehmef::twym;odajemy definicje nastepnika:

x nastepnikiem y wtedy i : i iorow,
migdey kibrymi mchod:i rela:;a. :F RN By v Ly meman] Ko

m_e poda.m_y dowodév-v aksjomatéw I-V na gruncie teorii mnogodei, lecz
OgFramery By Wdﬁ uwagl, % dla ugruntowania arytmetyki liezb naturalnych:
P e t.eosm typbéw logicznych, jak i w aksjomatyeznej teorii mnogodels

. ‘melesy do teorii tych dolaczyé aksjomat nieskoriezonosoi.

- W ; ' 3
seybmebyoe Peany sabesamy wige kozbe 0 do liczb naturalnych.

il-.'l! ronde. 1.

§ 7. Filozofiozne UWagi 0 pojecin b
zbiory
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wadzila dotagd do jednego .
wige tu do przedstawien?a. ’kﬂ]:u“z‘;ﬁ:sprz?mgo Pogladu. Ograniczymy sie
cytatéw z wypowiedzi wspélezesnych 11;;:?&:?““'“ Przewasnie w postaci
Zauwazmy przede wszystkim, ze slowo zbiél:.l“atemtyhiéw.
dwa wyraZnie réZne znaczenia, z ktérych ’; y n:;B W Jezyku potocznym
a t?lrugie dystrybutywnym *. W znaczeniun kolektywnym i\:ﬂ;;g kolek:g“ym’
mmtd!w Jest calosciy zlozong z tych przedmiotéw tak, jak ME::ITY Prr.;L
z ogniw lub kupa piasku z ziarnek piasku. W tym znaczeniu zbiér konkretny che
zmyslowo spostrzegalnych przedmiotéw jest tes konkretnym, dostgpnym spo-
sl;?zezemu px'-zec:’tmiotfam. Uzywajac terminu ,zbiér* w tym znaczeniu, rozo-
n}mmy_wyra.zem‘e »Z jest elementem zbiorn A“ w tym samym sensie, co wyrase-
nie ,x jest czeScig zbioru A% (przy tym znaczeniu wyrazu ,czesé“, przy ktérym
noga stolu jest czefcig stolu). Teoria tak rozumianych zbioréw zostaia zbudowana
przez St. Leéniewskiego pod nazwg mereologii. Uzywajac terminu ,zbiér“
w sensie dystrybutywnym, uwazamy zdanie ,Mars jest elementem zbiora
planet slonecznych® za réwnowazne ze zdaniem ,Mars jest planets sloneczna®.
O réznicy obu tych znaczen §wiadezy fakt, ze pewne zdania prawdziwe przy
jednym znaczeniu terminu ,zbiér sa falszywe przy drugim jego znaczeniu.
Np. przy znaczeniu kolektywnym jest prawda, Ze dziesigta cze§é Marsa jest
elementem zbioru planet stonecznych, gdy? jest ona czebeig calego tego ukladu;
natomiast zdanie to jest falszywe prz}y; gnaczeniu dystrybutywnym, gdyz
dziesigta oze§é Marsa nie jest planetay sloneczng. a3 .
Niztrud?: stwierdzié, S teorii mnogodei termin ,zbiér* jest uzywany
: . lekt: za§ stosunek elementu do zbiern
W sensie dystrybutywnym, a nie kolektywnym, - tatni stosunek me
nie jest tu rozumiany jako stosunek ezefoi do cadodel. Ten oS o sl
inne dstawowe wiasnodei, DP. jest przechodni, podosas gdy P : 1
po . np. fakt, Ze wzoTy: 0 € {9},
chodnioéei nie jest wasne dl »<' swmdﬂﬂ‘o“ g;';] (réwnowasny ze WzOTem:
{0} € {0}} sa prawdziwe, ““”mw‘ff&;’m;m;u, gdybyémy zbi :
(a wigo jako sbiory w sensie kolekiywara),
konglomeraty (3 V=0 " L. ohiér, jak sbiér pasty, kbéry

formalnej § metodolagis mawk. Wyd. 11,

* Por. T. Kotarbitiski Blemendy teorid 1
m‘ “' “o
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m Dodltak

i i ementu i ktérego nie mozna uwazal zi agregat®;
'trudogﬁhm :;?otia t::dz:;f?:me?eé, jak sie to dzieje, Ze zbidr, kiory ma ty 1ko jeden
clement, nie jest identyczny z tym jednym elementem® *. W. V. Quine pisze;
»Fakt, ze zbiory s3 bytami abstrakeyjnymi, jest f—""‘kwdy zaclemniony Pl'tt_tz
méwienie o zbiorach jako agregatach lub zbioro@ska,ch, przez. m. upodobniy
sie mp. zbiér kamieni do stosu kamieni. Stos ten jest rzeczy wiscie l‘onk_mtn}fl.n
przedmiotem, tak konkretnym, jak kamienie, ktore go tworzy; jednakze z‘?ml‘
Eamieni w stosie nie moze by¢ utozsamiony z tym stosem. Gdyby tak bowiem
bylo, to inny zbiér méglby byé utozsamiony z tym samym stosem; HER G Wi
zhiér molekul kamieni w tym stosie. Lecz w istocie zbiory te muszy by¢ odréz-
nione; cheemy bowiem powiedzied, Ze jeden z nich ma na przylr:lad st,f:n elementéw;:-,
podezas gdy drugi ma ich tryliony. Zbiory sa wiec przedmiotami abstrakeyj-
nymi® **, -

Zagadnienie, czy 1 w jaki sposéb istnieja zbiory w sensie dy§trybutmym,
ma wiele wsp6lnego ze znanym z historii filozofii sporem o istnienie uniwersaliéw
(powszechnikow) ***.

Powszechnikami sa przedmioty ogdlne, takie jak ,czlowiek w ogéle“ lub
Lkofi w ogdle“. Zamiast méwié o czlowieku w ogoéle i o koniu w ogdéle mozna
by méwié o gatunku ludzi i gatunku koni. Poszczegélnych ludzi lub poszcezegélne
konie mozemy spostrzega¢, natomiast czlowiek w ogdle i kol w ogodle (czy tez
gatunek ludzi i gatunek koni) 53 to przedmioty dostepne tylko ujeciu poje-
clowemu.

W sporze o uniwersalia, szezegélnie zywym w Sredniowieczu, zarysowaly
si¢ nastepujace stanowiska:

1. Realizm skrajny, sformulowany przez Platona, przyjmuje istnienie po-
wizechnikéw samodzielne, poza przedmiotami jednostkowymi. Poza po-
szczegblnymi ludZmi istnieje idea czlowieka, rézna od kazdego czlowieka
i istniejaca niezaleznie od istnienia poszezegblnych ludzi.

2. Realizm umiarkowany, sformulowany przez Arystotelesa, przyjmuje, ze
powszechniki nie istnieja samodzielnie, lecz jako istotne wlasnodei przed-
miotéw jednostkowych. ,Czlowickiem w ogéle“ jest wiec cecha czy teZ
zespol cech, tkwigcych w poszezegblnych ludziach i dla nich charaktery-
styeznyeh, np. taka cecha, jak rozumnoéé.

3. Kwnuﬁgn odrzuca istnienie powszechnikéw poza poznajgcym umysiem,
preyzmajac im byt tylko pomyslany, przyjmujsc, ze istnieja tylko pojeci®
ogbine. Nie istnieje wiec ,eslowiek w ogole“, istnieje tylko pojecie czlowieka.

4. m odm zar6wno istnienie powszeehnikéw, jak i pojeé ogélnyeb,

prespmuiee istnienie tylko nazw ogélnych. Nie istnieje wicc ani idea, #ni

wne:_m, leez tylko nazwa ogéina noertowiek .

—_—

funkcje matematyczne itp., Etory i
niezalezny, czy tez Swiat taki w
Wiemy, ze pojecia liczby, funkeji
moga by¢ sprowadzonme do Pojecia zbio
( e d ru. Za ieni ma wiec i
cz}-é-do pymn}a, Czy 1stniejy zbiory, o ile zas iiiit;;:l:o?ﬁ:i mm::_m-
.stn?e;; ) :;:az.::gle P‘{m;edzy zagadnieniem istnienia zbioréw Ja. Wm ieni
; ; szechnikéw zwréeili n nie t i 1
isemienta pova: wage tylko filozofowie, lecz takze logicy

i ;‘VF]I::S; elp?ngﬁc:fgpmim?m ksteorﬁ mnogosci, ktérej autorami s
w e ’ rcow aksjomatycznej teorii gofci, i Y. Bar
Hillel, czytamy: W Sl o e
nPoniewaz zbiory, w zwyklym znaczeniu *, sy tym, co filozofowie nazywaja
powszechnikami, problem istnienia zbioréw jest czefcia dobrze znanego i ob-
szernie dyskutowarmego problemu istnienia powszechnikéw. Trzy gléwne tra-
dycyjne odpowiedzi na ogélny problem powszechnikéw, pochodzace z srednio-
wiecznych dyskusji, znane s3 jako realizm, nominalizm i Kkonceptu-
alizm..., ich wspoélczesne odpowiedniki — jako platonizm, neonomina-
lizm i neokonceptualizm® ** Te wspélczesne stanowiska charakteryzuja
autorzy w nastepujacy sposéb:

Platonista jest przekonany, ze dla kazdego poprawnie sformulowanego
(jednoargumentowego) warnnku istnieje zbiér wszystkich 1 tﬂk"b iyeh peme-
miotéw, ktére spelniaja ten warunek, zbidr, ktéry jest odrebnym bytem istmie
jacy ie jak jego el tv. Dla unikniecia antynomii platonista preyj-
jacym podobnie jak jego elementy. - i lub aksj

; ogenin tej zasady, W postaci teorii typéw lub aksjomatu
Imuje pewne ograniczenia te] za ' . péiniej moina bedsie sfor-
podzbioréw, jest jednak przekonany, e predze) czy i i o

e " iozenia. Niektorsy platonifci s¢ przekonan
mulowaé mniej radykalne ograniczeii. czywidcie podsielne na tyPY,
przedmioty §wiata, W l:t.-t'iz"s_'lml‘I?J‘r’J*-"”“J?'-M= rowadzony Srodek (dla unikmigein
i przyjmuijq teorig typéw nie jako ad mg:pmn.
antynomii), lecz jako wyraz PORBARIE .. zdah o zbiorach traktuje tylko

Neonominalista o§wiadcza, 2e _“‘j,“ . : tadajqaiqlinm""é
- posb annia si¢ i 3o zdania o sdanie mole-
jako pewien skrétowy sposob ¥V sa grosuminle tylko takie < <
jako zdania o indywiduach. Uwasa on wy indywidualne b MERSRES md&'“

Pojecia matematyeczne,

388.
* Tj. w znacszeniu d:mbﬂtf"?““‘m.,m ns of Set Theory, S5
ve A A" Fraeukel snd Y. BerHilldl
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traktuje jako schematy odpowiednich wyrazedi, w ktérych ra mizjsen tych

rmiennych wystepuja stale predykaty. Ogramicza I on stosowanic kwzztyhk >
tortw zmiennych ind
: 1 Umé na zdaj.;:m o indywiduach, ©D. zdanie ,zbibr l::.dz je=t pod-
zhiorem zbioru kregoweow™ daje giz przelozy¢ na zdanie ,dla kaidego z. jedli z
} czlowiekiem, to jest kregowcem®. W wieln jednak wypad.kncn przekiadn
takiego pie da sie uzyskaé. Stad: ,,Tmﬂnoédprzdnrmmmm calej klasycznej
matermatyki w terminach nominalistycznych wydaja gie, i prawdopodobnie g3,
nieprzezwyciezalne“. W tej sytuacji, nie cheae zrazyg:_:ow:l.é_ z tych przynaj-

jak miezinterpretowany (i bezpoérednio nie dajacy sie zinterpretowad) rachunek
daje sie stosowaé do zinterpretowanych zdafi empiryeznych.

Neokonceptualisci zamiast dawnego przeciwstawienia istnienia
w umysfle i istnienia poza umyslem W §wiecie realnym lub ideal-
nym posinguja si¢ metaforyezonym przeciwstawieniem Eonstruowania i od-
krywania. Twierdzs oni, Ze istnieje zbiér wiedy tylko, gdy moina skon-
straoowaé ten zbiér ze zbiordw, ktérych istnienie jest intmicyjnie oczywiste
lab ktére zostaly uprzedmio skonstrmowane. Nie przyjmuja natomiast aksjo-
matéw lub twierdzedi, ktére zmuszalyby ich do przyjecia istnienia zbiorow,
Mmm%qnmm.mmmwwmw
matematyk holenderski L. E. J. Brouwer.

W prryioczenym preegiadzie wepblczesnyeh stanowisk brak wzmisnki
© wspilezesnym odpowiednika realizmn umiarkowanego. Stanowisko to przyj-
mowane jest wéwesas, gdy predykaty jednoargumentowe interpretowane 52
juko mazwy jedmostkowe cech. A wiee wiedy, gdy wyraienie ,A4(z)° czytamy
~oecha A prrysinguje priedmiotowi z°. Ta imterpretacjs wyrases o postaci
»A(#)" jest mieraz przyjmowana, a mieraz tet wyrasemie ,z jest elementem
Zhicrn pricdmiotéw o wiasnotei A“ uwassne jest za rownosnacsme Z WYTH
h.-’.-"'“m*‘.'rmmsp!vmnigwéwuﬂ"
pojesia wheanobel (cocky, atrybutu). W rachanka kwasntyfikatorow wystepuje
[ ®  fomiatbn, b T iy A Tt ];][A(z) = B(#)]~A — B. Natomiast cechY

prmgsinguiaes. byt ssnym pracdmicion nie musss byé identyesne. Na proykisd

*Wiwmm -

hmtmmm“mmmmwﬂ

B umgs, ke wiekidve jago prews waine sq tyike dla talicd s hod

e

ze ,przyjecie istnienia takich przedmiotéw jak zbi 3 _h' E: m. l-l_!]i.,
jak przyjecie istnienia cial fizyezych, i jest rownie e T
istnienie % YMMMWMM 'iw'#
tegostanoﬁxlfammmrﬁmgﬁ.w,sgfm” 5
e.lament-enzn zbioru y*, przy ezym — jak poprzednio m_:-:
,_,zb1-ar“ ngmmmmuwmmmwﬁum
ma;acyc:,h ok:!'eﬂanewuunh (up. aksjomat zbioru pusiego, aksjomat nieskos-
cz_onoéc:, aksjomat wyboru), a zdania te nie daja si¢ przelofyé na zdania o indy-
rﬂMWWmMoWﬂ&hﬁwm
w ktérych wystepuja kwantyfikatory wigiace zmienne reprezemtujace zbiory.

Zaréwno stanowisko intuicjomizmu, jak i nominalizma prowadzi do zubo-
zZenia matematyki i logiki W matematyce budowanej przez intuicjomistéw

. = X 5 g

XXXIV (1935). > '-# O
qu-’- -“'wd Tae Jesmma
A Logical Poimt of Vieo. 1958 -__..“-l-;.-h-ﬁ-.
N. Goodman and 'l:"'- Quine Siey mm_g—“_,- -
dmw- r'ﬂ { "-
E. W. Beth Foundations of
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Dllli
DIOBU

D1.3.
D2.1a.

D2.2.
D2.3.
D2.4.

D2.5.

D2.6.
D3.1.

D3.2.

D3.3.

D3.4.
D4.1.

D4 2a.

D4.3a.

Ceebéd II. Rozdzial 11

— DyR)+Dy(R)
‘;}{?355 iz;:(«( r}, T>’E B e 1—1ADy(R) = XADy(R) = YA

A1 I T[] [@BzA yRu—(xSy = 2Tu))]

(X, B i (T, T> = 3 (<X, 8 izn T, 1))

Resp(d) = [] [1 [@ #y—>(aRyVyEa)]
A

zed ye

R eprzech(4) =[] 1 [ (zRyAyRz-—>aRz)

zed yed sged

Reasym(4) = [] nA[mRy—rw(wa)]

zad ye
Reporz(d) =4 = P(R)AR € sp(A)-przech(4)-asym(4)
(A, R> jest zbiorem uporzgdkowanym = R e porz(4)
A9 B = A~rBA[] [][2 <4y = B(2) S sR(Y)]

A B = 3 (49 pBY)
R

atTpEZa=._¢i_°
‘-
A-B=0>{A4+B = =C=A+BA [] [| [z Scy = (2 < ayV
x v

Vo < pyVao e ANy € B)]}
A‘-B°=O"EO=A><BAH{1nn[(a, b <cl@,y> = (b <myv
a z v

vhb = yAa < 42)]

A-B=0+>4°4B = A°+ B

5B = 205

(4% B°) jest przekrojem zbioru uporzgdkowanego C° = A # 0A
AB#O0ANA'B=0ANA+B'= Q°

x jest pierwszym elementem zbioru uporzgdkowanego A° = @€ AA
Aﬂ‘(ﬂ’ FE YT < 4Y)

@ jest ostatnmim elementem zbioru uporzgdkowanego A° = z € AN
Aﬂa (® # y—y < a2)

.Pm'ahbj {A° B°) jest skokiem = istnieje ostatni element zbioru A4°
| pierwszy element zbioru B°.

s EROkro) SeA%, Bi“ jest lukg = nie istnieje ostatni element zbioru A°
1 nie istnieje pierwszy element zbioru B°.

m"{'f uporzadkowany jest gesty = zaden jego przekr6j nie jest

Zbiér uporzadkowany jest oi — . e adl
skokiem ani lukq. v ciagly = Zaden jego przekr6j nie jes
A'CPBACB“” n(ﬂgdyam‘g'y]

Zed yed

@ = A" = zbi6r A° spelnia warunki a-c twierdzenia T5.3.

D5.2.
D5.3.
D5.4.

DG.1.

D6.2.
D7.1.

D7.2.
D7.3.

DS8.1.
D8.2.

D9.1a.
b.

D9.2.

D10.1.
D10.2.
D10.3a.

D10.4.

D10.5.
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7= A° = zbibr Ao {
; = A° = zbibr A° gpeiniy - ) :”‘“c"t:;m T5.4,
= q¥* —_ /Y = o ard i
= g% li= T s &) s

Zbiér uporzadkowany 4o ;
¥ 4° jest zbiorem
== dobrze uporzgdko
wanym ==

= bj i
- n’:{: P %:( Jest elementem Plerwszym zbiorn Bv)

aelip = %‘ (A4° jest zbiorem dobrze uporz

X+ o A(G] X+ C A+ lldkowanym Aa = 4°)

A[’(mtxawg‘a}
3,%eﬁ**[4(m<4(a:)sa;-=,’m.]
—; fr(i) = R CAJAIJI;I [@ < ay->R(z) < aR(y)
A*{B*E‘?[A*' ~B(b)]
aqug:sntLpAa;ﬁﬂnna;éﬂ-}-l

[

®— 1 «Lp
' = o-a
Jedli y eLg, to o' =0 dla a= 0, zaé dla a # 0 liczba o jest naj-
mniejszg liczbg porzgdkows réwng Iub wieksza od kazdej liczby o’,
gdzie p jest liczby porzadkows mniejszg od y.
Cigg pozaskorczony typu a jest to funkcja, ktérej lews dziedzing
jest zbiér wszystkich liczb porzadkowych mniejszych od a, gdzie
a= w.
a=At =a= A"
aeZ(m)=a=m
a jest liczbg poczatkows zbioru Z(m) = m > %, Aa jest najmniej-
szg liczbg porzgdkows zbioru Z(m). _
a jest liczbg poozgtkows = Y [a jest liczbg poczgtkows sbioru Z(m)]
m

: iosb tkowg i zbiér wseystkich liczb po-

= o Jow h‘:p:mpok?my przez relacje mniejszodei, jest

a = w‘
czgtkowych < a,

typu ¢£.

m= K, = w, jest liczby poozatkowq gbioru Z(m).
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PAgG—TY = p—>(g—>T)

p—>(g—r) =q—>(p—>r)
~pve—>(p—>q)

~~p =P

P>q= ~q—>~p

PAQ—=T = PA ~r—>~q

(P—=QA ~qg—>~p

Pp—(~p—>q)

—>(p—>q)

) s

PpP=p

(»=9)>lg=p)

(p=g)= {P““Q)A(!—rr)
(~p—p)—>p

(~P—gqh ~g)—>p
(P=@A(p—~g)—>~p
P—gAr = (p—-qQ)A (p—7r)
(p>7IA(g—>r) =pyugor
(p>r)r(g>r)n(pvg)—>r
""(?V!} = ~vPA ~q
~(prg) = ~PV ~q
~(Pp—=¢) = pA ~q
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T23.
TZ24.
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T34.
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PV ~p

(p ﬁq)ﬂ(pnrﬂth)
(pqg)"*r‘*")‘*(!‘ﬂf—*qm}
(P_hg)_*(p?f—»qu}
‘p_hq}h{r*”.*u’v'—*qvc)
(P—Pq}-'\(f—ht)ﬂ[pvf*qv')

PA(gvr) = PAQVDPAT
PVQAT = (PVE)f\(pr)
(P=@A(r—=>8)A(pvr)a ~
(p =q)—=(prr=
(p =g —(rap=rAgq)
(p =@ —=(vr=gqvr)

(p =g —=(rvp =rvg)

(p =q)—=(p—=r=gq-—r)
(p=¢qg)—(r—=p=r—>gq
(p=0-=lp=r)=(g=r)
(p=@—Mlr=p)=(r=¢]

pAg = ~(~pv~gq)

(pvg)vr =pvigvr)

(PAQAT = PA(gAT)

pPVg=4gVvp

PAGQ =4gAP

(PV@A(rve) = pArVPASVEATVEAS
PAGVTAS = (pvr).«(pw);\(gvr].\ (gve)

(QA "'—blg*ﬁp)ﬁ (l~+r)

Wedssy rachunek kwantyfikatoréw
[1A(2) AW
-; (y)—=>2 A(x)
"“"”-A;;-') = 2-:‘--'11(::)
"‘"ilﬁ (z) = []~A®)
I [’A (z}—»B(;)] - |[.'[ A(x) —-]JB(J}I
;7 [4(z)—~B(=)]—~ ]g_j'; (=) -grml
ff[i (z)n B(®)] = ’;’A(D}A{’B(J}

Stupecki | Borkowski
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T8, nA(x)v nB(z)-fn[A (z)vB(z)]
T9. Z (4 4;;;\3(:)]—»2 A (x)A Z B(z)

T10. )j[A(.-:)vB(rn =JA@)V ‘2 B(2)
T11. ;’][_p—f.A(:n)] = p++]’1 A(z)

Ti2. i'tp—-d(r)] "?—"ZA(-TJ

T13. n[A(::) —»p] = Z‘A(z:)-arp

T14. ZEA(z‘)-*p] = HM-'H—*P

T15. n[p /A ()] =pv”A(z]

116. Z[pﬁd(z)] = PA_’ZA{:H

T17. !:I(PAAM] Ep:‘\gd(z’)

T18. ZpvA(@)] =pvXAl)
T19. ﬂ H zRy = H ﬂ’ zRy

T20 ZE=Rsr ZZ zRy
Sl

T22. IJ[A(z} = B(z)]— II;I A(z) = [[ B(2)]
T23 U{A(w) = B(2)]— Ia_','A(-r) = E'B(a:}]
T24 [14(2) = ~§,‘~A(z} )

T25. zz'zl{s) = ""E ~ A (z)

I3*. ~‘QB(==) E‘%'MB(.@)

T4, ~‘§B(=) E.{(Q ~B(z)

T3~ ﬂ[d(z)*p] = B%‘A(z)*p
Tio ’é‘[phd{x}] = PA gd(z)
Tao~. n nmﬁs n ”mﬁy
= Ty
2 . jﬂrﬂv* ”‘gzili

T1.

T2a.
T3.
T3a.
T4.

T5.

T6.

T7.

T8.

T9.

T10.
TVI. § 6.

Tdentycanogs

z=2z
T = Y—=>yYy=2z
&= y)\y-_: 2oz — 2
=z, V=zo2—
T =yArA(z)>A(y)
A(Z)IN ~A(y)—2 2 g
Az) = 3 A(y)

Y=z

A () EH A(y)

~Z':A(=) = ~ZA@)yv P 2T*y

n [A(x) = B(z)]ﬂ A(z) = 2;8{:11
Z,Am—r[dm =y=14(z)]
quwHBl:Atz» = ): [My=4
ZlAtmntA(z) = B(zﬁﬁﬂi = 1B(2)

T=y= LT[A(zJ = A(y)]

Czeéé 11
Ogoélna teoris mnogoéci
rel
XC1
XCX

XCYNYCZ--XC2Z
s=y=[][(ze X =yeX)
X

X=¥Y->X=%

X=Y=X=X%

ze0

(T, y> =<2, 1) =x=2Ay=1%
(X+Y)xZ=XxZ+X¥x2Z
X-Y=0-(Xx2)(¥x2) =0 x
IC Y-f-IxZC I'xZ

X #0— x X #
{X}xxf{}r}x r—-t{XJxIJ'“”"”=°
{x,¥) ¢§¢(¢ , b) = ®(z,¥)
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s Y) | T8.5. ==
Té.1a. XCY—R(X)CE( 5 E o BT, .
b. R(X+Y)=RBX+EI) T8.6.  (X¥)Z_ Xrz
o o 4 _ 1.9.1. X ~o
e e U g 5L-J1R( AL Euh wY"\E fX«-uZ}--bZ
i=1 - I U ¥ ) Wn.o.1. xXc Y—y?.q f': ZC¥ UCF‘{I; MU)
d. nx,+,#R(1)4u‘l‘* 2 i T9.1. ‘“““*’"Em;nvm
st . T9.2b. < L =h
L6.1a. Dy(R) = Dyp(E7Y) THe :: ::: MAT<m-sm=q
b. Dy(R) = Dy(R™) Tg.f'. s nvn <= m
-1 2. Ky = ¢
a5 Rel—1->R e l—-1 . "=
L6.3b. Rel—1Axz,yeD(R)Ax #y—~R(z) # E(Y) 8 B neN->n < x,
L6.4. Rel—1—->Ryel—1 . ]‘;’ m<ﬂ—rm-!g“.f
1.6.5a. X C DiR)—>Di(Ex) = X . m -:: n—m' <t
b. X CDy(R)—Dy(Rx) = R(X) 110.1. < (2M)
1L6.6. R,8el—1->R; Sel—1 T10.2. 2u o (2,,)
L6.7a.  Dy(R) = Dy(8S)—+Di(R; 8) = D(R) T10.3. M < on
b. Dy(R) = Dy 8) —Dyp(R; 8) = Dy(8) L11.1. PCX > _
A6.1. R=8>R=28 ’ — xo—rg;x X~Y
T6.4 R=8S=R= S8 L11.2. E (Iml")_ﬁz P=n
T6.5. R, 8 e 1-1A|(Dy(R)):(Di(8))] = OA[(Dp(R))-(Dp(S))] = 0+R+8 e1-1 FGX Pcx o
16.8. X =D(R)>Rx= R T11.1. RS (o 2 . )
169 DiR+S) D/(B)+D(8) *l- Zbiér X jest nieskoriozony w sensie Dedekinda = 3
b, Dy(B+8) = Dy(R)+Dy(8) 113 X =Y=w->Tt¥=n -
T7.1a. X~X Lll4, X =wAY=n>X+¥=n (neN)
b-c 4} :§:§”§_,x ; T11.2. Jedli X jest zbiorem nieskofczonym w sensie Dedekinda i ¥ — n
L7.2.. X ~rY->Y = R(X) lub Y‘—No, to X+Y = X (neM

L7.3. R ¢ 1—1A X C DR)—X ~py R(X) T11.3. (Y=nvY= Y = 8)A X—Y jest zbiorem nieskoriczonym w sensie Dede-

A7.1. Z = Ve Xay 191 kinda -X_ Y =X (ne®)
T7.2a. X eLk ’1'12'3- Y gé; b
b. n Zl m=X - S ""'E(“{w{ =t
X melk _ T12.4a, Ko+n =8, (neN)
i uuL‘k‘;.: g b' il
C. C+n=c¢c (n e 9?)
qg%%u;-—-udaB,MBnA -B; = 0) d C+Ry=¢
AMBﬁAIMBl{\A A B .B e. C+C=C ==—
} B"A”"Bt“"dxAIHBxB 1 +B, T12.5. nzt—-ﬂoﬁﬂ('?"-?‘*z‘ ZI-—G)—-PUEa._
f‘Z‘n”ﬂ FJ>ai# a)A A jest zapasem ociggu {an| d T12.6. ::g,_ Xy He
» +X (ne RN) T12.7, Jesli n jest liczbg naturalng =2, o AT =1
f. TIE.QB,, n- Ry = R, (ﬂ € ﬂ)
2% mem S K=a g
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d. cc==¢
s ™= (neM)
" o —=c
g. Rg*C=1=¢
h. s:" = D
Al4.1. Z#OAOEZAllza]'_!: (P#Q—>P-Q=0)—
~ 3] Sdwe M)
¥ MeZ =z __ (? S )
it X n = Ny
Ti41. X #0A [[(X+# Jﬂg‘cx
Zbiory uporzgdkowane
T2.1a. AV~ A
b. A%~ B° > B~ A°
c. Ao~ BAB~ (09— A%~ (°
A2 1 A° — B® == A°~ B°
T2.2a. A% e Tp -
b. [] 3ia=4°
A9 aeTp =
C. a — AO
aeTp A4°
L2.1 [1[]12 342~ A°AB°~ B°A A, -B, — 0)
4° B a4l BY
L3.1a. A~ BAAJ~ BIANA-A,= BB, — 0—A°+A°~ B°}B°
L3.1b. A°~ B°NAT~B}->A° A}~ B°-B°
T4.1. A°C B°ABYC C°— A° C (o o _
T4.2a. Jesli A°~ B° i istnieje element pierwszy zbioru A°, to istnieje tes
element pierwszy zbioru B°. _ . ,
b.  Jeéli A°~ B° i istnieje element ostatni zbioru A°, to istnieje teZ
element ostatni zbioru B,
c. Jedli A%~ B° i zbiér A° jest gesty, to gesty jest tez zbior B
d. Jefli A%~ B° i zbi6r A° jest ciggly, to ciagly jest tez zbi6r B’
T4.3 Zbiér uporzqdkowany A° jest gesty = [] [] 3 (x <y —2 <
4 v 2
{ <4z <ay) ‘ -
N r5.1 Jedli skoficzone zbiory uporzgdkowane A° i RB° 88 rownoliezne,

zbiory te sq podobne.
Jeéli zbiory uporzgdkowane A° i Ro spelniajg warunki:
a. Zbibr uporzgdkowany X° ma element pierwszy;
b. Zbi6r uporzedkowany X° nie ma elementu ostatniego;
€. Kasdy przekroj zbioru Xo jest skokiem,

to zivery te sq podobne.

Wnbs.2,

T5.4.

Wn.5.3.

Wn.5.4.

T5.6.

Té6.1.
T6.2.

T7.1.

L7.1.

L7.3.
L7.4.
L7.5.

L7.6.

L7.7.
7.3,
L7.8.

T8.1.

Tﬁzy
esli Zbior u
@', Zbisr ypore-tdkowane 4o ;

to zbiory te ™ pOdobf Jest gesty
7 = (I, <>

Jesli zbio
a’’. Zbiﬁrryu;(ﬁ.::;f:owane A0
. wany Xv pj

y ost.atmego;

:' ;’b E:;“gp;?%owmy X jest ciagly;
2 = Ko/ g]’] |= g:y-—puzm(z <zw <zy)]},
to zbiory te sg podobne,
A ?h MR, <>
Jeéli zbiér uporzagdkowany A4° jest to zbiér ’
jego przekrojéw wladciwych np:rzadkggawtzay prz:; mﬂjg R, E
§long wzorem: (4%, BY) R¢AS, BYS = 4, G A,, jest ciagly.
Kazdy podzbiér zbioru dobrze uporzgdkowanego jest dobrze upo-
rzadkowany.
Suma i iloczyn zbioréw dobrze uporzgdkowanych 83 zbiorami dobrze
uporzgdkowanymi.
Relacja, przyporzgdkowujaea kazdemu elementowi a zbioru dobrze
uporzagdkowanego 4% odcinek A (a), ustala podobiefistwo zbioru A*
i zbioru wszystkich jego odcinkéw, uporzadkowanych przez relacje
mniejszosci.
A%~ B* L[] 3 [A(a)= B()]
adlR beB

~[A* =~ A(a)] ‘e .
Gy, Gy e ATANA () = A(8y) >0 = N +~ B
1 2 [A4 (a) =~ B(b)IA ﬂr '2"4*[41 (a)~ B(b)]>4 - B
elementem zbioru B*, spelniajgoym warunek
B oraz A(a)= B(b,), to

aedt beBt
Jeéli b, jest pierwszym e 4 be
[l ~[A(a)= B(@®)], i jesli &¢5

aed
by € B(b,). [A(a)= B(b)]
1 = sonv L, 2,

~ A(a)]

e tat= B0V 3 (B

4 X ng;[ “‘B{b)‘*z (4, +Bi(®)]
beB

A+~ AFAB*=Bin Y [AT=
— Ly beB ) : o) Mﬂi
Relacja mniejesosel poraqdkuj®
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T10.2.
T10.3.

T10.4.
T10.6.

Jefli zbior F (B < a) jest uporzadkowany przez relacje mniejzzog;;,r
F

toa=E(f<a) (a,Bclp)
' !
. . -h, uporzgdkowany przez r Log
Dowolny zbiér liczb porzagdkowych, elacj,
mniejszosci, jest zbiorem dobrze uporzzdkowanym.

a #Onazlghazﬂ—-rz Z a=p+n
felg neR
Dla kazdego zbioru A istnieje zbior dobrze uporzadkowany, ktireg,

zapasem jest zbidr A.

meLk—-Z(m)#0 ) o ‘
Dla kazdej liczby kardynalnej m > %, istnieje taka liczba porzad.

kowa £, ze m = K,.
" <c

- znak negacji 7, znak
A licznokei thiorgw 173 rowao- z. dow. u‘“ a
znak konmiunkeji 7 dowsds
: znak altenatywy 7 - Teguls megowanis alternaty.
~ znak implikacji 7 p wy 35
. znak réwnowsinobei 7 1 ﬁwﬁa
gg regula odrywania 12 prawdciwoié siasia 45, shibe
13-  bominakejs ° falrywoié sdasia 45, shide
regula opu ia | pusty 142
% cji 13 ’ = mmak alternstywy wyklisess
regula dol : Jacej 48
o wy 14 > ! mak dysjuokefi 54, mak
pdstzwisnia 54
0A reguia opuszczanis alterna- ¢ mmsk lycmnej megacii 54
tywy 14, 24, 27 —~ znak réwnoéc
i regula dolaczania P
nodei 14 - - zoak implikacji beidej 59
OE regula opuszczania rEWDoO- o funktor mofiiwoks 58
watnobei 15
zal. zalotenia 21 I kwaatySikaios ogiiny 78, 51
22
Spex. sprzecznoéé 22 on reguis opuszezania kwantyh-
= —@" InBcEy: .4 jest texy” 23 kators agbinego
#Iivﬁi".—’ l_*- ZDACEY 1 P #“
$= jest konsekwencjy wyTs- LatoTa ogdinegs
negacy regeia GPUSICIARTS
- i 27 - _.h.,——n-:qi-
negaey .
Tol. rm“* on ““.-."-
aym sakrems 55
wasnoksi 3
— '“”-lt——
* Z pominisiem symboli matemstyesnyeh ST :
Iabylei w zakresie szkoly éredaiej. -“."qp_-' jont smmame .
W skorowidsu podane sy Stromsss,
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DI*

OX+

NI

NI

L]

s B8 8

(=}
=, =, veey Ty}

katora szczegblowego 0 0gra-
1 n zakresie 88 :

ﬁyfmm kwantyfi-

katora ogélnego 91 )

regul; nego‘wan.ia mtyﬁ-

katora szezegélowego 92

znak identyczmoéci 108

regula ekstensjonalnoéei dla

identycznobci 109

wjest réiny od“ 111

kwantyfikator jednostkowy

112

operator deskrypcyjny 113

regula dolgczania operatora

deskrypeyjnego 115

wjest elementem“ 137, ,jest

elementem zbioru uporzadko-

wanego“ 2156

zbibr wazystkich liczb natu-

ralnych 137

zbiér wezystkich liczb wy-

miernych 137

zbibr wazystkich liczb rzeczy-

wistych 137

rébwnoké zakresowa zbioréw

139, réwnobé zakresowa re-

lacji 170

zawieranie sie zbior6w 139,

zawieranie sie zbior6w upo-

rzadkowanych 223

. zbibr jednostkowy o elemen-

cie z 140
zbiér zlotony z elementéw
Tis Xy wooy Ty 140
whie jest elementem" 142
z sumy zbior6w 142, znak
y lﬁl:lﬁii 171, znak sum
liezb kardynainych 179, m.i
iy lhior&" upomﬁdkow;_
nyeh 219, znak sumy typow
porzadkowych 2920
znak Hoewynu zhiorbw 142,
znak Hoczynu relacii 179,
znak floozynu liczb kardynal.
"7eh 179, rnak Hoczynn shio.

X—-¥
I!
Rl

X-¥

o —

row uporzadkowanyeh 219
znak iloczynu typow Porzad.
kowych 220
réznica zbioréw X | y 149
dopelnienie zbioru X 142
dopelnienie relacji B 179
njest czescia wlakciwg“ 144
réZnica symetryczna zbiorGw
X i ¥ 150

znak negacji réwnowaznoie;
154

znak sumy wyrazéw nieskoji-
czonego ciagzu zbioréw 158

znak iloczynu wyrazéw nie.

skonczonego ciggu zbioréw
158

znak sumy rodziny zbiorow
159

znak iloczynu rodziny zbio-
réw 159

para uporzadkowana r, y 160
doczyn kartezjariski zbioréw
X i ¥ 161

zbibér tych a, ze ®(a) 162

funkeje 163

lewa dziedzina relacji 164
prawa dziedzina relacji 164
wartoéé funkecji B dla arguo-
mentu =z 164

E-owy obraz zbioru X 164
konwers relacji B 166
relacje doskonale 167
relacja R ograniczona do
zbioru X 168

iloczyn wzgledny relacji Bi S
168

moe¢ zbioru X 176

zbiér liczb kardynalnych 176
moo zbioru liczb naturalnych
177 )
moc¢ zbioru liczb rzeczyw!”
stych 177
odwzorowania
w zbi6r X 179
potega liczb kardynalnych
179

relacja mnuiejezoéoi liozb k8™
dynalnych 184, relacjs mnié)”

zbioru ¥

21

Z ()

Pa

P(R)

1Zg

sp(4)
przech (4)
asym (4)
porz(4)

Ab

z<,4Y

Bkorm.m_, Znaks
smécit}dcinkm\ 299

bioru dot
uporzadkowa.nago 238, hf-:
muiejszoéei liczh 0
wych 244 a4

zbibr Podzbioréw ;
187 ors X

zbidr tych wartoke; argu.
mentu funkeji R, ktére nie
83 elementami odpowiadajg.
yeh im wartokei tej fankei

188
funkcja chﬂr&k’oamtyum
zbioru 4 189

pole relacji B 208
izomorfizm ustalony przez re.-
lacje B 208

relacja izomorfizmu 209
relacje spéjne w zbiorze A4
213

relacje przechodnie w zbio.
rze A 213

relacje asymetryczne w zbio-
rze 4 213

relacje porzadkujace zbiér 4
214

zbiér uporzgdkowany o za-
pasie A (analogicznie: B°,
Cr itd.) 215

»Z poprzedza y.w zbiorze 4°**
215

podobiedstwo zbioréw upo-
rzgdkowanych ustalone przez
relacje E 215

I

A (a)

fr(4+)

-1

Z(m)

Sy

funkcje rosmgee okreflone
w zbhiorze A+ 239

zbiér liczb graniczmych 246
potega liezb porzgdkowych
249

liczba kardynalns licsby pe-
rzgdkowej a 255

ebiér wazystkich licsb po-
rzgdkowych, ktérych liczba
kardynpalna jest réwna m 255
256

256

258
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Aksjomat 65—66, — ekstensjonalnobei dla
relacji 170, — ekstensjonalnoéci dla zbio-
réw 141, 273, — nieskorficzonoéci 266,
274, — podzbioréw 274, — wyboru (Zer-
meli) 202; -y Peany arytmetyki liczb na-
turalnych 278, — teorii mnogoéei 273—274

Aksjomatycsna teoria mnogoéei 272; -e ujecie

rachunku zdan 65, — — weiszego ra-
chunku kwantyfikatoréw 104

Alef zero 177

Alefy 256

Algebra Boole'a 154, — zbior6w 138

Alternatywa 7, — wykluczajgca 48

Antynomia 259, — Burali-Fortiego 260,
— Russella 259, — zbioru weazystkich
liczb porzadkowych 260, — zbioru wszyst-
kieh zbioréw 250

Argumenty funktora 8, 261

Blegdne kolo w definiowaniu 118

Cialo sbioréw 157

Ciag nieskoticzony 166, — pozaskoriczony 249,
— skoficzony 166

Csgéé wiabciwa zbiorn 148, — zbiorn 139,
— zbioru uporzadkowanego 223

Defimicje 117, — indukeyjne 121, 249, — nor-.
malne 118, — przez abstrakeje 269, — wa-
ronkowe 119, — w rachunku zdan 54, 67

Definiendum 117

Definiens 117

Deslorgpt 113

Dodawanie, p. suma

Dolna klaas przekroju 222

Dopelnienie piora 142

Drornedoel wadoteniowy nie wprost 18, — zaloge-
wiowy wprost 17, -~ zwyldy nie wprost

M, — zwykly wyprost 17

Duwoiste wzory 155

Dysjunkcjo 53

Dystrybutywne znaczenie terminu ,zbiér" 279

Deialania dwuargumentowe 172

Dziedzina relacji 164, — lewa 164, — prawa
164

Element zbioru uporzadkowanego pierwszy
222, — — — ostatni 222, — podzniejszy
214, — wezeSniejszy 214

— wniosko-

Forma logiczna zdania 59—60,
wania 59—60

Funkecja 163, — charakterystyczna zbioru 189,
— dwu zmiennych 172, — rosngeca 239,
zdaniowa B0

Funktory 8, — modalne 75, — nazwotworcze
118, 261, — prawdziwosciowe 46, — rzedu
1-go 128, — rzeddw wyizszych 128, 130,
— zdaniotwbéreze 8, 262

Gérna klasa przekrojn 222
Hipoleza continuum 257

Identycznoéé 108; -ci definicja 131

Tloczyn kartezjariski 161, — liczb kardynal-
nych 179, — typoéw porzadkowych 220,
— wyrazéw nieskoniczonego ciggu zbioréw
158, — wzgledny relacji 168160, — zbio-
rébw 142, — — uporzgdkowanych 219

Implikacja 7, — materialna 56, — odwrotna
15, — prosta 15, — éocisla 56

Indywidua 138

Interpretacja veorii 157

Intuwiojoniem 282

Izomorfiem 208

Jednorodnoéé definicji 118

K ategorie semantyczne 280 301
Klasy abstrakcji 269

Kolektywne znaczenie terminy

Konceplualizm 281

Koniunkeja 7

Koniunkcyjna postaé normalna @2

Konwers relacji 166

Kres zbioru uporzgdkowan a
— — — gbémy 225 €€0 dolny 226,

Ewantyfikator 78, __ je-ﬂnoatkowy 112
— Ogélﬂy 78, — nmmgao‘ry 78 ,
o ograniczonym zakresie 81 A )

nZbigre 279

Lewa dziedzina relacji 164
Liezba algebraiczna 202, .
' ETanicy
— kardynalna 176, — liczby n;mf:::

kowej 255, — — Pozaskoficzona 1gp
—poczatkowa 256, — poczatkowa zbion;
Z(m) 256, — porzadkowa 237, — prze-
stepna 202

Logiki wielowartosciowe 76

Luka 223

Metasystem 9

Metateza 23

Metoda aksjomaiyczna 10, 65—66, — diagra-
méw Venna 143, — przekgtniowa 100, —
zaloZeniowa 10, zerojedynkowa 45

Mnozendie, p. iloczyn

Moo sbioru 176, — — uporzgdkowanego 226

Najmniejszy zbiér o danej wiasnodei 122

Naswy 261, — jednostkowe 77, 261, — ogélne
261, — puste 261

Negacja 7, — lgczna 53

Neokonceptualiom 281

Neonominaliom 281

Niesprsecenoéé systemu 62, 69

Niezaletnosé aksjomatéw 69, — terminéw 70

Nominatiem 281

Odeinki zbioru dobrze uporzadkowanego 238
Odwzorowania zbioru X w zbiér ¥ 179
Ogéina zasada wyboru 207

Operator deskrypeyjny 113

DPﬂoto-ry 262

;:"ﬂ uporzgdkowana 160
rametry 125
‘;“'ﬂoﬁ systemu 64

wnik wyboru (Zermeli) 202

Powsses 280
Prawa De Mo
TEANA 35, — Al shioréw
15 z
.__3_'___ ““““ uogilnione g,

—_—_—— =
czonym zakresie 108, _m"".’“‘* nia

czonym zakresie 108, — rozkladanis kwan-

tyfikatoréw 02, — —__ ograniczon
zakresie 108 .

Prawa dziedzina relacji 164
Prawo dodawania implikacji 38, — — po-

przednikéw 33, — Dunsa Szkota 29,
— dylematu konstrukeyjnego prostego 34,
-—— — zlozonego 38, — eksportacji 21,
— importacji 21, — komutacji 22, — Jo-
giczne 56, — mnoZenia implikacji 38,
— — nastgpnikéw 31, — modus tollendo
tollens 28, — negowania alternatywy 34,
— — implikacji 35, — — koniunkeji 35,
— — kwantyfikatora szesegélowego 91,
— — — ogblnego 91, — nowego ocr¥n-
piks 36, — — skiadnika 37, — odwrs-
cania implikacyj 41, — podwéjnej negacji
27, — rozdsielnobci alternatywy wigledem
koninnkoji 40, — — koniunkoji wagledom
alternatywy 40, — sylogizmu hipotetyos-
pego (warankowego) 16, 21, — spraeck-
nodei 86, — i n_m
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Predykaty 77, — zalezne od pammetrﬁw 125

Produkt zbioréw 161

Protetyka 75

Preeciwdsiedsina relacji 164

Preedmioty typu i-go 267, — — zerowego 266

Przekroje  zbioru nporzadkowanego 222,
—_ wlasciwe zbioru uporzadkowanego 233

Rachunek funkeyjny 77, — kwantyfikatorow
77, — — rzedu l-go 78, — — rzed6w
wyiszych 128, 131, — — gtosowany 107,
. weiszy 18, — predykatow 71,
— gzdafi 17, — — dwuwartociowy 75,
— — intuicjonistyczny 76, — — klasy-
czny 75, — — stosowany 107, — — trdj-
wartofciowy 76, — — wielowartosciowy
T8

Realizm skrajny 280, — umiarkowany 280

Regula deficyjnego zastepowania 68, — dola-
czania alternatywy 14, — — definicji do
dowodu 122, — — implikacji do dowodu
31, — — koniunkeji 13, — — kwanty-
fikatora ogélnego 85, — — — szczegdlo-
wego 85, — — podwdjnej negacji 27,
— — réwnowaznoéei 14, — dylematu de-
strukcyjnego prostego 38, — — — zlozZo-
nego 38, — ekstensjonalnoéci dla identycz-
noéei 109, — — rachunku zdan 42—43,
— — w rachunku kwantyfikatoréw 100 —
101,— modus tollendo tollens 28—29, —ne-
gowania alternatywy 35, — — kwanty-
fikatora ogdlnego 91, — — — szczegodlo-
wego 92, — odwracania implikacji 41,
— odrywania 12, — — dla réwnowai-
noéci 31, — opuszczania alternatywy 14,
24, 27, — — ll'.oniunkcji 13, — — kwan-
tyfikatora ogélnego 85, — — — szcze-
golowego 86—87, — réwnowaznoéci
15, — — podwéjnej negacji 26, — pod-
stawiania 2za zmienne nazwowe 103,
— —— ~— — reprezentujgce  predykaty
108, — — =— — zdaniowe 285,
~— —m — wyradenias funkcyjne 122—126,
~— przemianowywanis zmiennych zwig-

zanych 108, — tworzenia dowodéw roz-
galgrionych z dolaczeniemn dodatkowych
zadotedi 38, — — zaloZeniowego dowodu
mie wprost 17—18, — — — — wprost
—17

Beguly Aolapzenia | opusecsania kwantyfika-
torbw o ograniczonym zakresie 88,

——

__ — nowych wierszy do dowodu 12,

pierwotne 12, — tworzenia dowodu 12,
__ wtérne 12, — — dolaczania mnowych
wierszy do dowodu 24, — — tworzenia
dowodu 18

Relacja asymetryczna w zbiorze 4 213, — do.
skonata 167, — jedno-jednoznaczna 167,

— mniejszosci liczb kardynalnych 184,
— mniejszoéel liczb porzadkowych 244,
— mniejszosei odcinkéw zbiorun dobrze
uporzgdkowanego 238, — nierdwnoébci
liczb kardynalnych 183, — ograniczona
do zbioru X 168, — okreslona i wykonalna
w zbiorze 172, — poprzedzania w zbiorze
uporzadkowanym 215, — porzadkujaca
zbiér A 214, — przechodnia 109,
—— — w zbiorze 4 213, — spOjna w zbio-
rze A 213, — symetryczna 109, — typu
réwnowaznosei 170, — zwrotna 109

Rodzina zbioréw 138, 273

R-owy obraz zbioru 164

Rozstrzygalnoéé systemu 106

Rozwiniceie liczby rzeczywistej niewlasciwe

194, — — — wladciwe 194

Réwnolicznoéé zbioréw 174, — — ustalona
przez relacje R 173

Réwnoéé zakresowa relacji 170, — — zbio-
réw 139

Réwnowaénoéé 7, — logiczna 57, — mate-
rialna 57, — &cisla 57, — systeméw 66

Réénica zbiorbw 142, — symetryczna 150

Skok 223

Spelnianie 106

Sprzeczne wyrazenia 18

Stale logiczne 56

Suma liczb kardynalnych 179, — relacji 171,
— rodziny zbioréw 158, — — — Up»”
rzadkowanych 226, — typow porzadko-
wych 220, — wyrazéw nieskoriczonego
ciggu zbioréw 158, — zbioréw 142,
— — uporzgadkowanyoch 219

System aksjomatyczny 65, — zalozeniowy 10

Tabelka matrycowa 46, — alternatywy 47
— — wykluczajgoej 48, — d.yajunkoil 54,
— implikacji 49, — koniunkeji 47, — ne-
gacji 46, — — lecanej 54, — réwnowal
noéci 49

Teoria kategorii semantycznyoch 260—264:
— typ6éw logicznych 284 —268

— 8

Termin pierwotny 68
Teza 20
Twierdeenie  Cantora-Bernsteinga

185—184
dan T1—72,
ntyﬁk&fGréw

— o dedukeji dla rachunkn

— — — dla rachunku kwa
105, — Zermeli 250

Typ porzadkowy odwrotny 235, .

uporzipdkowanego 217 zbioru

Typikalna wieloznacznoké 269
Uniwersalia 280

Wartoéé logiczna zdania 46

Warunek istnienia i jedynoéei 119
Wynikanie logiczne 56

Wyratenia atomowe 78, — molekularne wesz-

szego rachunku kwantyfikatoréw 78
— — rzedu l-go 128, — — rzedéw wyb:
szych 128, 131, — sensowne aksjomatycz-
nej teorili mnogoéci 272, — zdaniowe ra-

chunku zdan 8, — — we#szego rachunku
kwantyfikatoréw 78—79

Zagadnienie continuum 257
Zalotenia dowodu 18, — dodatkowe dowodu

31, — twierdzenia 16—17

Zalozenie dowodu nie wprost 18
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Zasada ind ‘s
249, ndukeji 134, 247249, __ i

Zasadnicse trychotomii 188—jg7

Zasieg kwantyfi ‘e o izomorfizmie
Zast 79

Zawieranie Big zbioréw 139
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» — mie-

pu igo 267,

— — — lgo 266, — tqm"go 207,

rzadkowany 214, — — Ogrlnio;on ¢
doln 288, — — — e

ry 225,

— — ekoficzony 226, — wartoéé funkeji
1“, "_— l'-lmkniqty ze “ledn na d“*
operacje 121

Zbiory rozigozne 143

Zdanie 1, 260, — jednostkowe 111

Zerojedynkowa metoda sprawdzania 46

Zmienna indywidualns (nazwowa) 77, — re-
prezentujaca predykaty 77, — wolna 80,
— zdaniowa 7, — zwigzana 80

Zupelnoéé systemn 64
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