Halina Matuszewska, Wojciech Matuszewski

Tt s
g e
She-" =
) a2
E \ =
2]

- ELEYILNISS & ——
lUBl TE[J )] wawiTeon
' MNOGCSCH

MN[]G,USG 4 i _ dla informatykow

dla icl_l“onmaiykﬁw

‘Halina Matuszowsk: Woiciech Maluszewski




Ksigzka jest dia uezgeych sig iotu Jogika I teoria
Zakres ksiqzki jest zgodny ze  standardami nauczania dia kierunku studiow ,infarmatyka”. Wzskrss
wohodzg. zdania, lautologie, reguly dowodzenia, funkcje zdaniowe,
zbiory, relacje (w ty funkaje. Kazdy z tych
rozdzietow zawiera’ krotkie ienie teori, przyktady i tearig, zadania do
fedz do zadan. Ostalnie cztery rozdzialy dotycza zagadnien
trudnisfszych: mocy zbioru, rypdw porzadkowych, aksjomatyki teorit mnogndm oraz teorii formainych.
Te rozdziaty zavdersjs jedynie krotkie tematami.
Czyrsmln’;:rpmynqcy poglebié swa wiedzg w lym zakresie powinien siggnad da obszemigjszych pozycji

Przyitady | zadania znajdujace si¢ w ksigzce nie wymagajg od Czytelnika zaawansowane] wiedzy
matematyczne]. Ksigtia zostata napisana z mysiq o studentach, ktérzy nie bedac studentami

ja poznad ipojecia z logiki i teorii mpogoscl, by méc zdobyla wisdze
t przy pisaniu K y Ks{aﬂmmﬂzﬂ .!:yc‘ z powodzeniem wykunyslang
w ficaach pi i1 w kiasach ji h program
wazakresie 1 ym—w tym wilasach op

Druk wykonano z plikéw dostarczonych przez autora,

Projekt okiadki: Maciek Mazurek

© Copyright by H. | W. Matuszewscy, Warszawa 2003
© Copyright by BEL Studio Sp. z 0.c., Warszawa 2003

Wydanie |, Warszawa 2003

ealizacja wydawnicza: BEL Siudio Sp. z o. o
1-355 Wai

Ri %
[ rszawa, ul, Powstaricow $1. 67 B
tel fflax (0-22) 665 92 22, e-mail: studio@bel.com.pl
www.bel.com.pl

Utwor w catosci ani we fragmentach nie moze by¢ pdw\elany ani rozpowszechniany,
za pomoca urzadzert yeh, nych, kopiuj: h | innych bez pisemnej zgody
posiadacza praw autorskich,

ISBN 83-88442-56-2

Spis tresci

Rozdzial 1 — Rachunek zdan .
Zdania — 7. Zmienne zdaniowe — 7. Spéjniki logiczne — 7.
Tabele zerojedynkowe — 8. Stosowanie nawiasow — 10.
Funkeje zdaniowe — 12. Zadania — 12,

Odpowiedzi do zadan — 14.
Rozdzial 2 — Tautologie 15

Pojgcie tautologii — 15. Prawa de Morgana — 16.
Alternatywa wykluczajaca — 17. Zadania — 18.
Odpowiedzi do zadaf — 20.

Rozdzial 3 — Reguly wnioskowania ........ccmmmnsnicies 27
Matematyka jako nauka dedukcyjna - 27. Reguty
wnioskowania - 27. Reguta odrywania (modus ponens) — 28.
Modus tollens — 29, Sylogizm hipotetyczny — 30.

Sylogizm alternatywny — 31. Dowod niewprost — 32.
Inne reguty wnioskowania - 33. Kwadrat logiczny - 33,
Zadania - 34. Odpowiedzi do zadan — 36.

Rozdzial 4 — Zbiory 38
Zbior, element zbioru - 38. Sposoby okreélania
zbiorow — 38, Réwnodé zbiorow — 39. Zbior pusty — 39,
Zbiory liczbowe — 39. Podzbiory — 41. Czed¢ wspdlna
zbiorow — 42. Suma zbioréw — 42, Réznica zbiordw — 43,
Wtasnoscei dziatan na zbiorach - 43. Dopelnienie zbioru - 45.
lloczyn kartezjariski zbiorow — 46. Zadania — 47,
Odpowiedzi do zadan - 50.

Rozdzial 5 — Funkeje zdaniowe ....
Funkcja zdaniowa - 53. Wykres funkcj ]
Jjednej zmiennej — 54. Wykres funkcji zdaniowej
dwéch zmiennych - 55, Wykres funkcji zdaniowej
n zmiennych - 56. Zadania - 57.

Odpowiedzi do zadan — 58.




Rozdzial 6 — Kwantyfikatory 59
Kwantyfikator ogélny — 59. Kwantyfikator szczegd-
towy — 59. Zmienna swobodna, zmienna zwiazana — 60.
Kwantyfikatory o ograniczonym zasiggu — 61.
Kwantyfikatory jako uogdlnienie spojnikow logicznych - 61.
Stosowanie nawiaséw — 61, Tautologie rachunku
kwantyfikatoréw — 62. Prawa zaprzeczania — 63,
Przestawianie kwantyfikatorow — 64. Zadania — 65.
Odpowiedzi do zadar — 67.

Rozdzial 7 — Relacje réwnowainoS§ci 69
Pojecie relacji — 69. Relacje zwrotne — 71. Relacje
symetryczne — 71. Relacje przechodnie - 72. Relacje
réwnowaznosei — 73. Klasy abstrakeji relacji
réwnowaznosci — 74. Zadania — 75.

Odpowiedzi do zadan — 78.

Rozdzial 8 — Relacje porzadkujace .....
Relacje antysymetryczne — 81. Relacje porzadku — 81.
Element maksymalny, element minimalny — 82.
Element najwigkszy, element najmniejszy — 83.
Schemat relacji porzadku - 84. Relacje spdjne — 85.
Relacje liniowego porzgdku — 86. Lancuchy — 86.
Relacje dobrego porzadku — 87. Lemat
Kuratowskicgo-Zorna - 88. Zadania - 88.
Odpowiedzi do zadan — 90.

Rozdzial 9 - Funkcje 93
Pojgcie funkcji — 93. Dziedzina i przeciwdziedzina
funkcji — 94, Obraz zbioru — 96. Przeciwobraz zbioru — 96.
Funkgcje réznowartosciowe — 97, Funkcje wzajemnie
jednoznaczne — 97. Funkcja odwrotna — 98, Twierdzenia
o funkcji odwrotnej — 100. Funkcja zlozona — 101,
Twierdzenia o funkcji zlozonej — 101, Obceigeie
i przedtuzenie funkcji — 102. Wykres funkeji — 103.
Zadania — 104. Odpowiedzi do zadan — 110.

Rozdzial 10 — Uogélnione dzialania na zbiorach ..........114
Indeksowana rodzina zbiorow — 114. Uogdlniony iloczyn
zbiordéw — 114. Uogodlniona suma zbiordw — 1135,

Przypadki szezegdlne — 116. Zadania — 117.
Odpowiedzi do zadai - 118

Rozdzial 11 — Moc zbioru 121
Réwnolicznosé zbiordw — 121, Wiasnodei réwnolicznosci
zbiorow — 121. Moc zbioru — 122. Zbiory przeliczalne — 125.
Zbiory nieprzeliczalne — 126. Nierownosci dla liczb
kardynalnych — 127. Hipoteza continuum - 127, Zbior
potegowy — 128. Uogdlniona hipoteza continuum — 129,
Dziatania na liczbach kardynalnych - 129.

Rozdzial 12 — Typy porzadKowe .......cceeessssmeminsnenenscsnsns 130
Podobienstwo zbiorow liniowo uporzadkowanych — 130,
Wiasnosci podobienstwa zbiorow — 130. Typy
porzadkowe — 131. Twierdzenia o typach porzadko-
wych - 131. Liczby porzadkowe — 132.

Rozdzial 13 — Aksjomaty teorii mnogosci ..
Pojecia pierwotne — 133. Aksjomaty Zermelo-
-Fraenkla — 133. Pewnik wyboru — 134.

Rozdzial 14 — Teorie formalne 136
Antynomia Russella — 136. Formalizacja jezyka teorii — 136.
Aparat logiczny teorii — 137. Dowad formalny — 137.

Teorie niesprzeczne — 137. Teorie zupeine — 137.
Teorie rozsirzygalne — 138.

Skorowidz nazw 139

w



Rozdzial 1
Rachunek zdan

Zdania. Przez zdanie rozumiemy w logice wypowiedZ oznajmujaca

itaka, kiorej w ramach danej nauki mozna przypisaé oceng
prawdziwosci lub falszu (tzn. tylko jedna z tych dwoch ocen).

Przyktad 1
Wypowiedz: .5 jest liczba catkowity” jest zdaniem prawdzi-

wym.
Wypowiedz: .5 jest liczby parzysta” jest zdaniem fatszywym,
Wypowiedz y 5 jest liczba parzysta?” nie jest zdaniem,

gdyz jesl to pytanie, a nie — wypowied? oznajmujaca.
WypowiedZ: ,,5 jest liczbg sz wy” nie jest zdaniem, gdyz
nie mozna przypisac lej wypowiedzi jednoznacznej oceny
(prawdziwosci lub fatszu)

Zdania bedziemy oznaczaé literami, np. p. g, r. Jezeli p jest zda-
niem prawdziwym, to méwimy, ze warto$¢é logiczna zdania p
Jest réwna 1, co zapisujemy:

wip)=1
Jezeli p jest zdaniem falszywym, to moéwimy, Ze wartosé logicz-
na zdania p jest réwna 0, co zapisujemy;

wip)=0
Przedmiotem naszych rozwazan bedzie wige logika dwuwarto-
Sciowa (dopuszezamy tylko dwie wartodci: 0 1),

Zmienne zdaniowe, Liter¢ oznaczajacq dowolne zdanie nazywamy

zmiennq zdaniowq. Zmienna zdaniowa moze mieé wartoéé lo-
giczny 1 lub 0 (w zaleznodei od tego, jakie zdanie oznacza). Je-
zeli wiadomo, ze zmienna zdaniowa p oznacza zdanie prawdzi-
we, to piszemy: p =1, a jezeli wiadomo, 7e zmienna zdaniowa p
oznacza zdanie falszywe, to piszemy: p=0.

Spéjniki logiczne, Za pomoca spdfnikdw logicznych ze zmiennych

zdaniowych tworzymy formuly rachunku zdan. Formuly te
7




przyjmuja wartosei logiczne 0 lub 1, wige moga by¢ uwazane za
zmienne zdaniowe. Poznamy pigé najwazniejszych spajnikéw lo-
gicznych. lch nazwy, symbole i sposoby odezytania sy podane
w ponizszej tabeli.

Nazwa Symbol | Budowa Nazwa Sposab
spéjnika_ | spéjnika | formuly formuty odezytania
nic ~ ~p negacja, LHhie p”,
zaprzeczenie | .nicprawda, ze p”
i A png koniunkcja | .pig” S
lub v P alteatywa |, lubg”

ezeliptog”,
implikuje = p=4q |implikacja .p implikuje g7,
.z p wynika g”

jest rowno- rownowaz- | . jest réwno-
wazne (=1 P g |[nosc wazne g7,
p wiedy i tylko
wiedy gdy ¢”

Spéjniki logiczne sa tez nazywane Sunktorami zdaniotwirczymi.
Poniewaz do zbudowania zdania zlozonego za pomoca negacji
wystarczy jedno zdanie skladowe, wige ten funktor nazywamy
Sunktorem jednoargumentowym. Do zbudowania zdania ztozo-
nego za pomoca koniunkeji, alternatywy. implikacji oraz réwno-
waznosci potrzebne sq dwa zdania skdadowe. Te funktory nazy-
wamy funktorami dwuargumentowymi.

Zdania sktadowe, z ktorych jest zbudowana formuta, nazywamy:
czynnikami w przypadku koniunkcji, sktadnikami w przypadku
alternatywy, popriednikiem i nastgpnikiem W przypadku impli-
kacji.

Tabele zerojedynkowe, Wartosci logiczne formu! przedstawionych
w powyzszej tabeli definiujemy za pomoca tabel zerojedynko-
wych, ktére podaja wartodci logiczne formul w zaleinogei od
wartosci logicznych zdan sktadowych.

Tabela negacji

i ~p
1 0
0 1

Z tat?eli tej odczytujemy, ze negacja zdania p jest falszywa, gdy
zdanie p jest prawdziwe oraz Ze negacja zdania p jest prawdziwa,
gdy zdanie p jest falszywe.

Tabela koniunkcji

P q R
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Z labqli.tcj odezytujemy, e koniunkcja jest prawdziwa, gdy oba
czynniki tej koniunkcji sq prawdziwe, a w pozostatych przypad-
kach koniunkcja jest falszywa.

Tabela alternatywy

P o Pva
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 Q 0

Z tahc}i tej odezytujemy, ze alternatywa jest fatszywa, gdy oba
skladniki tej alternatywy sq falszywe, a w pozostalych przypad-
kach alternatywa jest prawdziwa,

Tabela implikacfi

P q P=q
1 1 1
1 Q 0
0 1 1
0 0 1




Z tabeli tej odczytujemy, ze implikacja jest falszywa, gdy po-
przednik jest prawdziwy, a nastepnik jest falszywy. W pozosta-
tych przypadkach implikacja jest prawdziwa.

Tabela réwnowainosci

P q r<q
1 | I
1 0 0
D s 0
0 0 1

£ tabeli te] odezytujemy, ze réwnowaznosé jest prawdziwa, gdy
oba zdania skladowe majy te same wartodci logiczne. W prze-
ciwnym przypadku rownowainosé jest falszywa.

Stosowanie nawiasow. W celu zapewnienia jednoznacznosei odezytu
formuly, ktorej sktadowe sa tez formutami, wprowadza sie — po-
dobnie jak w arytmetyce — nawiasy np.

[p=(gv~ple@=p)

Stosujemy przy tym zasadg, ze symbolu negacji nie trzeba od-
dziela¢ od innych symboli nawiasem. Przyjmujemy tez, ze sym-
bol negacji wiaze si¢ ze zmienna zdaniowy mocniej niz pozostale
symbole, np. napis ~ p A g oznacza koniunkeje. w ktorej jednym
czynnikiem jest ~ p, a drugim czynnikiem jest ¢. Gdyby$my
cheieli zapisa¢ negacje koniunkeji p oraz ¢, nalezatoby uzy¢ na-
wiasow i napisaé: ~(p A q)

Przyklad 2
Wyznaczy¢ wartos¢ logiczng formuly
p=>(gv~p)

przy podstawieniu p=1, g=0,

Rozwigzanie
Poniewaz p ma wartos¢ logiczng 1, wige ~ p ma war-
tos¢ logiczna O (zob, tabela negacji). Oba skladniki alter-
natywy gv ~ p majg wartos¢ logiczna 0, wiec ta alter-
natywa ma tez wartos¢ logiczna 0 (zob. tabela alter-

natywy). W implikacji p = (g ~ p) poprzednik p ma

wartos¢ logiczng 1, a nastepnik gv ~ p ma wartosé lo-

giczng 0, wige implikacja ma warlodé logiczna 0 (zob.

tabela implikacji). Wartoscia logiczna formuty

P = (gv ~ p) przy podsiawieniu p=1,¢=0jest 0.
Uwaga.

W celu skrdcenia zapisu przedstawionego w rozwiazaniu

rozumowania, przedstawimy to rozumowanie w naste-

pujacej formie:

w{l1=> (0v ~D)]=w{l = (0v O)]=u{l=0]=0,

Przyklad 3
Wyznaczy¢ warto§é logiczng formuty
(pr~q)=(pv~q)
przy podstawieniu p=0, g=1.

Rozwiazanie
WO ~ 1) < (Ov ~1)] = w{(0 A 0) & (0w 0)] =
=0 0]=1
Przyktad 4

Wyznaczy¢ wartosé logiczng formuly
(prg)vi~r=gq)
przy podstawieniu p=0, g=1, r=1,
Rozwigzanie
WOADV(=1=D]=uw{0v (0= D]=n{0vI]=1.

Przyklad 5
Wyznaczy¢ wartosé logiczng formuty
r=2lgvireg)=(pvir=q9)]
przy podstawieniu p=0, g=1, r=1.

Rozwigzanie
Mozemy ten przyklad rozwiazaé podobnie jak poprzed-
nie przyklady. Wystarczy jednak zauwazy¢, ze dana for-
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muta jest implikacja o poprzedniku p, kitdry ma wartosé e) (2<3)=(2>3) D (2=3)A(2>3)
logiczng 0. W takim przypadku implikacja ma wartos¢ g2 2=3)v(2>3) h (2=3)=(2>3)
logiczng 1 (?ch wgglqdu qa‘warlnéc’:‘ !ugiffznq nastepnika). ) (2>3)=(2=3) i) 2=NeE>3)
Odp. Wartos¢ logiczna tej formuly jest réwna 1.
Funkeje zdaniowe. Jezeli pewne wyrazenie zawiera zmienng i wyra it
- Jeze ZawieTa Zricnne o I ACS artasé looiczna lane sta-
zenie to staje sig zdaniem (prawdziwym lub falszywym), gdy za mﬁi‘;&“?ﬁl\”‘mﬂ’g logiczna podanej formuty przy podsta
¢ zmienna podstawimy okreslona wartos¢, to takie wyrazenie F gt
nazywamy funkcig zdaniowq. a) ~pvg b) pr~q
Przyktad 6 c) ~p=>~q d) ~(p<=q)
Wyrazenie: ,,Liczba x jest wigksza niz 2.” jest funkcja zda- e)(pvg)e~q D(prg)=~p
niowa, Pnf.islawx':uj;!c np. %3 (!_t}"zyr}jujcmy zdan}g praw- 9 (p=P=p W (p=q)=q
dziwe: ,Liczba 3 jest wigksza niz 2.”, a podstawiajac np. e ey e )
x=1 otrzymujemy zdanie falszywe: ,Liczba 1 jest wigksza o D AP =4 VR
niz 2. K [pvig=plvipeg D [(pve=plalpeq)
Funkcjom zdaniowym bedzie poswigcony osobny rozdzial, m)~(pvgle(~pa~q) n)~(parg)<(~pv~q)
Zadania Zadanie 4
:. Wyznaczy¢ wartos¢ logiczna kazdej formuty z zadania 3 przy
Zadanie | podstawieniu p=0, g=1.
I Ustali¢, czy podana wypowiedz jest zdaniem. Jezeli podana
wypowiedz jest zdaniem — ocenié jaka jest wartos¢ logiczna Zadanie 5
tego zdania. Wyznaczy¢ warto$é logiczng podanej formuly przy podsta-
| a) Liczba +f3 jest mnicjsza od 2. wieniu p=1, =0, r=1.
| b) Czy liczbay/3 jest mnicjsza od 2 ? Q) (~prg)vr b) (~pvg)ar
) Sprawdz, czy liczba+/3 jest mnicjsza od 2. e)~(paqivr d) ~(pvgrar
d) Liczba /3 jest mniejsza od liczby naturalnej x. &) ~palgvr) ) ~pvigar)
¢) Liczba wﬁ jest mnicjsza od kazdej liczby naturalnej. {5) Ep=g) = }.1) s g =)
)~(p=g=r D-lp=ger
k)~pe(ger) D (pv@)=(pr~r)

g) Liczba 3 jest wigksza od pewnej liczby naturalnej. 1) [ = riv- gl [o= (A~ g)]

|
f) Liczba A3 jest mniejsza od pewnej liczby naturalnej.
n[(perv~ple(pe(rvg)]

Zadanie 2
Qceni¢ wartos¢ logiczng zdania
a) (2<3)A(2>3) b) (2<3)v(2>3)
) (2<3)=(2>3) d) (2>3)=>(2<3)




Zadanie 6
Wyznaczy¢ wartodé logiczng kazdej formuly z zadania 5 przy
podstawieniu p=0, g=1, r=1.

Zadanie 7
Wyznaczy¢ wartosé logiczng kazdej formuly z zadania 5 przy
podstawieniu p=0, g=1, r=0.

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1
Wypowiedzi a), ), g) sa zdaniami prawdziwymi (warlosé lo-
giczna 1).
Wypowiedz e) jest zdaniem fatszywym (warto$é logiczna 0).
Wypowiedzi b), ¢), d) nie sa zdaniami,
Zadanie 2
Zdania b), d), h), i), j) maja wartosé logiczng 1.
Zdania a), ¢), e), f), g) maja wartosé logiczng 0.
Zadanie 3
Formuly b), ¢), d), e), ), g), h), 1), k), m), n) maja wartos¢ lo-
giczng 1.
Formuty a), j), 1) maja wartosé logiczng 0.
Zadanie 4
Formuty a), d). f), h), i), j), m), n) maja wartos¢ logiczng 1.
Formuty b), ¢). ¢), g). k), 1) maja wartosé¢ logiczng 0.
Zadanie 5
Formuty a), ¢), g), h), i), j), k). m), n) majy warto$é logiczng
1

Formuly b), d), ). 1), 1) maja wartod¢ logiczng 0.

Zadanie 6
Formuty a), b), ¢}, ), ), g), h), i}, j), k), m) maja wartosé lo-
giczng 1.
Formuty d), 1), n) majg wartosé logiczng 0.

Zadanie 7
Formuly a), ¢), e), f), i}, m) maja wartos¢ logiczna 1.
Formuty b), d), g), h), j). k). 1). n) maja wartoé¢ logiczny 0.

Rozdzial 2
Tautologie

Pojecie tautologii. Tautologia jest to formuta rachunku zdan, ktéra

przyjmuje warto$¢ logiczng 1 przy dowolnym podstawieniu
wartodci logicznych za zmienne zdaniowe wysigpujace w tej
formule.
Aby udowodni¢, ze dana formuta jest tautologia wystarczy pod-
da¢ ja sprawdgianowi zerojedynkowemu, tzn. sprawdzié czy jej
wartod¢ logiczna jest rowna 1 dla wszystkich mozliwych wartogci
logicznych zmiennych zdaniowych wystepujacych w danej for-
mule.

Przyktad 1
Wykazad, ze formula
(P=g)=(~pvg)

jest tautologig.

Rozwigzanie
Zbudujemy tabelg, w kidrej dwoch pierwszych kolum-
nach zestawimy wszystkie wariacje wartosci logicznych
zmiennych p i ¢, zas w nastgpnych kolumnach ocenimy
wartosci formul, bedacych czlonami badanej formuly
(litera F w tabeli oznacza cala badang formulg):

P o P=4q gt RN F
1 1 1 0 1 1
| 0 0 0 0 1
0 1 1 | 1 1
0 0 1 1 1 ]

Poniewaz w ostatniej kolumnie (odpowiadajacej badanej
formule) wszystkie wartosci sa réwne 1, wige dana for-
muta jest tautologia.



Przykiad 2
Wykazag, ze formuta
[pvigvr]e(pyg)vr]
jest tautologia.

Rozwigzanie
Zbudujemy tabele. w ktorej trzech pierwszych kolum-
nach zestawimy wszystkie wariacje warlosci logiczn
zmiennych p, g i r, za§ w nastepnych kolumnach oceni-
my wartosel formul, bedacych czbonami badanej formuty
(litera # w tabeli oznacza caly badang formutg):

|

P q r| gvr pvlgvr) pPvyg (Pvg)vr F
T 1 1 1 1 1
T 1 1 1 T
A 1 1 1 1 ]
o o] o 1 1 1 i)
] 1 1 1 1 1
T 1 1 1 1 1

L T ] 1 0 1 1

0 “—' 0% | 0 0 0 I

Poniewaz w oslatniej kolumnie (odpowiadajacej badanej
formule) wszystkie wartosci sq réwne 1, wiee dana for
muta jest tautologig.
Uwaga. Formulg z przyktadu 2 nazywamy prawem lqcznosci al-
fernatywy.

Prawa de Morgana

Przyklad 3
Wykazaé, ze formuta
~(pAg)e ~pv~gq
jest tautologia,

Rozwigzanie
Budujemy tabelg:

p |lg |prg |~(paq) |~p |~q |~pv~gq F
1 1 1 0 0 0 [{] iigx 5o
1|0 0 1 0 1 ]
B 1 0 1 1 (1] 1 |
0|0 0 1 1 1 1 1

Stwierdzamy, ze dana formuta jest tautologia.
Uwaga. Formule z przykladu 3 mozemy odczytaé nastgpujaco:
wlaprzeczenie koniunkcji jest rownowaine alfernatywie za-
prizecgen™. Jest to pierwsze prawo de Morgana.

Przyklad 4
Wykaz:

7e formuta
~(pVg)e ~pAa~q
jest tautologia.
Rozwigzanie
Tabela:

P g pvg [~(pvyg) meip q ~pr~q | F
7 1 0 0 0 0 1
| AR 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1
o T 1 T il

Stwierdzamy, Zze dana formula jest tautologia.
Uwaga. Formulg z przykfadu 4 moZzemy odczyta¢ nastgpujaco:
wlaprzeczenie alternatywy jest rownowaine koniunkcji za-
prieczen’”, Jest to drugie prawe de Morgana.

tywa wykluczajaca. WprowadZzmy nowy spojnik logiczny
o nazwie albe, oznaczony symbolem v . Formulte pwvg nazy-
wamy alternatywq wykluczajgeq i odezytujemy: ,p albo ¢”.



Warlosei logiczne alternatywy wykluczajace okreslamy za po-
mocg tabeli:

JHL 5 1
T
Z tabeli t¢j odezytujemy, Ze alternatywa wykluczajaca jest
prawdziwa, gdy dokiadnie jeden jej sktadnik jest pral-\?;dw'w\,-.
W pozostatych przypadkach alternatywa W)-'kluc;:l;qcu 3
fatszywa. ; )

Przyklad 5
Wykazac, ze formuta
(Prg) =[pa~g)v(~paq)]
jest tautologia,
Rozwigzanie
Tabela:

Dana formula jest tautologia,

Zadania

Zadanie 1
Wykazad, ze dana formuta jest tautologiy

a) pv~p prawo  wytaczonego $rodka (tertium
non datur)
b) ~(pa~ p) prawo niesprzecznosci

c)(papep idempotentnodé koniunkceji
d)y (pv p)ep
) ~(~pl=p
0 p=p

idempolentnosé alternatywy
prawo podwdjnego przeczenia

g} (p=~ p)=>~p pierwsze prawo Claviusa
h)y (~p=p)=p drugie prawo Claviusa

Zadanie 2
Wykaza¢, ze dana formula jest tautologia
a) (pagy=(gap) przemiennos¢ koniunkceji
b) (pvg)e=(gv p)
cy(parg)=p
d) p=(pvyg)
e) (p=>g)=(gv~p)
N (p=q)<(~q=~p) kontrapozycja
gllp=qg)=pl=p
h) ~p=(p=q)
Yo p=>lg=p)
Dpepeiip=9alg=p)]
k) [(pvgn~pl=q
D(p=qn~gl=~p
m) [p=(ga~q)]=~p

przemiennosé alternatywy

prawo Pierce’a
prawo Dunsa-Scotusa
prawo symplifikacji

Zadanie 3
Wykazac, ze dana formuta jest tautologia
a) [palgar)]epag)ar]
tacznos¢ koniunkeji
b) [palgvir)leipag)vipar)]
rozdzielnos¢ koniunkeji wzgledem alternatywy
¢)[pviganlei(pva)alpvr)]
rozdzielnosé alternatywy wzgledem koniunkeji
d[(p=2g)alg=1)]=(p=r) przechodniosé implika-
cpn



e) [p=(g=r)]=[(pag)=r] importacja
D Uprq)=rl=[p=(9=r)] eksportacja
g llp=rnrlg=nl=[pveg)=r]
prawo taczenia poprzednikow w alternatywe
b [(p=g)r(p=n]=[p=(gr)]
prawo fgczenia nastepnikow w koniunkeje
Dilprg)y=rlelip=r)vig=n]
D pvg)y=rl=[(p=r)rlg=1)]
K [p=grn=lp=gn(p=r)]

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1

a) b)
P =) F.._ 2l el PA P _;4
1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1

c) d)
P [ pPrP | F P [ T
1 1 1 1 I 1
0 0 1 0 0 1

e) fy
P =pl P a=m F [z F
1 0 1 1 L 1 1
0 1 0 1 00| |

g h)
? [~pp=~pP] F P ~p | ~p=p | F
1 0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 | 0 1

20

Zadanie 2

a)

P q Ay qn F

1 1 1 1 1

1 0 0 0 1

0 1 0 0 1

0 0 0 0 1

b)

P q pvq qv F

1 1 1 1 |

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 0 0 1

c) d)

P q pAyg F P q evqg F
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 | 1
0 1 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
e)

P q pP=9q Ay qv~p Vo4

| 1 1 0 1 1

1 0 0 0 4] 1

0 1 il 1 1 1

0 0 1 1 1 1

f)

2 i PrP=49 Sl =P e e FiH

1 1 1 0 0 1 1

1 0 Q 1 0 0 1

0 1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1
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b=e¢

bh=r

Pixy

F

i)

c=2r

pPvq

p=c

qgAar

anb

anh

p=a

g

p=r

g=r

p=r

P=4q

»

r

e)

q

) Skorzystaj z poprzedniej tabeli.

)

h)

P

F

exvd | F

cnd

PAT

pvr

prg

pvg

para

pva

qvr

qgnr

r

b)

c)

c=d

p=r

anrh

q=r

P=4q

)]
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Rozdzial 3
Reguly wnioskowania

i)
| a b c
| P q . g = F =7 . s
I T 1 '; i 1 4 ? L L 7 el 1 b \IM ’: Matematyka jako nauka dedukeyjna. Nowe pojecia wprowadzamy
i ; 5 i 0 a 7 — do matematyki za pomoca ich definicji. czyli okresleri. W defini-
: i I 3 3 5 : (l) 1' cjach wyjasniamy tres¢ nowego pojecia za pomocg pojec uprzed-
nio wprowadzonych oraz podajemy nazwg nowego pojecia.
1 0 0 0 1 0 1 i 1 P y podajemy € E0 poj&!
0 1 1 0 1 1 1 1 1 Przyktad 1
_ 0 1 0 0 1 1 0 1 1 wKwadratem nazywamy prostokat, kirego wszystkie boki sa
| L I 1 0 1 1 1 1 1 jednakowej dlugosei.” — to zdanie jest definicja kwadratu.
[ [T ) 0 1 1 1 I 1 W tej definicji uzyto pojeé: prostokat, bok, dtugosé boku. Te

. pojgcia powinny byé wprowadzone przed podaniem definicji
i 1) Skorzystaj z tabeli g). kwadratu.

| k) Skorzystaj z tabeli h).

| Najprostsze pojecia (np. punkt, plaszezyzna, zbidr) sq uzywane
bez podawania ich definicji. Sq to pojecia pierwotne.

Wiasnodei zdefiniowanych pojec oraz zwiazki migdzy nimi for-
mulujemy w twierdzeniach. Twierdzenia matematyczne udo-
wadniamy postugujac si¢ wezesniej udowodnionymi twierdze-
niami oraz aksjomatami czyli pewnikami. Aksjomaty sa to zda-
I nia, ktére uwazamy za prawdziwe bez dowodzenia ich prawdzi-
Il wosci.

| Przy dowodzeniu twierdzen postugujemy si¢ regulami wniosko-
wania.

| Reguly wnioskowania. Przystepujac do dowodu twierdzenia 7 (a wha-
Sciwie zdania, ktore bedziemy mogli nazwaé twierdzeniem, gdy
‘ zakoficzymy dowdd) dysponujemy pewnym zbiorem zdan
Py, Ps,..., P, uznanych za prawdziwe (mogg to by¢ aksjomaty lub
|I wezesniej udowodnione twierdzenia). Z prawdziwosci zdan
| P, P;...., P, chcemy wywnioskowaé prawdziwoéé zdania 7.
I Zdania B, P...., Pynazywamy prrestankami, za$ zdanie T na-
| ' zywamy konkluzjg lub witioskiem.
Dowody twierdzen polegajg wiec na tym, by z faktu, Ze przestan-
ki sy prawdziwe, tzn.
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wP)=w(Py)=...=w(P,)=1
wywnioskowaé prawdziwos¢ konkluzji:
w(T)=1.
Jezeli przyjmiemy, ze P, Py....,F,,T moga by¢ zmiennymi zda-
niowymi lub formutami rachunku zdan, to mozemy zbudowaé
schematy zwane regulami wnioskowania albo regulami dowo-
dzenia.
Reguty wnioskowania zapisujemy w postaci:
APy By
T
PowyZszy zapis rozumiemy nastgpujaco: .Jezeli prawdziwe sq
przestanki P, P ..., P,, to moina wnioskowaé, Zze konkluzja T
takze jest prawdziwa.”.

Regula odrywania (modus ponens)

28

Przyktad 2
Sprawdzic, ze schemat
PP=0
o

Jjest reguta wnioskowania.

Rozwigzanie
Zaktadamy, ze w(P)=w(P=(Q)=1.
W tabeli implikacji (zob. rozdziat ,, Tautologie™) taka sy-
tuacja wystgpuje tylko w pierwszym z czterech wierszy
tej tabeli. W tym wierszu odczytujemy, ze w(Q) =1.

Uwaga. Reguta z przykladu 2 jest to tzw. reguta odrywania czyli
modus ponens. Zastosowanie tej reguly przedstawimy w przy-
kfadzie 3.

Przyklad 3
Zatozmy, ze prawdziwe sa zdania:
»Student otrzymal w teseie ponad 20 pkt.”
oraz
.Jezeli student otrzymat w tescie ponad 20 pkt., to student
zaliczyl przedmiot.”

Te dwa zdania to przestanki. Wyciagajac z tych przestanek
wniosek: ,,Student zaliczyl przedmiot.” zastosowalismy re-
gute odrywania.
Rzeczywidcie: przyjmujac

P — Student otrzymat w tescie ponad 20 pkt.”,

Q@ — ,Student zaliczyt przedmiot.”
zakladalismy, ze w(P)=w(P=0)=1 i stad wywniosko-
walismy, ze w(Q)=1.

Modus tollens

Przyktad 4
Sprawdzi¢, ze schemat
P=0.~-0
~P

Jjest regula wnioskowania.
Rozwigzanie
Zakladamy, ze w(P = Q)=w(~0)=1.
Z tego, ze w(~0)=1 wynika, ze w(Q)=0.
W tabeli implikacji jedynym wierszem, w ktorym
wQ)=0 i w(P=Q)=1 jest wiersz czwarty, z ktorego
odezytujemy, ze  w(P)=0, zatem (zob. tabela negacji)
w(~P)=1.
Uwaga. Reguta z przykladu 4 jest to tzw. modus follens. Za-
stosowanie tej reguly przedstawimy w przykfadzie 5.

Przyklad 5
Zatozmy, ze prawdziwe sa zdania:
Jezeli student otrzymal w tescie ponad 20 pkt., to student
zaliczyt preedmiot.”
oraz
..Student nie zaliczyt przedmiotu.”
Te dwa zdania to przestanki. Wyciagajac z tych przestanek
wniosek: ,,Student nie otrzymal w tescie ponad 20 pkt.” za-
stosowalismy regule modus tollens.
Rzeczywidcie: przyjmujac
P -, Student otrzymat w testie ponad 20 pkt.”,



O — ,Student zaliczyl przedmiot.”
zakladalidmy, z¢ W(P = Q)=w(~ @) =1 i stad wywniosko-
walismy, ze w(~ P)=1.

Sylogizm hipotetyczny

Przyklad 6
Sprawdzi¢, ze schemat
BES 00 =R
P=R

jest reguly wnioskowania,

Rozwigzanie
Zakladamy, ze W(P=> Q)=w(Q@= R)=1.
Zalozenic w(P => () =1 oznacza, ze zachodzi jeden

z trzech przypadkow:
| Przypadek I: w(P)=1 i w(Q)=1. Aby w(Q = R) =1,
‘ musi by¢ w(R)=1. Wiedy w(P= R)=1.

Przypadek 1l: w(P)=0 i w(Q)=1. Poniewaz w(P) =0,

wige dla dowolnego R jest w(P => R)=1.
| Przypadek IIl: w(P)=0 i w(Q)=0 - jak w przypadku
I T,
Zatem we wszystkich mozliwych przypadkach
wWP= R)=1.

Uwaga. Reguta z przykladu 6 jest to tzw. sylagizm hipote-
| fyezny. Zastosowanie tej reguly przedstawimy w przykladzie
| e

| Przykfad 7

Zatozmy, ze prawdziwe sg zGania;

HJezeli student otrzymat w tescie ponad 20 pkt., to student
| zaliczyt przedmiot.”

oraz

I WJezeli student zaliczyl przedmiot, to jest dopuszczony do
egzaminu.”

Te dwa zdania to przestanki. “’)’Ciztg"ﬁ'w; 7 tych przestanek
wniosek: , Jezeli student otrzymat w tescie po.-q 3¢ pkt., to

student jest dopuszczony do egzaminu.” zastosowalidmy sy-
logizm hipotetyczny.
Rzeczywidcie: przyjmujac

P — Student otrzymal w tescie ponad 20 pkt.”,

@ — ,.Student zaliczyl przedmiot.”

R — ,Student jest dopuszczony do egzaminu,”
zaktadalismy, ze w(P = Q)=w(Q = R)=1 i stad wywnio-
skowalismy, ze w(P=R)=1.

Sylogizm alternatywny

Przyktad 8
Sprawdzi¢, ze schemat
PvQ,~P
Q

Jest reguta wnioskowania.
Rozwigzanie
Zaktadamy, ze w(Pv Q)=w(~ P)=1.
Zalozenie w(~ P)=1 oznacza, ze w(P)=0.
Skoro w(P)=01i w(Pv)=1, to musi by¢ w(@)=1.

Uwaga, Reguta z przykladu 8 jest to tzw. splogizin alterna-
fywny. Zastosowanie tej reguly przedstawimy w przyktadzie
0,

Przyktad 9
Zatozmy, ze prawdziwe sa zdania:
»Student otrzymat z egzaminu oceng 4 lub oceng 5.”
oraz
Nieprawda, ze student otrzymat z egzaminu oceng 47
Te dwa zdania to przestanki. Wyciggajac z tych przestanek
wniosek: ,Student otrzymal z egzaminu oceng 5.” zastoso-
walidmy sylogizm alternatywny.
Rzeczywiscie: przyjmujyc
P - Student otrzymal z egzaminu oceng 4.,
@ — ,,Student otrzymat z egzaminu oceng 5.”,
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zakladalismy, ze w(Pv Q)=w(~P)=1 i stad wywniosko-
walismy, ze w(Q)=1.

Dowéd niewprost
Przyktad 10
Sprawdzi¢, e schemat
(PA~O)=>(RA~R)
R0
jest reguta wnioskowania,
Rozwigzanie
Zaktadamy, ze w({(Pr~0)= (Ra~R))=1.
Poniewaz dla kazdego R mamy: w(RA~ R)=0, wigc —
aby implikacja (PA~ Q)= (RA~ R) miala wartos¢ lo-
giczng 1 — musi by¢: w((Pr~Q)=0. Taka sytuacja ma
migjsce w dokfadnie trzech przypadkach:
Przypadek I: w(P)=1 i w(Q)=1
Przypadek II: w(P)=0 i w(Q)=1
Przypadek III: w(P)=0i w(Q)=0
W kazdym z powyzszych przypadkow w(P = Q) =1,
(Sprawdz!).

Uwaga. Reguta z przykiadu 10 jest to tzw. dewdd niewprost.
Nickiedy przez dowod niewprost rozumie sig regule:

(PA~(Q)=>~P
=0
Przyktad 11
Sprawdzic, Ze schemat
(PA~O)=>~P
B2

jest reguta wnioskowania,
Rozwigzanie
Zaktadamy, ze w((PA~ Q)= ~ P)=1.
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Taka sytuacja ma miejsce w dokladnie trzech przypad-
kach:

Przypadek I: w(P)=1 i w(Q)=1

Przypadek II: w{P)=0 i w(Q)=1

Przypadek I w(P)=0 i w(Q)=0

(Sprawdz samodzielnie!) W kazdym z powyzszych przy-
padkéw w(P = Q) =1. (Sprawdz!)

Inne reguly wnioskowania. Na koniec podamy kilka innych regut
wnioskowania:
P~ P=(0
o
P=0,P=~0
=P

P=0,R=>S
(PAR)=(QAS)

P= 0, R=8
(PvRY=(0OvS)

dylemat konstrukcyjny

dylemat destrukeyjny

prawe kompozycji dla koniunkcji

prawo kompozycji dla alternatywy

Kwadrat logiczny. Kolejna serig regut wnioskowania tatwo zapamig-
ta¢ korzystajac z nastgpujacego schematu zwanego kwadratem

logicznym:
Implikacja prosta Implikacja odwrotna
F= =S
~P=~0 ~0=~P
Implikacja prrecivna Implikacja przeciwstawna
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‘ Reguta kwadratu logicznego brzmi: Aby udowodni¢ dowolng
| z powyzszych implikacji, wystarczy udowodni¢ dowolne dwie
z pozostatych implikacji, potozone przy sasiadujacych ze sobg
wierzcholkach kwadratu logicznego, np.:
PO ~P=~0 P20.0=F 0O0=P-0Q=-P itd
0=P e T P=Q )

Zadania

Zadanie 1
Stosujac regule odrywania (modus ponens) wyciagnij wnio-
sek z podanych przestanek
a) ,Jest yemna temperatura.”, ,Jezeli jest ujemma tempe-

ratura, to woda zamarzta,”

b) Wygratem gléwng nagrode w toto-lotku.”, Jezeli wy-
gralem gléwna nagrode w toto-lotku, to jestem bogaty.”

c) ,Pada deszcz.”, ,Jezeli pada deszez, to na jezdni stoi wo-
da.”

d) ..Ostatnig cyfra dangj liczby jest 0.7, ,Jezeli oslatnia cy-
fra danej liczby jest 0, to ta liczba dzieli sig przez 10.”

Zadanie 2
Stosujae regule modus tollens wyciagnij wniosek z podanych
I przestanek
a) Jezeli jest ujemna temperatura, to woda zamarzla.”,
»Waoda nie zamarzta.”
b) ..Jezeli wygratem glowng nagrode w toto-lotku, to jestem
bogaty.”, , Nie jestem bogaty.”
¢) .Jezeli pada deszez, to na jezdni stoi woda.”, ,Na jezdni
Il nie stoi woda.”
d) Jezeli ostatnia cyfra danej liczby jest 0, to ta liczba
| dzieli si¢ przez 10.”, ,Dana liczba nie dzieli si¢ przez
10.”

Zadanie 3
i Stosujge sylogizm hipotetyczny wyciagnij wniosek z poda-
nych przestanek
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a) ,Jezeli jest ujemna temperatura, to woda w stawie zamar-
za.”, Jezeli woda w stawie zamarza, to rybom brakuje
tlenu.”

b) Jezeli wygram gléwna nagrode w toto-lotku, to bede
bogaty.”, . Jezeli bede bogaty, to kupi¢ mercedesa.”

c) Jezeli pada deszcz, to na jezdni stoi woda.”, ,Jezeli na
jezdni stoi woda, to mozna wpasé w poslizg.”

d) ,JeZeli ostatnia cyfra danej liczby jest 0, to ta liczba
dzieli sig przez 10.”, ,Jezeli dana liczba dzieli si¢ przez
10, to jest liczba parzysta.”

Zadanie 4

Stosujac sylogizm alternatywny wyciagnij wniosek z poda-

nych przeslanck

a) ,,Pada deszcz lub pada $nieg.”, , Nie pada deszcz.”

b) ,Wygram w toto-lotka lub musz¢ i$¢ do pracy.”, ,Nie
wygralem w toto-lotka.”

¢) ,,Na wakacje pojade do Honolulu albo do Pcimia.”, ,Nie
pojade na wakacje do Honolulu,”

d) ,Natablicy jest napisana cyfra 0 lub litera 0.”, ,,Na tabli-
cy nie jest napisana litera O.”

Zadanie 5

Ktorg z regut wnioskowania zastosowano wyciggajac wnio-

sek z podanych przeslanek?

a) Przestanki: . Jezeli pada $nieg, to lepimy bahwana.”, Je-
zeli lepimy balwana, to z szafy znika jeden kapelusz.”
Whiosek: ,Jezeli pada snieg, to z szafy znika jeden ka-
pelusz.”

Przestanki: ,Jezeli liczba x jest nicparzysta, to liczba

x+1 jest parzysta.”, .Liczba x+1 jest nieparzysta.”

Whiosek: ,,Liczba x jest parzysta.”

¢) Przestanki: ,Bede logikiem lub informatykiem.”, ,Nie
bedg logikiem.” Wniosek: , Bede informatykiem,”

d) Przestanki: ,Jezeli czworokat jest kwadratem, to ten
czworokat jest rombem.”, ,Jezeli czworokat jest rom-
bem, to ten czworokat jest réwnolegtobokiem.” Wniosek:

b
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willil|

WJezeli czworokat jest kwadratem, to ten czworokat jest
rownoleglobokiem.”

e) Przestanki; ,Pada $nieg.”, ,Jezeli pada énieg, to lepimy
batwana.”. Wniosek: ,,Lepimy batwana.”

f) Przestanki: ,Jezeli pracowalem systematycznie, to zdam
egzamin.”,  Nie zdalem egzaminu.” Wniosek: ,Nie pra-
cowalem systematycznie.”

g) Przestanki: ,Zdam egzamin z logiki lub bede mial nie-

cickawe wakacje.”, \Nie zdalem egzaminu 7 logiki.”

Whiosek: ,,Bede mial nieciekawe wakacje.”

Przestanki: ,Liczba x jest nieparzysta.”, ,Jezeli liczba x

jest nieparzysta, to liczba x+1 jest parzysta.” Wniosek:

wLiczba x +1 jest parzysta,”

h

Zadanic 6
Wypisaé wszystkie reguly wnioskowania wynikajace z kwa-
dratu logicznego.

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1
a) ,,.Woda zamarzla.”
b) ,Jestem bogaty.”
¢) ,,Na jezdni stoi woda.”
d) ,Dana liczba dzieli si¢ przez 10.”
Zadanie 2
a) ,Nie ma ujemnej temperatury.”
b) ..Nie wygralem gléwnej nagrody w toto-lotku.”
¢) .,Nie pada deszcz.”
d) ,,Ostatnig cyfra danej liczby nie jest 0.”
Zadanie 3
a) Jezeli jest ujemna temperatura, to rybom brakuje tlenu.”
b) ,Jezeli wygram gtéwna nagrode w toto-lotku, to kupig
mercedesa.”
¢} Jezeli pada deszcez, to mozna wpasé w poslizg.”
d) ,Jezeli ostatnia cyfra danej liczby jest 0, to ta liczba jest
liczba parzysta.”
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Zadanie 4
a) ,Pada snieg.”
b} |, Muszg id¢ do pracy.”
¢) ,,Na wakacje pojade do Pcimia.”
d) ,,Na tablicy jest napisana liczba 0.”
Zadanie 5
a), d) — sylogizm hipotetyczny,
b), ) — modus tollens,
¢), g) - sylogizm alternatywny,
¢), h) — modus ponens
Zadanie 6
Oprocz trzech regul wypisanych pod schematem kwadratu
logicznego (w tekscie rozdziatu) sq to:
P=(), ~ P~ AP~ ~Q=~P

~Q0=~P P =50
~P=~0,~0=~P g=P~0=~FP
=P ~P=~0
P00 0P
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Rozdzial 4
Zbiory

Zbibr, clement zbioru. Zhior Jest w matematyce pojeciem pierwot-
nym. Przypomnijmy, ze oznacza to, iz bedziemy uzywaé tego
pojecia bez podawania jego definicji, Obiekty, ktére nalezy do
pewnego zbioru nazywamy elementami tego zbioru. Pojecic
elementu zbioru tez jest pojeciem pierwotnym. Zbiory bedziemy
omacza¢ wielkimi literami, a elementy zbioru bedziemy ozna-
cza¢ matymi literami.

Zdanie orzekajace: , Element a naleiy do zhioru A zapisujemy:
aed
Zdanie to mozemy tez odczylad: 4 jest elementem zhioru A”.
Zaprzeczenie tego zdania, tzn, zdanie ,clement @ nie nalezy do
zbioru 4™ lub inaczej ,a nie jest elementem zbioru 4™ zapisuje-
my:
ag A
Dziat matematyki badajacy zbiory nazywamy feorig mnogosei.
Podstawy teorii mnogosci stworzyl niemiecki matematyk Georg
Cantor w latach 1871-1883.

Sposoby okreslania zbioréw. Zbior mozemy okreslic wymieniajac
wszystkie jego elementy. Elementy te wypisujemy w nawiasach
klamrowych { }, oddzielajac je przecinkami.

Przyklad 1
Zbiér, ktérego elementami sa litery: a, b, ¢, d zapiszemy:
fa,b,c.d}
Jezeli ten zbiér oznaczymy litera A. to napiszemy:
A=A{a,b,c,d}

Innym sposobem okreglania zbioru Jest podanie warunku, jaki
spelniaja elementy tego zbioru (i tylko one) np. .4 jest zbiorem
panstw majacych dostep do Morza Battyckiego”. O kazdym
przedmiocie mozemy orzec, czy nalezy do zbioru A4, np.: Polska
nalezy do zbioru A4, bo ma dostep do Morza Battyckiego, Czechy
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nie nalezg do zbioru A, bo nie maja dostepu do Morza Baltyckie-
go, Warszawa nie jest elementem zbioru A4, bo nie jest panstwem.,

R6wnos¢ zbiordw. Dwa zbiory sa réwne, gdy majq te same elementy.
Powyzszy umowe nazywamy zasady ekstensjonalnosci.
Przyklad 2
a) Zbiory {a.b,c,d}oraz {c,b,d, a} sq rowne, bo maja te
same elementy. Mozemy napisac:
{a,b,c.d}=1{c,b,d,a}.
Zbiory {a,b}oraz [a,a,b,b,b} sa rowne, bo maja te same

b

=

elementy. Mozemy napisa¢: {a,b} = {a,a.b,b,b} .

Zhbior pusty. Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element nazywamy
zbiorem pustym. 7. zasady ekstensjonalnodei wynika, ze istnieje
tylko jeden taki zbidr. Oznaczamy go symbolem @.

Zbiory liczbowe. Zbiory, ktorych elementami sq liczby nazywamy
zbiorami liczbowymi. Niektore z tych zbioréw oznaczamy
w specjalny sposéb.

Zbior liczh naturalnych {1,2,3,4,...) oznaczamy litera N. Kropki
... odezytujemy ,itd.”. W niektorych podrecznikach do liczb natu-
ralnych jest tez zaliczane zero. W tym podreezniku przyjeto
umowe, ze zero nie jest liczby naturalng.

Zbior liczh calkowitych oznaczamy litera Z. Elementami zbioru
liczb catkowitych sg wszystkie liczby naturalne, wszystkie liczby
przeciwne do liczb naturalnych (tzn. —1,—2,-3....) oraz liczba
ZETo. ?

Zbior liczh wymiernych oznaczamy litera Q. Elementami zbion_'u
liczb wymiernych sy wszystkie liczby, ktére mozna przedstawié

W postaci E, gdzie m jest liczbg catkowita, zas n jest liczba na-
n
turalng. Przykfady:
%& 0 (m=3,n=4),

7
0.7 O poniewaz 0,7 _E (m=17, n=10),
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—5€e ( poniewaz sz_TS (m==5n=1),
| 0 e @ poniewaz (]t% (m=0,n=1),

1 3
'\/EEQ poniewaz J_*T (m=3,n=1).
Zbidr liczh niewymiernych jest to zbidr, ktorego elementami sg
wszystkie liczby nie dajace sig przedstawi¢ w postaci E, gdzie
n

m jest liczbg catkowita, za$ » jest liczbg naturalna.
Poniewaz warunck fen jest negacja warunku wystepujacego
w okresleniu liczby wymiernej, wigc nie ma potrzeby wprowa-
dzania symbolu literowego dla zbioru liczb niewymiernych. Je-
zeli cheemy napisaé, Ze x jest liczba niewymierna, to piszemy:
( x ¢ 0. Przyktady:
| V2e0 ¥se0,nep.
Zbior liczh rzeczywistych oznaczamy litera R. Elementami zbioru
‘ liczb rzeczywistych sa wszystkie liczby wymieme oraz wszystkie
liczby niewymierne.
|
|

Dla dalszych okredlen przyjmijmy #e @ oraz b oznaczaja liczby
rzeczywiste takie, ze a<b.

liczb rzeczywistych, ktore sg jednoczesnie wigksze od @ 1 mniej-
sze od b, Powyzsze okreslenie zapisujemy nastgpujaco:
(b)={xeR:a<x<b}
Przedzial domknigty ommaczamy symbolem < a;b >, Jest to zbior
tych Iic;b rzeczywistych, ktore sa wigksze od a lub rowne « i jed-
| noczesnie sq mnigjsze od b lub réwne b. Powyzsze okredlenie za-
| pisujemy nastgpujgco:
| <a;b>={xeR:asxsbh}
Przedzial lewostronnie domknigty oznaczamy symbolem < a;b).
| Jest to zbior tych liczb rzeczywistych, ktore sa wigksze od a lub

‘ Przedzial otwarty oznaczamy symbolem (a;b) . Jest to zbior tych
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réwne a i jednoczesnie sa mniejsze od b. Powyzsze okreslenie
zapisujemy nastepujaco;

<a;b)={xeR:asx<b}
Przedzial prawostronnie demknigty oznaczamy symbolem
(a;b>. Jest to zbidr tych liczb rzeczywistych, kiore sa wigksze
od a i jednoczesnie sa mnicjsze od b lub réwne b. Powyisze
okredlenie zapisujemy nastepujaco:

(a;b>={xeR:a<x<h}

Ponadto rozpatruje si¢ preedzialy nicograniczone. Ich okreslenia
podamy tylko w zapisie symbolicznym:
(a;m)={xe R:a<x}
<aw)={xeR:a<x}
(—o:a)={xe R:x<a}
(—m;a>={xeR:x<a}

Podzbiory. Mowimy, ze zbior A jest podzbiorem zbioru B (albo ina-
czej: zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B), gdy kazdy clement zbioru
A jest takze elementem zbioru B. Piszemy: A< B.

Przyktad 2
a) NcZ, NcQ, NcR, ZcQ, ZcR, gcR.
b) (a;b) c<a;b), <a;b)c<a;b>
¢) Zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru:
@< A dla dowolnego 4.
Nastgpujaca rownowazno$é wyraza zwigzek miedzy zawieraniem
si¢ zbiordw i réwnoseiy zbiordw:
(A=B)=[(AcB)A(Bc A)]
Uzasadnienic. Prawa strona powyzsze] rowWnowaznosci 0znacza,
7e kazdy element zbioru A jest takze clementem zbioru B
i odwrotnie: kazdy element zbioru B jest takze elementem
zbioru A. Oznacza to, #e zbiory 4 i B maja te same elementy,
wiec sq o zbiory rowne. Zatem: z prawej strony rownowai-
nosci wynika lewa strona.
Zatézmy teraz, e A=B5. Zbiory A i B maja tc same ele-
menty, zatem: kazdy element zbioru A jest takze elementem
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zhioru B i kazdy clement zbioru B jest takzze elementem zbio-
1 A, co oznacza prawdziwosé strony prawej.

Wykazali$my, ze z prawej strony wynika lewa i odwrotnie,
Oznacza to, ze lewa i prawa strona sy faktycznie réwnowazne
(zob. zad. 3frozdz. , Tautologie”).

ngéc’VWSpélna zbiorow. Czesciq wspolng czyli iloczynem zbiordw A
i B nazywamy zbiér tych elementow, ktore nalezg do zbioru 4
i nalezg do zbioru B. Czesé wspdlng zhiorow 4 i B oznaczamy:
AnB
Zatem:

ANB={x:xednxeB}
Przyktad 3
a) Jezeli A={a,b,c,d}, B={b,c.e. [}, to ArB= {b,c}.
b) Jezeli 4={-3,2,0,57},t0 ANN ={2,5}.
c) Jezeli A={-3,2,0,5,7},t0 AnZ ={-3,2,0,5}.
d) (L;5)n< 2,7)=<2;5)
e) (;5SNN={234
) (15 (7:9=0
g) O A= 0 dladowolnego zbioru 4.

Zbiary, kiorych czedé wspolna jest zbiorem pustym nazywamy
zhiorami rozlgcznymi.

Suma zbioréw. Sumq zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw,
!ctére nalezg do zbioru 4 lub nalezq do zbior B, Sume zbiorow A
i B oznaczamy:

AuB
Zatem:
AUB={xixe AvxecB)

Przykiad 4

a) Jezeli A={a.b,c,d}, B=1{b,c, ef}, to

AV B={a,b,c.d,e, f}.
b) (LSu<ZN=(1;7)
©) {2JU(2;4)=<2:4)
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d) 2,410 (24)=<2;4>
¢) (- 0u<Ow)=R
f) ©wd=A4 dladowolnego zbioru A.

Réznica zbiordéw. Roinicq zbiordw 4 i B nazywamy zbior tych ele-
mentow, ktore naleza do zbioru A4 i nie naleza do zbioru B. Roz-
nicg zbioréw A i B oznaczamy:

A\B lub A4-B
Zatem:
A\B={x:xecAnxeB}

Preyklad 5

a) Jezeli A={a,b,c,d}, B={b,c,e,f},t0 A\B={a.d}.

b) (GSN<27)=(1;2)

e) s 25 TINCL D) =< 5;7)

d) <ZNH\2}=(27)

e) (ZHNTB)=(24)

f) ZH\(LY)=0

g) A\ @ =4 dladowolnego zbioru A.

hy ©\A4= @ dladowolnego zbioru 4.

Wiasnosci dzialan na zbiorach. Wyznaczanie czgdci wspdlnej, sumy
irdznicy zbioréw nazywamy wykonywaniem dzialai na tych
zbiorach. Dla dowolnych zbioréw 4, B, C prawdziwe sa naste-
pujace rownosei wyrazajyce wlasnosci dziatan na zbiorach.

a) AnB=Bm A przemiennos¢ iloczynu zbiorow

b) (ANBYNC=(AnB)NC  lacznosé iloczynu zbiordw

c) AUB=BuUA przemienno$¢ sumy zbioréw

d) (AuB)yuC=(4uB)VC laeznost sumy zbiorow

e) AN(BUC)=(AnB)u(dnC) tozdzielnoéé iloczynu
zbioréw wzgledem sumy zbiorow

) AUBNC)=(AuB)n(dwC) rozdzielno$é sumy
zbiorow wzgledem iloczynu zbiorow

Udowodnimy przykladowo dwie 7 tych wlasnodci:

Dowod wlasnodci a)

Z okreslenia czesci wspolnej: AnB={x:xec AAxeB}.
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Z przemienno$ci koniunkeji (zad.2a, rozdz. » Tautologie™)
wynika, Ze¢ {x:xeAaxeB)= {x:xeBAaxed}. Ostatni
zbi6r jest okresleniem czesei wspélnej] B A. Zatem:
ANB=BN4A.

Uwaga. Dowody twierdzen, w ktérych wystepuja wylacznie
symbole zbioréw, spojniki logiczne i symbole =, <, ~,u,\
mozna przeprowadzac w nastepujacy sposob:

1. Kazdy symbol zbioru zamieniamy na symbol zmiennej
zdaniowej

2. Symbol = zamieniamy na symbol < , symbol  na =,
symbol ™ na A, symbol U na v, zag symbol \ na dwa
symbole A~.

3. Sprawdzamy, czy otrzymana formuta jest tautologia,

Na przyklad w dowodzie whasnosci a) po wykonaniu czynno-

sci 11 2 otrzymamy formute Prgegap, czyli prze-

miennos¢ koniunkeji, kiéra jest tautologia.

Dowod whasnosci ¢)
Po wykonaniu czynosei 112 otrzymamy formute:
[pAalgvrleprgvip Ar)]
Jest to tautologia zwana rozdzielnoscig koniunkcji wzgledem
alternatywy (zob. zad.3b rozdz. »Tautologie™),

Cwiczenie. Udowodnié samodzielnie pozostale cztery wlasnodci.

Nastepujace twierdzenia wyrazaja zwiazki dziatan na zhiorach
z zawieraniem sig¢ zbioréw:

a)Jezeli AC B, toANB=A
b)Jezeli AC B, to AUB=RB
c)lezeli Ac B to A\B=0

Udowodnimy przyktadowo dwa z tych twierdzefi:
Dowdd twierdzenia a)
Budujemy odpowiednia formute F rachunku zdat:
(p=g)={prg)=p)
Sprawdzamy, czy jest ona tautologia:

Pla]e=d] Pra] pagop F
i 1 1 1 1
=]D 0 0 0 1
(P 1 0 1 1
0] 0 1 0 1 1

Formuta £ jest tautologig, co konczy dowod.
Cwiczenie, Udowodni¢ samodzielnie twierdzenic b).

Dowod twierdzenia c)
Zatézmy,ze ACB i A\B=0.
Zbidr, ktéry nie jest pusty ma przynajmniej jeden element.
Oznaczmy ten element literg x. Mamy: xe A\ B, tzn. xe 4
i xeB.Zzatozenia A c B wynika, ze jezeli xe 4 to xe B.
Otrzymalismy dwa zdania wykluczaja
zatem zalozenie, ze 4\ B # O jest falszywe, wiec A\ B=0.
Uwaga. Powyzszy dowod zostal przeprowadzony w oparciu o re-
gule wnioskowania niewprost. Przypomnijmy (zob. rozdz.
~Reguty wnioskowania™), ze jest Lo regula
(PrA~D)=>(RA~R)
P f

w ktorej przyjeto:

P —zdanie A< B

@ — zdanie 4\B+0

R - zdanie xe B )
Najpierw pokazaliSmy, Ze ze zdania PA~ Q@ wynika zdanie
Rn~ R . Zgodnie z reguta dowodu niewprost pozwala m_ na
sformutowanie wniosku P =0, bedacego tredcia twier-
dzenia ¢).

Dopelnienie zbioru. JeZeli rozwazamy zbiory bedace podzbiorami

jednego, ustalonego zbioru X, to zbior X nazywamy przcsfrzeniq.
Jezeli zbiér X jest dla zbioru 4 przesirzenia, o zbiér X'\ 4 na-
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zywamy dopelnieniem thioru A (do przestrzeni X) i oznaczamy
symbolem A'.

Dla dowolnego zbioru A4 zawierajacego sig w przestrzeni X praw-
dziwe sq nastepujace réwnosci:
a) AnA'=0 b) AUAd'=X

Dowdd rownosci a) metoda niewprost:
Zatoimy, zeAcX i Ar A'#@. Niech xe A A Wow-
czas xednxed. Skoro xeA', to xe X'\ 4, wige x¢e A,
Jest to sprzeczne z faktem: ye 4. Zgodnie z reguly wnio-
skowania niewprost wnioskujemy, ze jezeli Ac X, to
An A'=0 , co nalezato udowodnié.

("wiczcnie. Udowodni¢ samodzielnie rownogé b).
Wskazéwka. Wykazaé, 26 AU A'c X i 7e X Au A,

Hoczyn kartezjanski zbioraw. lloczynem kartezjanskim zbioréw A i B
nazywamy zbior par uparzadkowanych' (a,b), w ktorych pierw-
Szy Wyraz ac A, zas drugi wyraz be B, Hoczyn kartezjanski
zbioréw A i B oznaczamy symbolem Ax B, Zatem:
AxB={(a,b):ac Arbe B}

Przyklad 6
Dane sq zbiory A={a,b! oraz B =1{L2,3}. Wyznaczymy
iloczyn kartezjanski zbiorow A i B, Tworzymy wszystkie pa-
ry, w ktéryeh pierwszym wyrazem Jest @ lub b, za drugim
wyrazem jest 1, 2 lub 3:

Ax B={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(5,2),(h,3)}
Wyznaczymy teraz iloczyn kartezjanski zbioréw B i A. Twa-
rzymy wszystkie pary, w kidrych pierwszym wyrazem jest |,
2 lub 3, za$ drugim wyrazem jesta lub b:

! Para uporzadkowana (a, h) jest to zbior Ha}, {a, b}}. Ta definicja pochodzi
od Kazimierza Kuratowskicgo (1921). Wynika z niej m.in., z¢ para {a, b) nie
Jest rowna parze (b, a) o ile a# b . tzn. kolejnosé wyrazow w parze uporzad-
kowanej jest istotna.
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Bx A={(1,a).(1,0),(2,a),(2,5),(3,a),(3,b)}

Dla dowolnych zbiordw 4, B, C prawdziwe sg nastepujace row-

nosci.

a) Ax(BAC)=(AxB)YN(4AxC) rozdzielnos¢ iloczynu
kartezjanskiego wzgledem czgdci wsp.t’slnejzz'l:fiumw
b) Ax(BUC)=(Ax By (4xC) rozdzielnos¢ iloczynu

kartezjanskiego wzglgdem sumy zbiorow

Dowdd réwnosci a) »
Ax(BNCO)={(x,y):xedrye(BNnO)}=
={(x,):xedr(yeBryecC)i=
={(x,¥):(xedryeB)ayelCl=
={(x,p):(xcdnyeB)a(xednyeC)}= a
={(x,y)ixedayeBin{(x,y):xedryeC}=
= (AxB)n(AxC).

Cwiczenie, Udowodnij samodzielnie réwnosé b)

Zadania

Zadanie 1 )
Z ilu elemeniow sktada sig zbior
a) fx:xe N Ax<T} b) {.\::‘reNij<7}
¢) {xixeZAx<T} d) {.\':xEZAx;<7}
e) {xixeZax?=T) ) {x;xeZAax"=9}
hy (@}
?)) !{/}@, 1@} .i)} 9.0, 0}

Zadanie 2 ! s by o
Wypisat wszystkie relacje zawierania migdzy zbiorami:
A={ab,c,g}, B=le,f,h}, C={ad,f},
D={c,g}, E={abc,de f.g.h}, G={a}
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Zadanie 3
Wypisaé wszystkie padzbiory zbioru
a) {a} b) {a,b} ¢) {a,b,c} d) {a,b.c,d}

Zadanie 4
Udowodni¢, ze dla dowolnych zbioraw A, B, C prawdziwe sg
Zwiazki:
a) Ac A
b) (AcBABcC)= AcC
Zadanie 5
Dane sa zbiory: A — zbior prostokatow, B - zbiér rombow,
C — zbidr czworokatow, D — zhiér kwadratow, £ — zbior

wielokatow, F — zbiér rownolegltobokow. Wypisaé wszystkie
relacje zawierania migdzy tymi zbiorami.
Zadanie 6
Dane sg zbiory: A={a,b,c,d,e}, B-= {d.e,[f.g,hi,f},
C={bc,de.f), D={ijk}. Wyznaczy¢ zbiory:
a) AnB, AUB, A\B, B\ 4
by AR AOE ANE  ERA
¢) AnD, AuD, A\D, D\ 4
d) BnC, BUC, B\C, C\B
e) BnD, BuD, B\D, D\B
fy €nb, Cub, C\D, D\C

Zadanie 7

Dane sa przedziaty: 4=<2;5>, B=(L4), C=(3:1>,
D=<1;2). Wyznaczy¢ zbiory:

a4) ANB, AUB, A\B, B\ A

b} ANC, AUC, A\C, C\4

) AnD, AuD, A\D, D\ 4

d) BnC, BUC, B\C, C\B

e) BnD, BuD, B\D, D\B

f) CnD, CuD, C\D, D\C

Zadanie 8
Wyznacz zbiory
a) Nm<3;6) b) Nn<-3;2)
¢) Zn<-3;2) d) N\ (0:12)
e) <Z4)\N ) GH\N
Zadanie 9

Sprawdzi¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C prawdziwa jest
rownosé

a) Au(AnB)=4

b) AVBUC)=(4\B)N(A4\C)

¢) (AUB\C=(4\C)w(B\C)

d) (AVBNC=A4NBUC)

e) A\(BY C)=(A\Byuw(4nC)

Zadanie 10

Sprawdzié, ze dla dowolnych zbiorow 4, B, C
a) Jezeli A=AnB,t0 ACB.

b) Jezeli A=AUB to Bc 4.

¢) Jeeli AcB.to C\BcC\ 4.

d) Jezeli A\B=B\A,to A=B.

e) Jezli Ac B, to B=AU(B\A).

f) Jezeli B=AU(B\A),to ACB.

Zadanie 11

Dane sq zbiory A4=1{a,b}, B={a,c}, C= ib,e,d} . Wyzna-
czy¢ zbiory

a) AxB b) Bx A4 c)idxC d) Cx A
e) BxC N e g) Ax A h) Bx B
DCHeE:
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Zadanie 12
W ukladzie wspétrzednych Oxy zaznaczyé zbiér A na osi Oy,
zbibr B na osi Oy, a nastgpnie na plaszezyznie Oxy wyzna-
czy¢ zbior Ax B,

a) A=<l;3>, B=<2:4>
¢) A=<L:3>, B=(2;4)
e) A=<1;3> B={2:4
g) A={2}, B =(1; )

b) 4=(1;3), B=(2;4)
d) 4={2}, B=<2;4>
) A={1;3}, B=12:4)
h) 4={2}, B=R

Odpowiedzi do zadan
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Zadanie |
a)6, b)2, c)nieskoficzenie wiele, d)5, e)0, )2,
20, hl, 2 j)1
Zadanie 2
ACE - BcE. Cc B De E.GCE DA, Ged Gl
Zadanie 3
a) @, {a} b) @, {a}, b}, {a. b}
c) @, {a} (b}, {c}, la, b} da, e}, db, e} fa, b, )
d) O, {a}, {b}, e}, 1d}, la,b}, {a,c}, {a, di {b,c}, {b,d} e, d},
{a,b,c) {a,b,d}, fa,c,d), {b,c.d}.{a,b,c,d)
Zadanie 4
a) Zdanie ,Jezeli a jest elementem zbiory A, to a jest ele-
mentem zbioru A” ma postaé P = p. lest to tautologia
(zad. 1, rozdz. « Fautologie™).
b) Skorzysta¢ z przechodniosci implikacji (zad.3d, rozdz.
»Tautologie™).
Zadanie 5
DcAcFcCcE, DcBcF (z tego wynika, ze takze
Dok, Do, Da E,ACE itd)
Zadanic 6
) AnB={de}, AUB= tab,e.d,e, [, g, hi, j}
A\B={a,b,c}, B\ A= .80, f
b) 4AnC= {b,c.d,e}, AuC= ta.b,c.d,e, f}
ANC'={a}, C\ A= {f}

c) AnD=0,AuD={a,b,c,d.e,i,jk},
A\D=A, D\A=D . 43
d) BnC={def}, BuC={bc,de f,g.hij},
BNC={g.,hi i}, C\B=1{b,c} 7
&) BAD={ij}, BuD={d.e f,g.mi .k}
B\D={de,f,g.h}, D\B={k}
fi CnD=9, CuD={bed,ef.ijk,
CA\D=C, DXC=1)
de?}m;m B=<2:4), AVB=(;5>,
A\NB=<45> B\A=(1;2)
ANC=3;5>, AAUC=<2T>
D=2 3s, CNA=(5;72
c) ‘j{\\(l_)—— J, A D=<1;5>, A\D=A, D\A=D
d) BnC=(3%4), BuC=(L7>,
B\C=(1;3> C\B=<4T7>
e) BnD=(;2), BuD=<14)
B\D=<2:4), D\B={l}
fi CnD=0, CuD=<L2}u (37>
c\D=¢C, D\C=D
édd.:)“c:;‘l.:i: b) {1} ¢) {-3,-2,-1,0,1}
d) {12.13,14,...} e) (G4 (34
Zada\’r\l;;s;zncmy sprawdzi¢, ze ponizsze formuly sa tautologiami
ay[pviprglep
b) [pA~(g vl pa~a)alpa~r)]
o) [(pv @n~rellpa~ryalga~r)]
d) [(pa~Pr~mN < [pa~(gvi)]
e) [pa~(gr~nle(pr~g v (pAr)]

Zadanie 10 1 ; |
i ‘Wyslarczy sprawdzi¢, #e ponizsze formuly sa tautologiami

a)[pe(pargl=(p=q)

b
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b)[pe(pvg)l=(g=p)
D (P=q)=[rr~g)=(ra~p)]
D [(pr~q) = (gr~ pll=(pesq)
&) (p=g)=[g e (pvigr~p)
Dig=lpvigr~pli= '

Zadanie 11 i
a) H(a,a),(a,¢).(b,a),(b,c)}
b) {(a,a),(a,b),(c,q),(c.b)}
©) {(fh"J_)v(ﬂ,f’)-(ﬂ,dl(t".!").(b-ﬂ}lfb-d)‘;
d) {(b,a),('._’J,b),((',a),((',b),(d\a)A{d,b)}
€) {(a,6).(a,c),(a,d),(e,b), (c,c), (c, d)}
D {(b.a)(b,e),(c,a)(c.c)(d,a).(d,c)}
&) {(a.a),(a,b),(b,a),(b,b)}
h} Wa,a),(a.c),(c,a),(c,c)}
i) {(b,5),(b,c),(b,d), ), (¢

Zadanie: i ). (b, d) (e,b).(e.c),(e,d),(d,b),(d,c), (d, d)}
a) Kwadrat o wierzchotkach

i) hotkach (1,2), (1,4), (3.2), (3,4) wraz
b) Kwadrat viel
brz:gl:.a o wierzcholtkach (1,2), (1.4), (3,2), (3.4) bez

¢) Kwadrat o wierzchotkach (1 2),

- : »2), (1,4), (3,2), (3.4); i
'ro\lavnclnle&te do osi Ox nie nalezs do zbiom} H(hok):: :Jo‘::jl
nolegle si Oy nalez i ierzchotki nie na.
o th:‘:);'l. Oy nalezg do zbioru, Wierzchotki nie na-

d)) Odeinek o koncach (2,2) i (2 4)
€) Dwa odcinki: jed kon ach i 1
g el thd) L2 gl v ks
I')) I(’."‘z:;ry punkty: (1,2), (1,4), (3,2), (3.4)
g [} 4 el - f
‘2‘2;0514 @ poczatku (2,1) przechodzaca preez punkt
h) Prosta o réwnaniu x=2 .
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Rozdzial 5
Funkcje zdaniowe

Funkeja zdaniowa jest to wyrazenie zawierajace zmienne, kiore staje
sig zdaniem (prawdziwym bad? falszywym), gdy za te zmienne
podstawimy konkretne elementy. Podajac funkcje zdaniows nale-
7y takze wskaza¢ zbiory, z ktérych mozemy czerpaé e elementy.
Zbiory te nazywamy zakresami zmiennosci poszezegolnych
zmiennych.

Przyktad 1

W zapisie:
¥ -5>0, xeN

wyrazenie +2 —5-0 jest funkejg zdaniowy jednej zmiennej
x. Napis xe N oznacza, ze do tej funkcji zdaniowej bedzie-
my podstawiaé w miejsce zmiennej x tylko liczby naturalne
(tzn. zakresem zmiennosci zmiennej x jest zbior N).
Jezeli preyktadowo podstawimy x =3, to otrzymamy zdanie
prawdziwe: 4>0. Jezeli podstawimy np. x= 2, to otrzy-
mamy zdanie falszywe: —1>0.

Przyktad 2
W zapisie:
%’ -y>0, xeR, yeZ

wyrazenie x* — >0 jest funkejy zdaniows dwoch zmien-
nych: x i y. Napis xeR, yeZ oznacza, ze do tej funkcji
zdaniowej bgdziemy podstawia¢ w miejsce zmienngj x do-
wolne liczby rzeczywiste, za$ w miejsce zmiennej y tylko
liczby caltkowite (zakresem zmiennosci zmiennej x jest zbior
R. a zakresem zmiennogci zmienne) y jest zbior Z) .

Jezeli przykladowo podstawimy x =3, y=2, to otrzyma-
my zdanie prawdziwe: 1>0. lJezeli podstawimy np.
.\'—ﬁ. v =3, to otrzymamy zdanie falszywe: 0>0.
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Umowa. Maéwiae wfunkeja zdaniowa” bedziemy mieli na mysli
odpowiednie wyrazenie wraz z zakresami zmiennosci wszystkich
Zmiennych wystepujacych w tym wyrazeniu,

Jezeli wyrazenie bedgee zmienng zdaniows zmiennej x oznaczy-
my litera, np. @, to faki, ze P Jjest funkeja Jjednej zmiennej x
Wyrazamy piszae: (x).

Wypowiedz: ,,Element g podstawiony do zmiennej zdaniowej @
W migjsce zmiennej x daje zdanie prawdziwe”, wyrazamy krotko:
@ spetnia O, Jezeli element podstawiony do zmiennej zda-
niowej @ w migjsce zmiennej x daje zdanie fatszywe, to powie-
my ..a nie spelnia &,

Wypowiedz a spelnia ©” zapisujemy: ®(a), zad wypowiedz
W nie spelnia > zapisujemy: ~ d(q) .

Przykiad 3
Dana jest funkcja zdaniowa: x < S, xeN
Oznaczmy te Zmienng zdaniowy litera @, Ten fakt zapisu-

Jemy:
Dl)=(x<5axe N)

Mamy: @(1), D(2), d(3), d(4), ~ D(5),~ D(6),~ Dd(7),....
Podobnych oznaczen uzywamy dla funkeji dwéch i wigeej
zmiennych,

Przyktad 4

Dana jest funkcja zdaniowa: w>0,xeZ,yeZ
Oznaczmy te zmienng zdaniowy litera @ . Ten fakt Zapisu-
Jjemy:
KD(,\’,71‘):-(1'7V>0AA\'eZA‘]*EZ)
Mamy: d(2,5), d(~1,-7), ~ D(2,-1),~D(0,5) itd.

Wykres funkeji zdaniowej jednej zmiennej. Zbiér elementéw nale-

Zacyceh do zakresu zmiennogei funkeji zdaniowej Jednej zmiennej
1 spelniajgcych te funkcje zdaniows nazywamy wykresem tcj
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% o =y
funkeji zdaniowej. Wykres funkeji zdaniowej @ bedziemy 0z
unkeji zda .

czat Wy - -
Zatem: Wo(x = %1 P(x)}

Przyktad 5
D(x)=(x* <laxeR)
W = txx” <laxe Rj=(-11)

"
jes ziat (—1:1).
Ivkresem jest przedziat ( pubin o i

&} rzypadku, gdy zakres zmiennej x jest 7.b1'0|cm liczb

wy\i ﬁkms ;na;?.na ilustrowaé na osi liczbowej.

Przyklad 6
2 =5AxeR)
D(x)=(x" =2AXE€E

W = lxix" =5nxeRy=(5.45)
b=

Wykresem jest zbior dwuelementowy.

Przyktad 7
D(x)=(x>=5rxeN)
P _(xxt =5Axe N} =0

X,
Wykresem jest zbior pusty.
Fikiog £ ~iest funkcia kwa-
pmyﬁl‘;z}"'fa( £ nie ma migjsc zerowych A f jest funkcjg kw:
; atowe ekl -
Z rraicnn‘t\fd_,(l doi]lci funkeji zdaniowej wstawiamy nie licz
A 7, ) ]
-z funkeje kwadratowe. o
l\):f‘y‘:(ert{.elll:]:ejt zbior funkeji kwadratowych majacych wjem
ny wyrn‘:‘mik A
iowej beh zmi rch. Zbior par elemenlow
ji zdaniowej dwoch zmienny N, i
Wykreﬂff"‘:‘“:;] do odpowiednich zakresow memnmi:-'ﬁ-";]:;i:ﬁqu
!"'10(\:1) ):lwéch zmiennych i spelniajacych tg funkcje
T (+} A 3
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nazywamy wykresem tej funkeji zdaniowej, Wykres funkcji zda-
niowej M(x, y) bedziemy oznaczaé Warx,y)-
Zatem: Warr.yy = {(x, 9): Dlx, p)}
Przyklad 9
D, y)=(xy>0rxeRAyeR)
Wiy =16 ):xp>0Axe R A YER)}

W przypadku, gdy zakres obu zmiennych jest zbiorem licz-
bowym, wykres mozna przedstawi¢ w ukladzie wspotrzed-
nych Oxy. W przykladzie 9 do wykresu nalezg te punkty, kto-
re majg obie wspilrzedne jednakowych znakéw (wtedy ich
iloczyn jest dodatni), tzn. wszystkie punkty pierwszej i trze-
cigj ¢wiartki uktadu (bez punktéw na osiach).

Przykfad 10
D(x,y)=(x+y=6rxeNAye N}
Wz =lx, ) :ix+y=6AaxeNnrye N}=
‘ = {(1,5).(2.4.(3.3),(4,2), (5,1}

W ukladzie Oxy jest to pig¢ punktow o powyzszych wspat-
rzgdnych.

Wykres funkeji zdaniowej n zmiennych. Zbior ciqgéw n-wyra-
zowych, o wyrazach nalezacych do odpowiednich zakreséw
zmiennoéei funkeji zdaniowej » zmiennych i spetniajacych tg
funkeje zdaniowa, nazywamy wykresem tej funkcji zdaniowej,
Wykres funkcji zdaniowej D(xy,x3,...%,) bedziemy oznaczaé

H/(]J(.‘{[..\'?_‘,,._\’“; 5

Zatem:

Wa(x.,

1) = {001 %250, 2, ) 1 @, 2400, )]
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Zadania

%;";l;::i/l wykres Wa(y) funkeji zdaniowej jednej zmiennej, gdy
a) D(x)=f{x: x2<dnaxeR)
b) d(x)={x: w2zdaxeZ}
¢) d(x) = {x:_rz <4 nxe N}
&) B(x)=lx:x’ >4AxeR)
¢) @(x)= .‘Jc:.r2 =4axel)
f) ®(x)={x:x? =—4dnrxeZ}
g) P(x)= {4\':|.\'| >0axeR}
) ={x:|x|2-5AxeR}
iil)] ?IJ)((?) = L\' :u +2)(x—m)(x-3)=0nx e Z“,
i) ®(x)={x:(x+2Hx - m(x-3)=0n xre R} ,
k) ©(x) ={x:(x+ 2 x —m)x— 3)=0AxeN}

Zada:\‘f;iucz wykres Wy, funkeii zdaniowej dwéch zmien-
:}yiﬁ(gd‘v) ={(x,y):xys0rxeRnye R}
D(x XY )%
L:: t:::: {‘E.\',ir] ixy<0nxeZnye Z}
d) D(x,y)={(x, ) y=0Axe Raye R}‘
e) ®(x,y)={(x,y —0AXERAYPEN]
f) ®(x, y)=1(x, )8y =0anxeNAye ;\i}
g) O(x, y)={(x,y):xp=1laxe Naye NFW
;) D(x, ) ={(x. )i xy=6Ax8E Naye Nl‘
i) d(x,y)=ixy):xy=6nx¢€ ZnayelZ}
J) Dx,¥)= !(,\',,\');l.w‘ =6AxeZnryelZ}

K) O(x, )= {06, 0):]a

<0nxeNnayeN}

—x2axeRAyeR)
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T R T 1= 7 ==y ©of oo L o | it

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1

d;. <I—2i:2> b) {-2,-1,0,1,2}

c) {1,2} d) (—oo;—2) U (2;)
e) {~2,2} o

2) RO} czyli (—o0;0) 1 (0:00)

!1) R i) {-2,3}

B 123,#} k) {3}

Zadanie 2
a) Ili Cwiartke i
b]) @1 IV éwiartka ukladu Oxy wraz z osiami uktadu
©) Punkty z Il i IV éwiartki uktad
i u Oxy o obu wspohzed-
nych catkowitych (bez 6W na osiac T
T i by z punkidw na osiach)
¢) O8Oy bez punktu (0, 0)
H 9
g) (N} (zbidr jednoelementowy)
b {62336
D 116),(2.3),(3,2),(6,1),(~1,-6),(-2,-3) (-3,-2)
(-6,-1)} ol
) {(16),(2.3),3,2), (6.1),(=1,~6),(-2,~3),(-3,~2)
(= i,—h],[|,—<’1L(2r3),(3.—2),(6, ~-1),(=1,6),(-2,3),
(=3,2),(-6,1)}
k) {-L0.1
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Rozdzial 6
Kwantyfikatory

Kwantyfikator ogolny. Jezeli d(x) jest funkcjq zdaniowa, zmiennej x
o zakresie zmiennodci X, to wypowiedz ,,dla kazdego x nalezace-
go do X jest d(x)” zapisujemy symbolicznie:

A\ D(x)

xeX
Symbol /\ ozacza: ,dla kazdego” i jest symbolem funkiora
sdaniotworezego zwanego kwantyfikatorem ogolnym (inna na-
zwa: kwantyfikator duzy). W wyniku dziatania tego funktora
funkcja zdaniowa @(x)staje sig zdaniem (prawdziwym lub fat-

szywym).
W nicktorych podreeznikach zamiast symbolu /N jest uzywany

symbol o
Przyktad |
a) Zapis: A\ x2 20 odezytujemy: ,dla kazdej liczby rze-
xeR
czywistej x jest x2 =07, Jest to zdanie prawdziwe.
b) Zapis: /\ x2 =0 odezytnjemy: ,dla kazdej liczby rze-
ek
czywistej x jest 2 =07 Jest to zdanie falszywe, gdyz
np. x=0 nie spehia funkeji zdaniowej x>0,
Kwantyfikator szezegolowy. Jezeli @(x) jest funkcja zdaniowsa
zmiennej x o zakresie zmiennosci X, to wypowiedZ ,istnigje x
nalezacy do X taki, ze ®(x) " zapisujemy symbolicznie:
V d(x)
xeX
Symbol V' oznacza: ,istnigje” i jest symbolem funktora zdanio-

tworczego  zwanego kwantyfikatorem szezegdlowym  (inne
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T&jl’z“\?ry:_kkwtf{mﬁ@amr mf'ujz, kwantyfikator egrystencialny)
. ymlu dzialania tego funktora funkeja zdaniowa d(x) stuj(,:
si¢ zdaniem (prawdziwym lub falszywym)
W niektérych podrecznikach ihst syt

4 zamiast symbolu V' jest uz
symbol =0 b

Przyklad 2

a) Zapis: Pic zytuj istniej
P \e\/ﬁ x* <0 odczytujemy: ,istnicje liczba rze-
czywista x taka, ze x“ <07, Jest to zdanic prawdziwe.
gdyz np. x =0 spetnia funkcje zdaniows x> <0.
b) Zapis: V x% < jemy: _istnieje i
p L X7 <0 odezytujemy: istnieje liczba rze-
(,iy\ju:sla X ttlka, ze x7 <07 lJest to zdanie falszywe
gdyz zadna liczba rzeczywista x nic spelnia funkcji zd'll

niowej x2 <0,

Zmi i 5 - >
mienna swobodna, zmienna zwigzana, O Zmiennej wystepujacej
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pod symbolem kwantyfikatora mowi 7 j

P e ity wimy, ze jest zwigz

hlff;«;f:f}j:ka{r)rens. Jezeli kwantyfikator dotyczy l-lunkcji Lg'l:::‘

;vwx.}alx;eillll( ztmlcnnych, to zmienne nie wystepujace pod symbolem
1katora nazywamy zmie i i i

e s ywamy zmientiymi swobodnymi.

/api\'ie' AN w2 itera x oznacza zn
W zapisie: x“zy litera cza Zmie ZWi
b 5 3 ’micnng zwigzang,

fas’ litera y oznacza zmienna swobodna.

s{;uilwwi]my, Zew przypadkp wystgpowania zmiennych swo-
: dnye \yymkw'm dziatania kwantyfikatora nie jest zdanie
ecz funkcja zdaniowa. W rozpatrywanym przykladzie: :

Dol o ; X
*7 2y jest funkcja zdaniowa dwéch zmiennych: x i y

/\ x2 >y jest funkcis P
L SR funkcja zdaniows jednej zmiennej y.

Kwantyfikatory o ograniczonym z:

Stosowanie nawiaséw. P

Jezeli oznaczymy ©(y)= AN =y, to mamy np.
xeR
(D), D(-2), ~ D(1), ~ P(0,00001) itd.

asiggu. Jezeli wypowied? nie doty-
czy calego zakresu Zmiennoéci X zmiennej zwiazanej z kwantyfi-
Kkatorem, lecz pewnego podzbioru A tego zakresu, to wypowiedz
fg mozemy zapisaé na dwa rownowazne sposoby:

A (xedad(x) albo /\ O(x)
xeX xed

Podobng zasadg przyjmujemy w przypadku kwantyfikatora S
Jezeli podzbior 4 jest okreslony za pomoca warunku logicznego,
to ten warunek mozemy umiescié pod symbolem kwantyfikatora
np. napisy

V (_r{()/\,\': =1) oraz vV xz =1

xeR xeR
x<0

oznaczaja to samo.

Kwantyfikatory jako uogélnienie spojnikéw logicznych. W przy-

padku gdy zbior X jest skonczony i sktada si¢ z n elementow:
X=Xy, X5 e B}
mamy nastgpujace réwnowaznosei zdan:

/\Y () = (D) ADxz) A AD(x,))
XE

Vo) o (@) v Bl v .V O(x,))
xeX

7 tego powodu kwantyfikator ogdlny mozemy uwazac za uogot-
nienie koniunkeji, zag kwantyfikator szezegolowy — za uogolnie-
nie alternatywy (zwréémy uwage na podobiensiwo symboli

kwantyfikatorow i spojnikow Ai v ).

rzyjmujemy umowe, ze kwantyfikator doty-
czy tylko funkeji zdaniowej napisanej bezposrednio za nim. Je-
zeli cheemy, by kwantyfikator dotyczyt wyrazenia ztozonego (np.
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koniunkeji kilky Tunkgji zdaniowych), nalezy to wyrazenie ujgé
W nawiasy.

Tautologie rachunku kwantyfikatordw okresla sie podobnie Jjak dla
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zdan. Ponizej podajemy kilka tautologii rachunkuy kwantyfikato-
row. Zaktadamy, 7¢ @ | p sa funkcjami zdaniowymi Zmiennej
X 0 tym samym zakresic zmiennosci X, Przy takim zatozeniu pod
symbolem kwantytikatora mozna pisa¢ jedynie liter¢ x (zamiast
xelX).

)V [@x) v P(x)] o [V aomv VvV W) ]
0 V[0 A ¥ o [ Vo a Vv
O A A¥()] o [ @) A A Wixy]

Zauwazmy, ze rownowaznosci b) i ¢) tworza parg; jeseli w jednej
z nich odwracimy™ wszystkie kwantyfikatory, to otrzymamy
druga réwnowaznosé. Jezeli W podobny sposih postapimy z row-
nowainoseiy a), to otrzymamy formute
A [D(x) v P o [Aowy A R ey

X x x
ktéra nie jest tautologig!
Tezeli np. Przyjmiemy

P(x)=x<0, Yix)=xs 05 eR:
to lewa strona rozpatrywanej réwnowaznodei slanie si¢ zdaniem:

A (x<0vx>0)

Jest 1o zdanie prawdziwe (kazda liczba ZeCzywista jest niedo-
datnia lub dodatnia). Prawa strona rozpatrywanej rownowaznosci
stanie si¢ zdaniem:

Ax<0v Ax>0

X x
Jest to zdanie fatszywe, gdyz oba skladniki tej alternatywy sy fal-
szywe,

Nastepujaca formuta natomiast jest tautologia:

DA d@ v A¥w] = /X\ [D(x) v W(x)]

i i ie rachunku kwantyfika-
ia. Ponizsze dwie Iautologle-rdc 1
-PraW‘:;g\Pvﬂl:aC;;\:;ﬂmy prawami zaprzeczania albo prawami de
Morgana w rachunku kwantyfikatorow:

a) ~ A ox < V ~®(x)
x X

b ~V o) = /t\wtb(x)

fikatorow sa uogodlnie-
Morgana dla rachunku kwanty K 0g
::::::)giv de .'\v%kirgana dla zdan (zob. rozdziat ., Tautologie™).

Przyklad 3
i 20
Zaprzeczenie zdania: Qﬂ x
i i ~ A\ ¥2 =20
czyli zdanie: o
zgodnie 7 a) jest rtownowazne zdaniu:
Vo~ (x? 20)
xeR
R Vo2 <0
ktére mozna zapisaé prosciej: il
Przyklad 4
2 A 5%zl
E: =-] < 2
VA .XR {i xeR
~/N\ x-y>0 ) <
= /\x-y)(])c: V( :
o (\EAR yeR xeR ~ yeR
& NN puel
xeR yeR

Uwaga. Uzycie nawiaséw nie byto konieczne.
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o) ~ A\ \/x-_v>() = VuV.r-,r.‘aU =]

XeR veR xeR yeR
o NN x-p<0
xeR yeR

Prawa de Morgana latwo zapamietad: aby zaprzeczyd zdaniu
< kwantyfikatorami naleiy ,,odwrécic” kwantyfikatory i utwo-
rayé zaprzeczenie funkcji zdaniowej objetej tymi kwantyfikaro-
rami.

Przestawianie kwantyfikatorow. Wartogé logiczna zdania z kwantyfi-
katorami nie zmieni sig, jezeli przestawimy (tzn, zamienimy
miejscami) sasiadujace ze soba kwantyfikatory ogélne lub
kwantyfikatory szezegitowe. Oznacza to, ze ponizsze dwie réw-
nowaznosci sq tautologiami:

a) /\ /\ Dx,y) < /\ A D(x,y)

b N Dx,y) & VV D(x, y)
ety ¥y x

Przestawienie sasiadujacych ze sobg kwantyfikatoréw ogolnego
i szezegblowego moze zmienié wartosé logiczng zdania.
Przykiad 5
Zdanie: A\ V x<y jest zdaniem prawdziwym (dla do-
xeR yeR
wolnej liczby x znajdziemy liczbe y od niej wigksza), nato-
miast po przestawieniu kwantyfikatorow otrzymujemy zdanie
V A x<y, kiére jest Tatszywe (bowiem nie istnieje
YyER xeR
liczba y wigksza od kazdej liczby rzeczywistej x).

Zwigzek migdzy zdaniami, w ktérych przestawiono kwantyfika-
tor ogélny i szezegdtowy wyraza nastepujaca tautologia:
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o VAdmy = AV o)

Zadania

Zadanie |

Ocenié¢ warto$é logiczng zdania

a) A\ M >0
xeR

x{=0
b V K

¢) /\ 2xt1 jest liczby nieparzysta
xeN

d) /\ 3x+1 jest liczba nieparzysta
xeN

e) /\ %#7

xeZ
SN T
) xeZ 2
DN 2 x
veN
k) /\ Pex
xeZ

m NV r-xeN
xeN

Zadanie 2

HV Zez

xeZ 2

) A xPsx
xeN

i A\ 2x>x

xeZ

A ex

xeR

n) V x=100x
xeR

Oceni¢ warto$¢ logiczng zdania

a) A A x2+,\'220

xeR yeR

oV V x2ipi=o0

xeR yeR

e} NN .r2+y=0

veR xeR

A x? +y2:0

xeR yveR

O AV xPey=0

xeR yeR

A=

xeR yelR
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gV A x-y=0 by V- x=2y
YER xeR xeN yeN
DN VW ox=dy DNV A x=2y
YeN xeN xeN yeN
B NN x=2y Do\ W x=2y
xeN yeN YeZ xeN
Zadanie 3
Zapisa¢ uzywajac symboli kwantyfikatoréw nastgpujgce zda-
nia
a) Kazda liczba naturalna jest catkowita.
b) Kwadrat liczby naturalnej tez jest liczba naturalng.
c) Istnigje liczba naturalna, kidrej pierwiastek tez jest liczbg

d)
)
f)

g

naturalng,

lloraz liczb naturalnych nie musi byé liczby naturalng.
lloraz liczb naturalnych moze byé liczba naturalna,
lloczyn dowolnych dwoch liczb naturalnych tez jest licz-
by naturalng,.

Do kazdej liczby wymiernej mosna dobra¢ lakg liczbe
catkowita, e iloczyn tych liczb jest liczby catkowitg.
Istnigje taka liczba wymierna, ze iloczyn tej liczby i do-
waolnej liczby catkowitej jest liczba catkowita.

Istnigje taka liczba catkowita, ze iloczyn tej liczby i do-
wolnej liczby wymiemnej jest liczby calkowita.

Do kazdej liczby catkowitej mozna dobra¢ taky liczbe
wymierng, ze iloczyn tych liczb jest liczba catkowitg.

Ocer wartod¢ logiczna kazdego z powyzszyeh zdan,

Zadanic 4
Napisaé zaprzeczenie ponizszego zdania tak, by nie hyto
w nim znaku negacji (zakresem zmiennosei x i ¥ jest zbidr R).

a)AIxIT‘/;{ bV x23

)V (x>34x<5) d) A\ (x>3vx<5)
= %

e)Y(x12vxEQ) i)Y (x=2nxe0Q)

o /\ /1\ oyl =(x-(x+)
11)YY,¥+_1!%,\'_V i /x\\y/xys,ny
j)\‘//;\(x<2yvx>3y) k)/x\\.{(,\’z_w\xy>0)

DAV Ax>b=x>a)
Al ety

Odpowiedzi do zadan

Zadanie |
::)"3 b1 ¢l &0 &0 Hl g1 Wo
D1 )0 K1 DO mo mi

Zadanie 2
di")f Ko ol @1 &0 Hi gl ho
10 W1 Do

Zadanie 3
2
a) A\ xeZ b) /A xeN
xeN xeN
x
: = VvV V —enN
o x\E{'\' J;LN ) xeN yeN ¥
& A A x-yeN
® \Z/N y\E/N y o4 ¥ xeN yeN
N xyeZ WY AxyeZ
® r/E\Q yezZ e xeQ) yeZ
DV A xyezZ DAY xyez
xeZ yeQ xeZ yeQ

Wszysikie powyzsze zdania s prawdziwe.

67



Zadanie 4

a)\f|xi:\/;5 b) A x<3
c)/x\(xSBV.rZS} d}\X/[xSL'\xES]
e)/;\(x;az”eQ) f)/r\(x;iZ\/.reQ}
DYV -y 2 y)xsy)

h) /X\ {\ X+y=axy )V Aapsrey
3 Gy
j)/‘:\\‘_/(.'CZZyA.YS3y} k) VA (x# vy =0)
o 0 A

b} \(-z/ /b\ V (x>b nx<a)
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Rozdzial 7
Relacje rownowaznosci

Pojecie relacji. Zatozmy, #¢ dany jest niepusty zbior A oraz whasnos¢

W, ktéra moga mie¢ niektore elementy zbioru 4. Wiasnos¢ W
wyznacza pewien podzbior W, zbioru A, ztozony z tych jego
elementow, ktore maja whasnos¢ W:
W4 ={ae A:a ma whasnosé W }
Przyktad 1
Niech 4 =N, liczba a ma whasnod¢ W, gdy jest podzielna
przez 5. Wowczas W = {5.10,15,20,...}

Nicch teraz zbior A bedzie iloczynem kartezjanskim niepustych
shiorow X i Y, tzn. A= X x ¥ . Elementami zbioru A sa wigc pary
uporzadkowane (x,y) takie, z& xe X i yeY. Wiasnos¢ W
dotyczy par (x,y), a zbior W, jest podzbiorem iloczynu karte-
zjanskiego X x Y. W takim przypadku wlasnos¢ I nazwiemy
relacig dwuczlonowq lub krétko: relacjq. Poniewaz kazda wia-
snoéé W wyznacza jednoznacznie zbior W, wiec mozemy
przyja¢ nastepujgce okreslenie relacji:

Relacjq w iloczynie kartezjariskim X » Y nazywamy kaidy pod-
zhidr tego iloczynu.

Przy omawianiu relacji zamiast mowi¢ ,para (x, y) nalezy do re-
lacji R powiemy ,,x jest w relacji Rz ", co zapisujemy:

xRy
Przyklad 2
Niech X ={1,4,5), ¥ =1{2,3}. W zbiorze X =Y okreslamy
relacie R:

R ={(x,¥): x+y jestliczbg nieparzysta }
Wyznaczmy najpierw zbior X x ¥ .
X xY ={(1,2),(1,3),(4,2),(4,3),(5,2),(53)}
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Para (1,2) nalezy do relacji R, bo 1+ 2 Jest liczby nieparzy-
stg. Ten fakt moZzemy wyrazi¢ inaczej: ,,1 jest w relacji z 2”

inapisa¢ 1 R 2,

Para (1,3) nie nalezy do relacji R, bo 1+3 Jest liczby parzy-
sta. Ten fakt mozemy wyrazi¢ naczef: .1 nie jest w relagji

23" inapisaé ~ 1 R 3.
Mamy poza tym: ~4 R2, 4 R3, S5R2, ~5R3,
Zatem; R ={(1,2), (4,3),(5.2)} .

Przyklad 3

Niech X bedzie zbiorem miast w Polsce, zas ¥ — zbiorem
rzek ptynacych w Polsce (przynajmniej w czgsci swego bie-

gu). W zbiorze X x ¥ okreslamy relacje R :
R ={(x,y): miasto x lezy nad rzeka p }

Wypisanic pelnej relacji R bytaby ucigzliwe, mozemy nato-
miast orzekad, czy konkretna para (miasto, rzeka) nalezy do

tej relacii, np.:
Warszawa R Wisla
Poznari R Warta
~ Warszawa R Warta
Sandomierz R San
Sandomierz R Wista
~ Sandomierz R Odra
itd.

Przyklad 4

Niech X =¥ =N, W zbiorze X x ¥ okreslamy relacje R :
R={(x,y): x|y}

(napis x|y czytamy: v dzieli sig przez x, tzn. x jest dzielni-
kiem y).
Wypisanie petnej relacji R byloby niemozliwe, mozemy na-
tomiast orzekaé, czy konkretna para (x, y) nalezy do tej rela-
cji, np.:
3R6,5R100, 2R4, 2R2, 1 R7, ~3 R5, ~5R3 itd,

Uwaga. W przypadku gdy X =¥ bedziemy méwi¢ | relacja
okreslona w zbiorze X pamigtajac, ze jest to jedynie skrot:

w istocie taka relacja jest okreslona w zbiorze X x X . Takie
relacje beda przedmiotem naszych zainteresowai w dalszym
ciggu tego rozdziahu.

~ Relacje zwrotne, Relacje okreslong w zhiorz_c_ X nazywamy ::wromlq,
gdy kazdy element zbioru X jest w relacji sam ze soba, tzn. gdy:

/N xRx

xeX

Przyklad 5

Niech X =N, R ={(x,»): x|»}. :
Relacja R jest zwrotna, gdyz kazda liczba naturalna jest
swoim dzielnikiem, tm. /\ x|x.

xeN

Przyktad 6

2
Niech X =N,R={(x,»): xsy"}.
Relacja Rjest zwrotna, gdyz liczba 1 jest rbw:nla swemu kwa-
dratowi, a pozostate liczby naturalne sg mniejsze od swych
2

kwadratdw, tzn. /\v TEX 7,
XE/

Przyktad 7

2
Niech X =R, R={(x,y): x<y°}.
Relacja R nie jest zwrotna, gdyz np.

e
2.2 4

zatem nie kazda liczba rzeczywista jest w relacji R ze soba.

Uwaga. Poréwnujac przyklady 6 i 7 zauwazamy, ze relacje okre-

$lone tym samym ,przepisem” w roznych zbiorach moga
mieé rozne whasnosei.

Relacje symetryczne. Relacje okreslong w Zbilf)l'z{: X_ nazywamy sy-
metryezng, gdy dla dowolnych elementow x i y tego zbioru
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z faktu, Ze x jest w relacji z y wynika, ze rowniez y jest w relacji
zx, tzn. gdy: il

A A (xRy = yRx)

xeX yeX

Przyklad 8
Niech X bedzie zbiorem wszystkich panstw. W zbiorze X
okreslamy relacje R :
R ={(x,y): panstwo x graniczy z panstwem »}
Relacja R jest symetryczna, gdyz z faktu, Ze pafistwo x grani-
czy z panistwem y wynika, ze takze paiistwo y graniczy z pai-
stwem x,

Przyktad 9
Niech X =N, R={(x,y): x|y}.

\’;’;k_azamy. ze relacja R nie jest symetryczna, Zaprzeczeniem
zdania

e (xRy = yRx)
xeX yeX i
jest zdanie
V V ~(xRy = yRx)
xeX yeX
rownowazne zdaniu
NN (xRy A~ yRx)
xeX yeX
Wezmy np.x=2, y=4. Mamy: 2 R4, ale~4 R2, Relacja R
nie jest symetryczna.

Relacje przechodnie. Relacje okreslong w zbiorze X' nazywamy prze-
ch_ad‘niq, gdy dla dowolnych elementow x, y, z nalezacych do
zbioru X z faktu, e x jest w relacji z y i y jest w relacji z z wyni-
ka, ze réwniez x jest w relacji z z, tzn. gdy:

AN SN /}[(xkyf\yk:)sxkz}

xeX yeX ze
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Przykiad 10
Niech X =R, R={(x,»): x<y}
Relacja R jest przechodnia, gdyz z faktu, 2¢ x<y i y<z
wynika, 7e x <z (dla dowolnych liczb rzeczywistych x, v, 2).

Przyktad 11
Niech X bedzie zbiorem wszystkich panstw. W zbiorze X'
okreslamy relacje R :
R ={(x,y): pafistwo x graniczy z pafstwem y }
Relacja R nie jest przechodnia, gdyz np. Polska graniczy
7 Niemcami, Niemcy graniczq z Francja, a Polska nie grani-
czy z Francja.

Relacje rownowaznosei. Relacje okreslong w zbiorze X nazywamy
relacjq rownowainosci, gdy ta relacja jest zwrotna, symetryczna
i przechodnia.

Przyktad 11
a) W zbiorze stow wystgpujacych jako hasta w ,Stowniku
j¢zyka polskiego™ wprowadzamy relacjg:
R = {(x.y): sfowox zaczyna si¢ na tg sama literg, co
stowoy }.
Relacia R jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
(sprawdz!), wigc jest relacja rownowaznosci.
b) W zbiorze stéw wystepujacych jako hasta w , Slowniku
jezyka polskiego” wprowadzamy relacjg:
R ={(x,y): stowox ma przynajmnigj jedna wspoina li-
terg ze stowem y }.
Relacja R jest zwrotna i symetryczna (sprawdz!), lecz
nie jest przechodnia (rozwaz np. stowa: x = kon, y = kot,
z = taca), wigc nie jest relacja réwnowaznosci.
¢) W zbiorze okregéw na plaszczyinie wprowadzamy rela-
cje:
R ={(x,¥): okragx ma ten sam rodek, co okragy }.
Relacia R jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
(sprawdz!), wige jest relacja réwnowaznosci.
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d) Niech X =R, R={(x,y): x<y}.
Relacja R jest zwrotna i przechodnia (sprawdz!), lecz nie
Jest symetryczna (rozwaz np. x = 1, y = 2), wiec nie jest
relacja rownowaznosci,

Klasy abstrakeji relacji rownowaznosci. Kazda relacja réwnowazno-
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Sci R wyznacza naturalny podziat zbioru X (w ktorym jest okre-

$lona), na parami rozlaczne podzbiory takie, ze:

- kazde dwa elementy nalezace do tego samego podzbioru sa ze
soby w relacji,

- zadne dwa elementy nalezace do roznych podzbioréw nie sa ze
soba w relacji.

Podzbiory te nazywamy klasami abstrakeji (albo klasami réw-
nowainosci) relacji R,

Przykiad 12

W zbiorze X stéw wystepujacych jako hasta w .,Stowniku je-
7yka polskiego™ wprowadzamy relacje:

R ={(x,»): stowo x zaczyna sig na t¢ samg litere, co

stowo y }.

Relacja R jest relacja réwnowaznosei. Klasami abstrakgji tej
relacji sq zbiory stow zaczynajacych si¢ na te sama litere:
K(a) = {abazur, alkohol, arbuz, atrament, ... },
K(b) = {baca, biedronka, babr, byk, ... },

K(£)= {#dblo, Zrenica, rebak, zrodlo, ...},

Zauwazmy, ze:

- suma klas abstrakcji K(a) U K(b) ... K(£) jest catym
zbiorem X,

— zadne stowo nie nalezy do dwoch klas jednoczesnie, wigc
klasy abstrakcji sa parami rozlaczne, tzn.

K@)nK(f)=0 dla a+»p

— kazde dwa stowa nalezace do tej samej klasy (a wige za-
czynajace sig na te samg litere) sa ze sobq w relacji,

— zadne dwa slowa nalezace do réznych klas (a wige zaczy-
najace si¢ na rozne litery) nie sg ze soba w relacji.

Przykiad 13

Zadania

Niech X =N,

R = {(x,¥): x maw zapisie dziesigtnym tyle samo cyfrcoy }.
Relacja R jest relacjy réwnowaznosei (sprawdz!). Klasan"u
abstrakeji tej relacji sa zbiory liczb naturalnych sktadajyce sig
7 tej samej liczby cyfr:

K ={12,3;.9%,

K(2)=1{10,11,12,...,99},

K (3)={100, 101,102....,999},

Klas abstrakeji jest nieskoficzenie wiele. Przeanalizuj samo-
dzielnie ich whasnosci.

Zadanie |

W zbiorze X x ¥ dana jest relacja R. Wyznaczy¢ wszystkie
pary nalezace do tej relacji.

a) X = {las, kot, osa, sos}, ¥ = {tor, set, lgk}‘ ; ‘

R =!{(x,y): stowo x ma przynajmniej jedng wspoina lite-
re ze stowem v}

X = {las, kot, osa, sos}, ¥ = {tor, set, lek},

b .
R = {(x,y): stowo x zaczyna sig na lg samy literg co sto-

WO y} :
¢) X = {Paryz, Monachium, Berlin}, y
¥ = {Polska, Niemey, Austria, Francja},
R ={(x,y): miasto x lezy w paiistwie y}
d) X={1,2.3}, Y={6,7,8}, R ={{x;p) x| ¥}
&) X=Y=N, R={(x,»):x +y* <10}
f) X ={2,5812}, ¥={3,4,10},
R ={(x,y): liczba x ma z liczba y tylko jeden wspélny
dzielnik} ; - L
Uwaga, Liczby naturalne x i y h@da_cc_w tej rcla_iu]l nazy-
wamy liczbami wzglednie pierwszymi,
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Zadanie 2

o =

W zbiorze X dana jest relacja R. Zbadaé, czy ta relacja jest:

1) zwrotna, 2) symetryczna, 3) przechodnia, 4) relacjy
rownowaznosci.

Jezeli dana relacja jest relacjy réwnowaznosei, to wyznaczyc
klasy abstrakeji tej relacji.
a) X - zbi6r prostych na ptaszezyznie,
R ={(x,»): prosta x jest rownolegta do prostej ¥}
b) X' —zbior prostych na plaszczyznie,
R ={(x,y): prosta x jest prostopadta do prostej y}
¢} X' —zbior prostych na plaszczyznie,
R ={(x,»): prosta x ma przynajmniej jeden punkt
wspolny z prosty y}
d) X — zbior prostych na plaszczyznie,
R = {(x, y): prosta x ma dokladnie jeden punkt wspolny
Z prosta y}
e) X— zbi6r punktow na plaszezyznie Oxy,
=1{(x. »): odleglosé punktu x od poczatku ukfadu jest
rowna odlegtosei punktu y od poczatku ukladu}
f) /k zbidr stow w jezyku polskim,
=1(x, ¥): stowo x ma tyle samo liter co stowo y}
g) X zbidr stow w jezyku polskim,
R ={(x,y): stowo x ma wspolna litere ze stowem y}
h) X zbiér mieszkancow Polski,
R ={(x,y): x jest ojcem y}
1) X - zbiér mieszkancow Polski,
R = {(x.y): x jest przodkiem y}
j) X'— zbidr miast w Polsce,
R ={(x, y): miasto x lezy w tym samym wojewodztwie
co miasto y}
k) X zbior wszyctkn.h podzbioréw ustalonej ptaszezyzny,
={xy):x <y}
1) X zbior funkeji kwadratowych,
={(x,¥): funkeja x ma tyle samo miejsc zerowyeh co
funkcja y}

s

m) X=R, R={(x,y):x<y}

n) X=R, R={(x,»):x<y}

o) X=R, R={(xy)x=|}

P X=R, R={(x,y):xy>0}

qQ X=R, R={(xy):xpz0}

) X=R\{0}, R={(x,y): x>0}
§) X=R, R={(x,»)ix+y>0}

3

1] ¢
H X=R\{0}, R={(x,y):xr;} -

w X=N, R={(x.):x|¥}

v) X=N, R={(x,y):x+1=y}

w) X=R, R={(x,»):lx-yI<]

1) X=R, R={(x,7):0=x—y<l}

y) X =N, R={(x,y):xy jestliczba parzysta}

7} X =N, R={(x,»):xy jest liczbg nieparzysta}

Zadanie 3

7

W zbiorze X = {a,b,c.d} dana jest relacja R. Sprawdzic, czy
ta relacja jest: 1) zwrotna, 2) symetryczna, 3) przechod-
nia, 4) relacja réwnowaznosei. o .

Jezeli dana relacja jest relacja rOwnowaznoscei, lo Wyznaczyc

klasy abstrakcji tej relacji.

a) R ={(a.a),(b,b).(c.c),(d.d).(a, o) (a,d),(c,a),(c. d)

(d.a).(d.)}
b) R ={(a, (l}.(b.b)‘(C',(‘).(J.(J).(ﬂ‘b).(b‘a‘),(b,L‘),({',b]}
¢) R ={(a,a),(b,b),(d.d).(b,c)(c,b).(c, d).(d,c)}
d) R = {(a.a),(b,b),(c,0).(d,d).(b,c).(c,b)}
e) R :{[a,a),(b.h)‘(c:,(:),(a',d),(a,c'),(c,d),(a,a’)}
N R ={(a.a).(b,b),(c, ). (d,d), (a,b).(b.a),(c,d).(d,c)}
£ R ={(a.a),(a.b).(b,a),(b.c).(c.b).(a,c).(c.a)}
h) R ={(a,a).(b,b),(c,c)(d,d)}
i) R={(a,a)(bb)}
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i) R={(a,a),(b,b).(c.c).(d,d),(a,b),(b,c)}

k)

R = {(a,5),(a,0),(b,), (b, ). (c, ) (. D)}

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1

a)

R ={(las, set), (las, lek), (kot, tor), (kot, set), (kot, lek),
(0sa, tor), (osa, set), (sos, tor), sos, set)}

b) R ={(las, lek), (sos, set)}

¢) R ={(Paryz, Francja), (Monachium, Niemey), (Berlin,
Niemey)}

&) R={(1,6).0,7),(18),(2,6),(2,8),(3,6)}

e} R={(L1),(1,2).(1,3),(2.1).(2,2).(3,D)}

0 R={(23).(53).(54).(8.3)}

Zadanie 2

polecenie | zwrotno§é | symetr. | przech. | rel. rown.
a) + + + +
b) — + =
[9)] gt + — —
d) = + - =

- M Ao 88 e + L

f) + e N T T
2) + s T G
h) - - - &
1) = = + =
i + + _+ +
k) + - + -
1) + + + +
m) = =2 i -

be n) + 70 o
o) + + + +
p) & & + -
@ ¥ * - -
r) s + + +
s) — + = =
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polecenie | zwrotno$¢ | symetr. przech. | rel. réwn.
1) = * = =
u) s - + e
v) = = 43 =
W) + + = -

X) + = oy =
¥) & + £ =
z) = + + —

Klasy abstrakeji:

a) Jest nieskonczenie wiele klas, do tej samej klasy naleza
proste o tym samym Kierunku.

¢) Jest nieskoficzenie wiele klas, do te] samej klasy nalezy
punkty polozone na ustalonym okregu o $rodku w po-
czatku ukladu i dowolnym promieniu, Oprocz tego jest
jedna klasa jednoelementowa sktadajaca si¢ wylacznie
z punktu (0, 0).

f) Jedng klase tworza wszystkie stowa jednoliterowe, kolej-
na - wszystkie stowa dwuliterowe, kolejng — trzyliterowe
itd.

i) Jest 16 Klas, do tej samej klasy naleza wszystkie miasta
lezace w ustalonym wojewodztwie.

1) Sa trzy klasy: do pierwszej naleza wszystkie funkcje

kwadratowe o wyrézniku ujemnym, do drugiej — o wy-
rozniku réwnym zero, a do trzeciej — o wyrdzniku dodat-
nim.

0) Jest nieskoriczenie wiele klas, jedna z nich jest jednoele-

mentowa: | 0 }, a pozostale sa dwuelementowe i skladaja
sie z liczb przeciwnych np. {3,-3}, {z,—7},....

r) Sa dwie klasy: do jednej naleza wszystkie liczby ujemne,

a do drugiej — wszystkie liczby dodatnie.
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2 | 2
Zadanie 3 Rozdzial 8

‘ polecenie [ zwrotmosé [ symetr. | przech. | rel. réwn. | Relacje porzadkujace
a) o & + +
I b) + + - =
} Z) = iz = Relacje antysymetryezne. Relacje okreslona w zbiorze X' nazywamy
| ) - = o + antysymetryezng. gdy dla dowolnych elementow x iy tego zbioru
I e il + e | 7 tego, ze x jest w relacji z y i y jest w relacji z x wynika, ze
I f) i 7 + i x=y,tzn. gdy:
|| 2 = + + =
I h) [ + + e AN Al(xRyAyRx) = x=y]
i) = =T T = xeX yeX
i) + B e = Przyktad 1
‘ k) o = " a0 Niech X =R, R={(x,y): x<y}.
{ Relacja R jest antysymetryczna, gdyz z lego, ze x=y
Ii Klasy abstrakeji: i y<x wynika, ze x=y.
a) K, ={b}, Ky ={a,c.d}
d) Ky ={a}, Ky=1{bc}, K3=1{d} Przyktad 2

0 Kj={ab}, K;={e.d} Niech X =R, R ={(x,»): x<2y}.

h) Ky ={al, Ky ={b}, K;3=1{c}, K;={d) Relacja R nie jest antysymetryczna, gdyZ z tego, ze x<2y
| i y<2x nie wynika, ze x=y,np. dla x=2, y=3 obie nie-
rownoscei sq spenione, natomiast x# y .

Relacje porzadku. Relacje okredlong w zbiorze X' nazywamy relacjq
porzgdku, gdy ta relacja jest zwrotna, antysymetryczna i prze-
chodnia.

Uwaga. W niektorych podreeznikach taka relacja jest nazywana
relacjq czesciowego porggdiu.

Przyktad 3
Niech X =R, R={(x,y): xsy}.
Relacja R jest relacja porzadku w zbiorze R, gdyz jest zwrot-

na ( A\ x<x), jest antysymetryczna (przyklad 1) i jest
xeX g

przechodnia (zadanie 2n, rozdziat poprzedni).
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Przyklad 4
Niech X bedzie zbiorem wszystkich podzbiorow zbioru
liczb rzeczywistych, R = {(4,8): Ac B}.
Relacja R jest relacja porzadku w zbiorze X, gdyz jest zwrot-
na:

Aol
AeX
jest anlysymetryczna:
/AN /N [(AcBABcC A) = A=B)

AeX BeX
i jest przechodnia:

AN A (AeBAaBcC) = A4=C)
AeX BeX CeX

Jezeli w zbiorze X jest okrelona relacja porzadku, to mowimy,
ze X jest ghiorem uporzgdkowanym (przez tg relacje).
W przypadku zbioréw uperzadkowanych zamiast pisa¢ x R v bg-
dziemy czasem pisac:
x= »
ic: ,.x jest mniejsze od ¥” lub , v jest wigksze od x” (w do-
mysle: w sensie relacji < ).

Element maksymalny, element minimalny. Niech X bedzie zbiorem
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uporzadkowanym przez relacje < .

Element & nazywamy elementem maksymalnym zbioru X, gdy
ae X 1 nie ma w zbiorze X elementéw roznych od a i wigk-
szych od 4, ten. gdy

A\ {(a<x=>x=a)

xeX
Element @ nazywamy elementem minimalnym zbioru X, gdy
ac X i nie ma w zbiorze X elementéw réznych od a i mniej-
szych od a, tzn, gdy

X (x<a =>x=a)
reX

Przyktad 5
Niech X =(0;1>, R={(x,y): x<y}.

Relacja R jest relacja porzadku w zbiorze X (sprawdz!).
Elementem maksymalnym jest liczba 1, bo 1€ X' i w prze-
dziale (0;1> nie ma liczb wigkszych od 1.

W przedziale (0;1>nie ma elementu minimalnego, bowiem
nie mozna w tym przedziale wskazaé takiej liczby, od ktorej
nie ma liczb mniejszych.

Przyktad 6

Niech X bedzie zbiorem wszystkich podzbiorow zbioru
liczb rzeczywistych, R = {(A,B): Ac B}.

Relacja R jest relacja porzadku w zbiorze X (zob. preyklad
4). Elementem maksymalnym jest zbiér R, bo Re X i nie
ma w zbiorze X innego zbioru zawierajacego R. Elementem
minimalnym jest zbiér pusty @, bo @e X i nie ma w zbiorze
X innego zhioru zawicrajacego sig w zbiorze pustym.

Przyktad 7
Niech X ={3,5,6,10,12}, R ={(x,y): x|y}.
Relacja R jest relacja porzadku w zbiorze X (sprawdz!).
Elementami maksymalnymi sa liczby 10 1 12, bo nie ma
w zbiorze X ani elementu roznego od 10 i wigkszego od 10,
ani elementu innego niz 12 i wigkszego niz 12 (wigkszego
w sensie rozpatrywanej relacjil).
Elementami minimalnymi sg liczby 3 i 5, bo nie ma w zbio-
rze X ani elementu réznego od 3 i mniejszego od 3, ani cle-
mentu réznego od 5 i mniejszego od 5 (mniejszego w sensie
rozpatrywanej relacji!).

Element najwigkszy, element najmniejszy. Niech X bedzie zbiorem

uporzadkowanym przez relacje < .
Element a nazywamy elementem najwigkszym w zbiorze X, gdy
ae X i kazdy element zbioru X jest mnigjszy od a, tzn. gdy
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/\ x=a

xeX
Element @ nazywamy elementem najmniejszym w zbiorze X,
gdy ae X ikazdy element zbioru X jest wigkszy od &, tzn. gdy

/\ x=<a

xeX

W przyktadach 5 i 6 elementy maksymalne sg takze elementami
najwigkszymi (w przykladzie 5 liczba 1 jest wigksza od kazdej
liczby z przedziatu (0;1>, za§ w przyktadzie 6 zbior R zawiera
kazdy swoj podzbior).

W przykladzie 6 element minimalny jest takze elementem naj-
mniejszym (zbidr pusty zawiera si¢ w kazdym podzbiorze R).

W przykladzie 7 nie ma elementu najwigkszego, bowiem nie ma
w tym zbiorze liczby, ktora dzieli si¢ przez wszystkie liczby 2 te-
go zbioru i nie ma w tym zbiorze liczby, kidra jest dzielnikiem
wszystkich liczb z tego zbioru.

Schemat relacji porzadku. Zalozmy, Ze X jest zbiorem skofczonym,

a = jest relacjy porzadku w tym zbiorze. W takim przypadku
wygodnie jest przedstawié t¢ relacj¢ w postaci schemaiu graficz-
nego. Wyjasnimy to na przykladzie.
Przyklad 8

Niech X ={1,2,3,4,6,8.9}, R={(x,): x|¥}.

Rysujac ponizszy schemat:

1525458

4 4
30
L
9

i pamigtajac o przechodniosci relacji porzadku mozemy za-
uwazyé, ze x Ry gdy na schemacie istnieje ,.droga” odxdoy
albo — ze wzgledu na zwrotnosé — gdy x=y.

Element maksymalny to taki, z kiorego ,nie wychodzi” zad-
na strzatka (w tym przykladzie: 6, 81 9).

Element minimalny to taki, do ktérego ,.nie dochodzi” zadna
strzatka (w tym przykladzie: 1).

Element najwigkszy to laki, do ktérego mozna ..dojsc” od
dowolnego elementu (w tym przykladzie taki element nie ist-
nigje). )
Element najmniejszy to taki, od ktorego mozna ,dojs¢” do
dowolnego elementu (w tym przykladzie: 1).

~ Relacje spajne. Relacje okreslong w zbiorze X' nazywamy spdjng, gdy

dla dowolnych elementdw x i v tego zbioru: x jest w relagji z y
lub y jest w relacji zx lub x =y, tzn. gdy:
AN ANGERyv yRx v x=y)
xeX yeX
Przyktad 9
Niech X =R, R={(x,y): x<y}.
Relacja R jest spéjna, gdyz dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych x i y: x<y lub p<x (warunck x=y juz nie jest
istotny).

Przykiad 10
Niech X bgdzie zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru
liczb rzeczywistych, R ={(4,B): Ac B}.
Relacja R nie jest spojna, gdyz np. dla przedziatéw:
A=(1;3), B=(2,4)
zadne ze zdat: Ac B, B A, A=B nie jest prawdziwe.

Przykiad 11
Niech X ={1,2,4}, R={(x,y): x|y}.
Relacja R jest spojna, bo dla dowolnej pary liczb ze zbioru X
jedna z nich jest dzielnikiem drugiej (sprawdz!).
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Przyktad 12
Niech X =N, R={(x,»): x|¥}.
Relacja R nie jest spojna, bo np. dla x=3, p=5 zadne ze
zdan: 3|5, 5|3, 3=5 nie jest prawdziwe.

Relacje liniowego porzadku. Relacje okreslona w zbiorze X' nazywa-

my relacjq liniowego porzqdku, gdy jest ona relacja porzadku
i jest spajna. :

Inaczej méwige: relacja liniowego porzadku to relacja zwrotna,
antysymetryczna, przechodnia i spojna.

Jeizeli w zbiorze X jest okreSlona relacja liniowego porzadku, to
méwimy, ze X jest zbiorem liniowo uporzqdkowanym (przez t¢
relacje).

Przyktad 13
Zbior liczb rzeczywistych R jest liniowo uporzgdkowany przez
relacje B = {(x,¥): x<y}. Wynika to z przyktadow 3 i 9.

Przyktad 14
Zbidr X ={1,2,4} jest liniowo uporzadkowany przez relacje
R ={(x,y): x|y} - tarelacja jest zwrotna, antysymetryczna,
przechodnia i spdjna (sprawdz!).

Przykiad 15
Zbior wszystkich podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych nie
jest liniowo uporzadkowany przez relacje
R ={(A4,B): Ac B}, chociaz jest przez tg relacje uporzad-
kowany). Wynika to z praykladéw 4 i 10.

Eaficuchy. Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje ~ .
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Lavicuchem w tym zbiorze nazywamy kazdy jego podzbiér, kté-
1y jest liniowo uporzadkowany przez te relacje.

Przyklad 16
Rozwazmy relacjg z przyktadu 8 o schemacie:

12 >4—>8

A

356

4

L)
Prezyklady schematow
Tancuchow: Eancuchy:
12548 {1,2,4,8}
15359 {1,3.9}
1326 {1, 3, 6}
15256 {1,2, 6}
1—-+2->8 {1,2, 8}
124 {1,2, 4}
254 (2,4}

itd.

Relacje dobrego porzadku. Relacje okreslong w zbiorze X nazywamy

relacjq dobrego porzqdku, gdy jest ona relacja linipwﬁg’o po-
rzadku i w kazdym niepustym podzbiorze zbioru X istnieje ele-
ment najmniejszy.

Jezeli w zbiorze X jest okreslona relacja dobrego porzadku, to
mowimy, e X jest zhiorem dobrze uporzqdkowanym (przez tg
relacje).

Przyktad 17
Zhior liczb naturalnych jest dobrze uporzadkowany przez
relacje R ={(x,y): x<y}. Wynikatoz przyktadu 13 i z te-
go, #e w kazdym podzbiorze zbioru N istnigje element naj-
mniejszy.

Przyktad 18

Przedziat X =<0;1> nie jest dobrze uporzadkowany przez
relacje R ={(x,y): x<y}. Ta relacja jest relacja liniowego
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porzadku (sprawdz!), ale np. w przedziale (0; 1) zawartym
w X nie istnieje element najmniejszy.

Lemat Kuratowskiego-Zorna, W dowodach wiclu twierdzen mate-

matycznych znajduje zastosowanie twierdzenie o zbiorach upo-
rzgdkowanych zwane lematem Kuratowskiego-Zorna. Twierdze-
nie to po raz pierwszy udowodnit polski matematyk Kazimierz
Kuratowski w 1922 roku, za$ matematyk amerykanski M. Zorn
w latach trzydziestych XX wieku pokazat doniosty role tego
twierdzenia w zastosowaniach,

Oto tres¢ lematu Kuratowskiego-Zorna:

Jezeli:
— X jest zbiorem uporzadkowanym przez relacje < ,
— dla kazdego taficucha w X istnicje element x e X wigkszy
od wszystkich elementow tego taficucha,
to:
—w zhiorze X istnieje element maksymalny
i
—dla kaidego xe X istnicje element maksymalny, ktéry jest

wigkszy od x.

Zadania

Zadanie |
‘W zbiorze X dana jest relacja R. Zbadad, czy ta relacja jest:
1) relacjg porzadku,
2) relacjg liniowego porzadku,
3) relacjy dobrego porzadku.
W przypadku gdy jest to relacja porzadku, wyznaczyé ele-
menty: maksymalny, minimalny, najwiekszy i najmniejszy
(0 ile takie istnieja).
aA) X =N, R={(x,y): x|y}
b) X=N\{I}, R={(x,»): x|y}

c) X zbiér liczb postaci 2" gdzie ne N,
R={(x.y): x|y}

d) X - zbior przedzialow postaci (—a;a) gdzie ae R,
(zbior liczb rzeczywistych dodatnich),
R={(x,y): xcy}

8) X'=Z, R=1{(x): Lx|£|y‘}

f) X=R, R={(x,y): [x<|s}

g X=N, R={(xp): x|yvx<y}

h) X=N\{l}, R={(x,y): x|y v x<y}

Ll 3
i) X — zbior liczb postaci — gdzie ne N,
n

R={(x,y): x<y}

Zadanie 2
Dany jest schemat relacji porzadku. Wymienié f:iemem_y:
maksymalny, minimalny, najwiekszy i najmniejszy (o ile
takie istnieja). Wskazaé wszystkie lancuchy tréjele-

mentowe.
a—>b—e a—>b—oe
a) oy b) 1
d-—>e d—=e— f
as>bsc—>d a=+b—c
) 4 +
e—>f—>g d—>o>e— [
a—>b—ec a-—>b e f
o 4 By
d—a>e— f c—>d
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Zadanie 3
W zbiorze X dana jest relacja porzadku
R ={(x,y): x| ¥}. Narysowa¢ schemat tej relacji. Wy-
mienié elementy: maksymalny, minimalny, najwickszy
i najmniejszy (o ile takie istnieja).
a) X =1{2,3,5,6} b) X ={2,3,6,8}
¢) X ={2,3,6,12} d) X =1{2.6,10,12}
e) X ={2.3,4,8,927} f) X={2,3,4,9,36}
g X =1{1,2,3,4,9,36}

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1

1) Relacje porzadku: a), b), c). d). g), h), i)

Relacja e) nie jest antysymetryczna, relacja ) nie jest
Zwrotna,

2) Relacje liniowego porzadku: c), d), g), h), i)

3) Relacje dobrego porzadku: ¢), g), h)

Ad a) Elementy: maksymalny i najwigkszy nie istnieja. Ele-
mentem minimalnym i najmniejszym jest liczba 1.

Ad b) Elementy: maksymalny i najwigkszy nie istnieja. Ele-
mentéw minimalnych jest nieskonczenie wiele — kazda
liczba pierwsza jest takim elementem. Element najmniej-
szy nie istnigje.

Ad ¢) Elementy: maksymalny i najwigkszy nie istnieja. Ele-
mentem minimalnym i najmniejszym jest liczba 2.

Ad d) Elementy: maksymalny, najwigkszy, minimalny i naj-
mnigjszy nie istnieja.

Ad g) Elementy: maksymalny i najwigkszy nie istnicja. Ele-
mentem minimalnym i najmniejszym jest liczba 1.

Ad h) Elementy: maksymalny 1 najwigkszy nie isinieja. Ele-
mentem minimalnym i najmniejszym jest liczba 2,

Ad i) Elementem maksymalnym i najwigkszym jest liczba 1.
Elementy: minimalny i najmniejszy nie istnieja.

Zadanie 2
element elementy element elementy
maksymalny | najwigkszy | minimalny | najmniejszy
a) ce nie istnieje a a
b) (P nie istnieje a a
c) dg nie istnieje a, e nie istnigje
d) af nie istnigje a.d nie istnieje
€) € c a a
f) bt nie istnieje a, e nie istnicje
Lancuchy trgjelementowe:
a) {a. bc}, {a bel dade}
b) {a b, cl, {a d e}, {defh {a ef), ladf}
o) {a b,ch, {a b d}, {a c d}. (b e d}, e f g}
d) {a b,c}, {a bye}, {a b, {a e ft b e},
td, e f}
e) {a b, c}, {ade}, {adf{adc)laef,
{a e c}, {a fic}h id, e S}, (d e, {d f ¢},
{e.fic}
N {a c d}, {a c b}, {a d, b}, {e d, b}
Zadanie 3
Schematy:
3 8 3
a) o [0} R
25 6 2> 6
256—>12 23612
) & a
3 10
2548
)
35927
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3> 9

39

¢lement elementy element elementy

maksymalny | najwigkszy | minimalny | najmniejszy
a) 5.0 nie istnieje 29515 nie istnieje
b) 6, 8 nie istnicje 2.3 nie istnieje
) 12 12 2,3 nie istnieje
d) 10,12 nie istnieje 2 2
e) 8,27 nie istnieje 23 nie istnieje
) 36 36 T nie istnicje
) 36 36 1 1

Rozdzial 9
Funkcje

Pojecie funkeji. Niech X i ¥ bedq dowolnymi niepustymi zbiorami.
Relacje bedaca podzbiorem iloczynu kartezjafskiego X x ¥ na-
zywamy funkcjq, gdy kazdy element zbioru X jest w relacji z do-
ktadnie jednym elementem zbioru Y.

1
Wprowadzajac nowy symbol V| ktory odezytujemy _istnicje
doktadnie jeden”, mozemy warunek z powyiszej definicji zapisa¢
symbolicznie:

N VI xRy

xeX yeY¥

Przykiad 1

Niech X bedzie zbiorem wszystkich ludzi, zag ¥ = N . Okre-

Slamy relacje: czlowiek x jest w relacji z liczby naturalng »

edy y jest rokiem urodzenia osoby x (wedlug ustalonego ka-

lendarza).

Ta relacja jest funkcja, gdyz:

— dla kazdego czlowieka x isinigje liczba y bedaca rokiem je-
go urodzenia,

— istnieje doktadnie jedna taka liczba.

Przykfad 2

Niech X =Y =R, Okreslamy relacjg: liczba x jest w relacji

z liczba y gdy liczba y jest przeciwna do liczby x.

Ta relacja jest funkcja, gdyz:

— dla kazdej liczby x istnieje liczba y bedaca do niej przeciw-
na,

— istnieje dokladnie jedna taka liczba.

Przyklad 3

Niech X =Y = N, Okre§lamy relacje R :
R ={(x,p):x| ¥}
Ta relacja nie jest funkeja, Wprawdzie:
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— dla kazdej liczby naturalnej x istnigje liczba v taka, ze x|y
(wystarczy wzigé np. y=x),

ale lakich liczb — dla tego samego x — moze byc wiele, np.
2|2,2]4, 2|6,...

Relacje bedace funkejami oznaczamy zazwyczaj literami f, g, h,
F, ... Zamiast mowi¢ ,funkcja / jest podzbiorem iloczynu karte-
zjanskiego X xY " méwimy .funkcja f preeksztalea zbior X
w zbior ¥, co zapisujemy symbolicznie:

[ X=Y
Stowa: ,,funkcja”, ,przeksztalcenie”, ,.odwzorowanie” majy to
samo znaczenie i moga byé uzywane zamiennie.

Dziedzina i przeciwdziedzina funkeji. Jezeli funkcja /° przeksziatea

zbidr X w zbior Y (czyli f: X — V), to zbior X nazywamy dzie-
dzing Tunkcji /. Kazdy element dziedziny funkeji / nazywamy ar-
gumentem tej funkcji,
7 okreslenia funkcji wynika, ze kazdemu argumentowi x odpo-
wiada (jest priyporiqdkowany) dokladnie jeden element y
w zbiorze Y — ten, z ktérym x jest w relacji /; tzn. taki v, Ze
xfy

(litera f zastapiono symbol relacji K. W przypadku funkcji za-
miast pisaé x fy stosuje si¢ zapis

f=y
Jezeli oba zbiory X i Y sa zbiorami liczbowymi, to czasami za-
miast opisu stownego mozna funkcje /: X — Y okresli¢ wzo-
rem, np. f(x)= x% 4 2x
Jezeli y= f(x), to y nazywamy wartoscig funkcji f/ dla argu-
mentu x albo obrazem elementu x w przeksztalceniu £
Niech /:X — V. W zbiorze Y niektore elementy sa wartosciami
funkeii /. Zbior takich elementow (czyli zhidr wartosci funkeji /)
nazywamy prieciwdziedzing funkcji . Przeciwdziedzing funkeji /°
bedziemy oznaczaé: W . Jest to podzbiér zbioru ¥: W,V
(czasami moze byé Wy =Y ).

Przyktad 4
Niech f:N— N przyporzadkowuje kazdej liczbie natural-
nej wynik mnozenia tej liczby przez 2.

/ jest funkcja (przemy$l dlaczego). Dziedzing funkeji f jest
zbior N. Wartoscia tej funkeji dla argumentu x=4 jest
¥ =8, co zapisujemy:

f(4)=8

Liczba 124 tez jest wartoscia funkeji f(przemysl, dla jakiego
argumentu), Liczba 7 nie jest wartoscia funkeji /; bowiem nie
ma takiej liczby naturalnej, ktdra pomnozona przez 2 daje 7.
Przeciwdziedzina funkeji / (czyli zbior W) jest zbiorem
liczb naturalnych parzystych.

Przyktad 5
Niech /:R— R bedzie okreslona wzorem:
S =|d

o jest funkeja (przemy$l dlaczego). Dziedzing funkeji f jest
zbidr R.
Przykladowo:

[(=3)=3, f(534)=534, f(0)=0
Liczba — 7 nie jest wartosciq funkgji /, bowiem nic ma takiej
liczby rzeczywiste], kiérej modut jest rowny — 7.
Przeciwdziedzing funkcji f jest W, =<0;0).

Przykiad 6
Niech f: N —» R bedzie okreslona wzorem:
S =+x
Dziedzina funkeji /jest zbior N.
Przyktadowo:
f@=2, 75)=5, f=1
Liczba —7 nie jest wartoscig funkeji £, bowiem nie ma takiej
liczby rzeczywistej, kidrej pierwiastek jest rawny—7. Licz-

by: %, 7, 0 tez nie sa wartosciami funkeji f(przemysl!).
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Praeciwdziedzing funkeji £ jest Wy = {1,42,4/3.2.45,..}.

Obraz zbioru. Niech f:X — ¥ iniech A bgdzie podzbiorem dziedzi-
ny X (Ac X). Zbiér tych elementow zbioru ¥, ktdre sq obrazami
elementow zbioru 4 w przeksztalceniu /' nazywamy obrazem
zbiorn A w tym przeksztalceniu i oznaczamy: f(4) . Zatem:

fA)={ye¥: ¥V y=1(x).
xed
Przyktad 7
Niech f:N— N bedzie okreslona wzorem: f(x)=2x
(funkeja z przykladu 4) i niech 4 = {3,4,7,11}
Wowezas: f(A)={6,8.14,22}

Przykiad 8
Niech f:R— R bedzie okreslona wzorem: f(.\'):M

(funkeja z przykladu 5) i niech
A=(-2;-1), B={-2,~10,1,2}.

Mamy: f{4)=(12), f(B)={0,1,2}.

Przeciwobraz zbioru. Niech f: X > Y i niech G bedzie podzbiorem
zbioru Y (G < Y). Zbior tych elementow zbioru X, ktorych obra-
zy naleza do zbioru G nazywamy przeciwobrazem zhioru G
-1
w przeksztatceniu /i oznaczamy: [ (G). Zatem:

@ ={xe X:f(x)eG}.

Przyklad 9
Niech f:N —> N bedzie okrelona wzorem: f(x)=2x
iniech G=1{1,4,5.8,14} .
Waéwcezas: j"_1 (G)=12,4,7}, bowiem:
— liczby f(2),f(4), f(7)- czyli liczby 4, 8, 14 — nalezq do
zbioru G,
—jezeli x&{2,4.7},10 f(0)&G.
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Przyktad 10
Niech f:R—> R bedzie okreslona wzorem: f(x)=|x]
iniech: G=(1;2), H ={-1,0,2}.
Mamy: f~(@) = (-Z-DU®2), f(B)={-2,0.2} (prze-
mysl dlaczego).

Funkeje roznowartosciowe, Mowimy, ze funkeja [ X — V¥ jest réi-

nowartosciowa, gdy dla réznych argumentéw przyjmuje ona roz-
ne wartosci tzn. gdy
AN [ #xg = ) f(x)]

xeX xeX

Przyktad 11
Niech f:N — N bedzie okreslona wzorem: f(x)=2x.
Funkcja f jest roznowartosciowa, bowiem jezeli wezmiemy
dwie roime liczby naturalne x| i x5 i obie te liczby pomno-
zymy przez 2, Lo otrzymamy dwie rézne liczby naturalne (ja-
ko wartoscei funkcji /).

Przyktad 12
Niech f: R — R bedzie okreslona wzorem: f(x)= |J.'| 5
Funkeja / nie jest roznowartodciowa, bowiem przyjmujac np.
X1 =3, x; =—3 otrzymamy /(x;)= f(x;)=3 (zatem dla
réznych argumentéw x; i xa otrzymali$my te sama wartodé
funkeji).

Funkc_;e wzajemnic jednoznaczne. Mowimy, ze funkcja f: X =Y
jest wzajemnie jednoznaczna gdy jest to funkeja réznowar- to-
$ciowa i przeciwdziedzing tej funkeji jest zbior ¥ (tzn. Wy =7).

Przyklad 13
Niech f:R— R bedzie okreslona wzorem: f(x)=2x.
Funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna, gdyz jest rozno-
wartodciowa (przemysl!) i przeciwdziedzing tej funkceji jest
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zbior R (dla kazdej liczby rzeczywistej y mozemy wskaza¢
taka liczbg rzeczywista x, ze y = f(x) — wystarczy przyjaé
¥
X===)
= )
Przykiad 14
Niech f:N — N bedzie okreslona wzorem: f(x)=2x.
Funkcja / nie jest wzajemnie jednoznaczna, chociaz jest roi-
nowartoéciowa (zobacz przyklad 11), bowiem przeciwdzie-

dzina tej funkeji jest zbiér liczb parzystych (zobacz przyklad
4), a nie zbior N.

Uwaga 1. Zamiast pisaé ,,funkcja fjest wzajemnie jednoznaczna”
czasem piszemy krotko: ,fjest 1-17.

Uwaga 2. Jezeli zbiorem wartosci funkeji / jest zbiér ¥, to m6-
wimy, ze ,,funkcja / przeksztatca zbior X na zbidr Y Zatem:
funkeja f jest wzajemnie jednoznaczna gdy jest rdznowarto-
sciowa i przeksztalca zbior X na zbior Y.

Funkeja odwrotna. Funkcje g:Y — X nazywamy funkcjq odwrotng
do funkeji f:X Y. gdy W, =Y i /\v e(f)=x.
X€E/

Przykiad 15
Pokazemy, ze funkcja g:R-—>R okreslona wzorem:

2(») :% jest funkcja odwrotng do funkcji /:R— R okre-

slonej wzorem: f(x)=2x.
Mamy: X=Y=R. Warunek W;=Y sprawdzalismy

w przykladzie 13. Sprawdzimy, czy /\‘r g(f(x)=x. Wez-
XeA

: 2
my dowolna liczbe x. Mamy: g(f(x))=g(2x)= ?x =%
Funkeja g jest funkcja odwrotng do /.
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Przyktad 16.

Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do funkeji f: R — R okredlo-
nej wzorem f(x)=3x-1.
Sprawdimy, czy W, =Y. Weimy dowolng liczbg y. Szu-
kamy takiej liczby x, by y = f(x), tzn. by

y=3x-1
Wyznaczajac z powyzszej Townosci x otrzymamy:

y+1
e AE

(sprawdz!). Powyzszy wzor ma sens dla kazdego y, zatem
w r= ¥ (bo dla kazdej liczby rzeczywistej y wskazalismy
taka liczbe rzeczywisty x, ze y = f(x)).

Funkeja odwroing do funkcji /jest funkcja g(y) = -J%l i
Rzeczywidcie, dla dowolnej liczby x mamy:

gcftxn:g(sx-m@‘;ﬁ:%n

Przyklad 17

Niech X bedzie zbiorem wszystkich ludzi, ¥ ={1,2,..,31},
za$ f:X =Y kazdemu czlowickowi przyporzadkowuje
liczbg oznaczajacy dzien miesiaea, w ktérym sig urodzit.
Zauwazmy, Ze funkcja odwrotna nie istnieje. Aby warunek
g(f(x))=x byl speliony, kazdej z liczb ze zbioru ¥ mu-
siatoby odpowiada¢ wielu ludzi, a taka relacja nie jest funk-
cja.

Uwaga 1. Jezeli oba zbiory X i Y sa zbiorami liczbowymi, to ar-

gumenty obu funkcji oznaczamy ta sama litera. Powiemy np.:
funkeja okreslona wzorem g(x) :% jest funkejg odwrotng

do funkcji okreslonej wzorem: f(x)=2x.
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Uwaga 2. Funkcje odwrotng do funkeji f° bedziemy oznaczaé
symbolem j"'. Warunek wystepujacy w definicji funkeji
odwrotnej zapiszemy nastgpujaco:

A =
xeX

Twierdzenia o funkeji odwrotnej.

W twierdzeniach litera f oznacza funkcjg: /: X — Y, zas symbol
£~ ozmacza funkejg adwrotng do /.

Twierdzenie 1
Jezeli f:X =Y iistnieje funkcja odwrotna f" ,to

m A L on=y,

@) AL )= s ) =),

xeX yer

W.1=4&
(3) s s
(4) obie funkcjef i £ sarémowartosciowe.

Z definicji funkeji odwrotnej oraz z twierdzenia 1 pkt. (3) i (4)
wynika nastgpujacy wniosek:
Whiosek.

Obie funkeje /1 f'] s4 wzajemnie jednoznaczne.

Twierdzenie 2
Dla kazdej funkcji wzajemnie jednoznacznej f istnigje do-
ktadnie jedna funkcja udwmmaf". Funkeja odwrotna do
funkeji wzajemnie jednoznacznej jest tez wzajemnie jedno-
Znaczna.

Twierdzenie 3
Jezeli f_' jest funkcja odwrotna do funkgji £, to / jest funk-
cjq odwrotng do funkcji f =

unkcja zlozona. Nicch bedy dane funkcje: /X Y i g:Y >V .

Jezeli Wy =Y, to funkcje /' i g wyznaczajg nowa funkcje
h:X — ¥ okreslong wzorem:

A(x)=g(f(x)) dla xeX
Funkeje h nazywamy funkcjq wlozong. Jest ona doieniem albo
superpozycig tunkcji /1 g.
Zlozenie funkeji /i g oznaczamy symbolem g o /. Zatem:

A (ge ) =g(f(x)
xeX

Przyktad 18
Niech f:R—>R i g:R-—> R bedg funkcjami okreslonymi
wzorami; f(x)=2x, g(x)=3x-1
Wyznaczmy funkeje go /. Mamy:
(g0 )= g(f()=g2x)=3-2x ~1=6x
Zatem: (ge fHx)=6x-1
Wyznaczmy teraz funkeje /o g . Mamy:
(feog)x)=flglx)=FBx-1)=2-CBx-1)=6x-2
Zatem: (feg)x)=6x-2
Whniosek. Skladanie funkcji nie jest przemienne, tzn. funkcje
go [ 1 feg mogabyé rdznymi funkcjami.

?Twierdzenia o funkeji zlozonej.

Twierdzenie 4
Jezeli
Jn kgl TVl = We=V,

to
Q{ [helge Nlx)=[theg)e f1x)
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Whiosek. Sktadanie funkeji jest laczne, tzn. funkeje hie(ge /)
i (heg)e f saréwne.

Twierdzenie 5
Jezeli f:X =Y, g:¥ >V sgfunkcjami wzajemnie jedno-
znacznymi, to funkcja go / tez jest funkcjq wzajemnie jed-
noznaczng.

Il Twierdzenie 6

il Jezeli /:X =Y, g:¥ =V safunkejami wzajemnie jedno-
gnacznymi, to istnigja funkcje (gof)“l ¥ > X oraz
Frbegtlipls X

A e o 7= (o™i

Obcigcie i przedluzenie funkeji. Niech f: X — ¥ . Czasami zachodzi
potrzeba zbadania funkeji / nie w catym zbiorze X, ale w pew-
nym jego podzbiorze A. Okreslamy wowcezas nowa funkeje
g:4— Y nastepujaco:

g(x)=[(x) dla xe4
Te nowa funkcje g nazywamy obeigciem funkeji f do zbioru A

Il i oznaczamy symbolem £} 4.

Niech teraz g: A4 — Y bedzie funkcjy okreslong w pewnym pod-

| zhiorze A zbioru X. Kazdg funkcje f: X > ¥ taka, ze

I Slu(x)=g(x) dla xe 4

nazywamy preediuteniem funkeji ¢ do zbioru X.

Uwaga. Operacja obcigeia funkgji jest jednoznaczna. Oznacza to,
7e dla ustalonej funkcji /i ustalonego zbioru 4 istnieje do-
ktadnie jedna funkcja /). Operacja przedtuzania funkeji nie

It jest jednoznaczna. Oznacza to, Ze dla ustalonej funkeji g

| i ustalonego zbioru X istnieje wiele funkeji bedacych prze-

‘ dhuzeniami funkeji g do zbioru X.
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Przykiad 19
Niech f:R— R bedzie okreslona wzorem: f(x)=|y].
Obcigciem tej funkcji do przedzialn < 0;0) jest funkcja
g < 0;0)— R okreslona wzorem: g(x)=x.
Obcigciem funkcji /' do przedzialu (-;0) jest funkcja
fr:(=0;0) = R okreslona wzorem: h(x)=-x.

Przyktad 20
Niech g i< 0;0) - R begdzie okreslona wzorem: g(x)=x.
Kazda z ponizszych funkeji f1, /2, f3 Jest przedhizeniem
funkeji g na zbidr R:
x  dlaxz0
h)= M ToRel =g {sin x dlax<0
Funkcja g ma nieskonczenie wiele przediuzen na zbior R.

‘Wykres funkeji. Niech [: X — Y. Wykresem funkcji / nazywamy

zbi6r wszystkich par postaci (x, /(x)) gdzie xe X .

Przyktad 21
Niech /:{,2,3,4} > R bedzie okreslona  wzorem:
F(x)=3x~1., Wykresem funkcji /jest zbior
{(1,2), (2,5, 3, 8), (4, 11)}

W przypadku gdy oba zbiory X i ¥ sa podzbiorami zbioru liczb

rzeczywistych, wykresy niektorych funkcji mozna przedstawic

w ukladzie wspotrzgdnych Qxy. Dysponujac wykresem funkcji

w ukladzie wspotrzednych mozemy z niego odezytywaé migdzy

mnymi:

a) dziedzing funkgji, kiora otrzymujemy rzutujac prostopadle
wykres na o$ Ox,

b) przeciwdziedzing funkeji, ktora otrzymujemy rzutujac prosio-
padle wykres na o$ Oy,

¢) obraz zbioru A, kiéry otrzymujemy rzutujgc prostopadle wy-
kres obcigeia f|4 na o$ Oy.
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Zadania

Zadanie 1
W iloczynie kartezjanskim X x ¥ dana jest relacja R. Zba-
da¢, czy ta relacja jest funkcja.

a) X - zbior mieszkancow Polski posiadajgcych PESEL,
Y =N . Czlowiek x jest w relacji z liczbg naturalng y gdy
¥ jest jego numerem PESEL.

b) X =Y — zbibr wszystkich ludzi. Czlowiek x jest w relacji
z czlowiekiem y gdy y jest dzieckiem x.

¢) X - zbior wszystkich ludzi, ¥ = N\ {0} . Czlowiek x jest
w relacji z liczba naturalng v gdy y jest liczbg jego dzieci.

d) X =Y - zbior wszystkich ludzi. Czlowiek x jest w relacji
z czlowiekiem y gdy v jest rodzicem x.

¢) X=Y=R, R={(x,1): x2=1%}

) X=Y=R,, R={(x,»): x* =%}

Zadanie 2
Przyjmujemy, 7e dziedzing kazdej z podanych ponizej funk-
cji jest zbidr tych liczb rzeczywistych, dla ktorych wzor okre-
$lajacy te funkcje ma sens. Wyznaczyé lg dziedzing.

x+3 y x+3
W [ =2 by A=
) .f(x)=ﬁ & flx)= :;f
x+3 . x+3
Ty f e e (L
o 2D ALY P axe2
g S)=+x-5 ) f(0) =4
i
D fle)=—met DF@=E
-2 x°=3x+2

Zadanie 3

Dana jest funkcja [ : R —> R. Wyznaczyé przeciwdziedzing
(czyli zbidr wartodei) tej funkeji,

a) flx)=x>+1 b) f(x)=sinx

¢) f(x)=|siny| d) fx)=1-|q

e) f(x)=2-3x ) fx)=5

9 f(=sin?r+cosx h) f(x)=—1!

1+

2

x—2 dla x<1 25 dla x+#0

i I
c+d dia xz1 D TE=

1) f(X)={
—4 dlax=0

Zadanie 4

Dana jest funkcja f:R — R izbior A= R. Wyznaczy¢ ob-
raz zbioru A w przeksztatceniu /.

a) f(x)=5x-3 A={2,3,4}
b) f(x)=2x+1 A=(=21)
¢} f(x)=1-4x A=<0;0)
d) f(;}:'xi A=<-3;0)
e) f(x)=|q 4=(-52)
f) f(x)=|x72| A=<1;5)
g f(x)=5 4=<1;5)
x—2 dla x<1
. f(x):{xw g it S T
1
e
b e T )
-4 dla x=0
Zadanie 5

Wyznaczy¢ obraz zbioru 4=1{5,6,7,14,15} w przeksztal-
ceniu f: N — N okreslonym ponizej.
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a)

rowng x

b)  f(x)jest najmniejsza liczba nieparzysta wigksza od x
¢)  f(x) jest najwigksza liczbg nieparzysty sposrod dzielni-

kow liczby x

d) f(x) jest najmniejsza liczba nieparzysta sposrod dzielni-

kow liczby x

f(x)jest najwieksza liczba nieparzysty mnicjsza lub

e) f(x) jestliczby dzielnikow liczby x

I

Zadanie 6

Wyznaczyé przeciwobraz — zbioru G w  przeksztalceniu

/(x) jest liczba nieparzystych dzielnikow liczby x

f:R— R okreslonym ponizej.

a) flx)=2x-1
b) f(x)=]
¢) flx)=2-3x
) f(0=]
¢ flx)=1-x*
N fe)=1-x
g f(x)=5
) fn)=5

. x-2dla x<1
it "{x+4 dla xz1

E L dla x#0
B F =47
—4 dla x=0

Zadanie 7

Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru G ={1,3} w przeksztatce-

G=1{1,3,5}
G=10,1,5}
G =< 5;m)
G =<-2;3)
G=<0;1>
G =<kLw)
G=<4T)
G=<L5)

G=<0;6>

G=(-L1)

niu /: N — N okre§lonym ponizej.

a)  f(x)jest najwigksza liczba nieparzysty mnicjszq lub

rowna x

b)  f(x)jest najmmiejszy liczba nieparzysta wigksza od x

¢) f(x) jest najwigksza liczba parzysta sposrad dzielnikow
liczby x

d) f(x) jest najmniejsza liczba nieparzysta sposrod dzielni-
kow liczby x

Zadanie 8
Wyznuczyé przeciwobraz zbioru G w przeksztalceniu /.
a) [iNxNoN, f((x,%2))=x% %, G={2}
b) f:ZxZZ, [{x.x)=x %, G={0}
¢) fiNxN->N, f((x.%5))=x X,
G — zbidr liczb parzystych
d) f:NxN->N, f((x),x3)=x1-x2,
G — zbior liczb nieparzystych

Zadanie 9
Sprawdzi¢ czy dana funkeja jest:
(1) rémowartosciowa,
(2) wzajemnie jednoznaczna.

a) f:N->N, Sx)y=x+1
b) f:ZZ JS(x)=x+1
) [iN-=NU{l}, Sy=x~1
d fiZ-2Z, S(x)=—x
e) fIN—>N, f(x) — liczba dzielnikéw x
0 fiZ>NUO), fly=x?
g fIR>R, Flxy=x+1
h) f:R-R, fl=x2
) febo)>R, F=x2

§) i 00) ><0;0), f)=x*
B RO SR,  f)=

X
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) f:R\{0}—R, ,f()c)-:L2
%

m) f:{-2,-10,12} {012},  f(x)=|y
0 2015012,  f(x)=|

W przyktadach o) - q) litera Il oznacza ustalong plasz- czy-
zng, litera P — ustalony punkt na tej plaszezyimie, a litera / —
ustalong prosta na tej plaszczyZnie.

0) f:I1->T1I, [ jest symetrig osiowa wzgledem /

p) f:lI!, [ jest rzutem prostopadtym na 7

q) f:I1—TI1, [ jest symetrig Srodkowa wzglgdem P

Zadanie 10
Sprawdzi¢ ze funkcja g jest funkeja odwrotng do funkejif .

a) f:R>R, f(x)=1-2x, g:R—>R, g(x):%——;-x

-

b) f:R\{o}—m\{O},f(x)=]—
X
g:RV{0} - R\{0}, g(a‘c)=l
X
¢) fi<lom)»<im), fx)=x,
gi<0;) <00, glx)=+/x
d) [i(-m;055<0m), F(x)=x",
g:<0;m)—)(—w;0>,g(x)=“\/;

Zadanie 11
Dana jest funkgja /. Wyzmaczy¢ funkeje odwrotna /',
a) f:R—>R, flx)=4x+1
b) f:R>R, F(¥)=2-3x

©) fiR\{Z}— R\{0}, fx)=

1
2x-4
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Zadanie 12
Wyznaczy¢ funkeje ztozong go f gdy
a) f:R—R, f(x)=2x+3, g:R—>R, g(x)=x>
b) f:R—=R, {0}, f(.t):xz, g!R, U{0} >R,
2(x)=2x+3

) J":R\{O}—>R\{0}.,f(x)=%.

RV} > RA{O), g0 =—
X

&) FIRAO) >RV}, f(m)=—,
X

g:RV{0} > R\{0}, gl =L
X
e) fiR=3R, f(x)=2x+3, g:R—>R, g(x)=5

Zadanie 13*
Wykazaé, ze dla dowolnej funkeji /: X —V i dla dowol-
nych podzbioréw A, B zbioru X:
a) f(AwBy=f(A)v [(B)
b) fAnBYc f(4)n f(B)
e) SIDVS(BYS f(ANB)

Zadanie 14*

Wykaza¢, ze dla dowolnej funkeji f: X =V i dla dowol-
nych podzbioréw G, 1 zbioru ¥:

o rH@urtan=rrteum

b) &N T H) =G H)

o fHienrtuw=rteim
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Odpowiedzi do zadan

110

a)
b)
o)
d)

€
)

Zadanie |

Ta relacja jest funkcja, gdyz kazdy majacy nr PESEL ma
taki numer dokladnie jeden.

Ta relacja nie jest funkcja, gdyz nie kazdy ma dzieci
(a takze sa osoby majace wigcej niz jedno dziecko).

Ta relacja jest funkcja, gdyz dla kazdego cztowieka licz-
ba jego dzieci jest wyznaczona jednoznacznie.

Ta relacja nie jest funkcja, gdyz mamy dwoje rodzicow.
Ta relacja nie jest funkcja, gdyznp. 2 R2 i 2R-2.

Ta relacja jest funkcja, gdyz dla kazdej liczby dodatniej x
istnieje dokladnie jedna liczba dodatnia y taka, #e

)-‘2 :_Vz.

Zadanie 2

a) R\{2} b) R\{-22) c)R\{4] d)R
e) R\=21} DR g <5«) h)<-22>
) (L) P <=Zu2)

Zadanie 3

a) <liw) b)<-Ll> ¢) <0l> d)(—l> ¢e) R
D5} {1} hO1> i) {-Hhu<sn)

D) Ry w4
Zadanic 4

) {7,12,17) b)) (-33) ©) (-om;l>  d) (0;3>
e) <0;2) N <0;3) g {5} h) <-2-Nu<59>
i) R, u{-4}

Zadanie 5

a) {5,7.13,15)  b){7.9,15,17} ¢} {3,5,7, 15}
d) {1} e){2,4} 0H{2,4}

Zadanie 6

a) {1,2,3} b) {-5-10,1,5} c¢)(-eo;—1>
d) (33 e <-Ll> H{0} gR hO
)<l2>  j) (—o—Du(li=)

Zadanie 7

a){1,2,3,4} b{L2} @ dN

Zadanie 8
@) 1(1,2),(2. 105 b)Y {(x.%2) 3 =0v xy =0}
¢) {(x;,x7):ix) € Pvxy e P} gdzie P— zbior liczb natural-
nych parzystych
d) {(x.x3):x € PAxy € P} gdzie P jak w ¢)
Zadanie 9
Funkgcjami roznowartosciowymi sa: a), b), ¢), d), g), i), j), k),
n), 0), q). Funkcjami wzajemnie jednoznacznymi sa: b), ¢),
d). g), ), k), n), 0), @)
Zadanie 10
Whszystkie funkcje a) — d) sa wzajemnie jednoznaczne, wigc
do kazdej z nich istnieje doktadnie jedna funkcja odwrotna.
Sprawdzamy, czy jest to funkcja g:
D ¢/ () =gll-20) =35 -(1-20)=x
1

b) 2(/(x) =g(§] iy A

X
) glfN=2G =Vl =2 (dla x20: Y52 =x)

d) g7 () = g(x?) =Ax? =~(-x)=x

(dla x<0: Yx2 =—x)
Zadanie 11

W /RS R W=
by SRR, _f"(,r):%pr%

o) fTRVO s RV, f*‘m:i”
Zadanie 12
a) go fiR>R, (gof)x)=4x" +12x+9
b)gef:R>R, (gof)x}=2x"+3
) go fiRV{0} > R\O}, (go)(x)=x7
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d) gof:RVD} = R0}, (go/Hx)=x"
e gof:R>R, (gof)x)=5

a)

b)

¢)

Zadanie 13*

ve S U f(Belye f(Avye f(B)] <
o [V y=r@ v V y=fy] &
xed xeB

e V y=fx) & yef(4uB)

xeAJRB

Jezeli ye [(4n B)toistnigje taki xe A B, ze
v=f(x). Poniewaz xe An B, wigc xe 4 ixehB.
Zatem f(x)e f(A4) 1 f(x)e [(B), cayli
S{xye f(A)n f(B). Poniewaz y = f(x), wige
YeS(A)n f(B).
Wykazalismy, ze:

jezeli ye f(An B) o ye f(A) [(B).
Oznacza to, ze (AN B) < f(A)n f(B).
Uwaga. Symbolu © nie mozna zastgpié¢ symbolem =,
Na przyklad przyjmujac /:R—> R, f(x)=|y,
A={l}, B={=1} otrzymujemy: f(A)= f(B)={l}, na-
tomiast AN B =0, wigc (AN B)=0.
Jezeli ye f(A)\ f(B) to ye f(A) i ye f(B). Ponie-
waz ye f(A4), wige istnigje taki xe 4, ze y= f(x).
Gdyby xe B, 1o byloby: y = f(x) € f(B),
wigcxe B. Mamy: xed i xeB,tzn. xe 4\ 8. Po-
niewaz y = f(x), wigc ye f(4\B).
Wykazalismy, ze:

jezeli ye f(A)\F(B) to ye f(A\B).
Oznacza to, ze f(A)\ f(B) = f(4\B).
Uwaga. Symbolu < nie mozna zastapi¢ symbolem =.
Na przyklad przyjmujac /:R— R, f(x)=|y,
A={-L1}, B={l} otrzymujemy: f(4)= f(B)={1},

F(A\ f(B)= @, natomiast A\ B = {-1}, wiec
FANB) = {1} 2 0.
Zadanie 14*
a) refl@uriime
o xef NG vre o

< [_XG y=r(x) v ygfwf(x)] o

LS -1
= ya\?c” y=f(x) & xefY(GuH)

b), ¢} — wzorowac¢ si¢ na dowodzie a).
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Rozdzial 10

{4, }jer mazywamy zbidr tych elementow, kiore nalezy do kaz-
Uogélnione dzialania na zbiorach

dego ze zbiorow tej rodziny. lloczyn ten oznaczamy symbolem:
(4
el

Zatem:

Indeksowana rodzina zbiordw. Niech T bedzie zbiorem niepustym,
za§ f - funkcja, ktora kazdemu elementowi zbioru 7' przyporzad-
kowuje pewien zbidr A4,. Zbior f(T') nazywamy wowczas in-
deksowang rodzing zhioréw i oznaczamy

NA={x: A xe4}
1€T el
Zauwazmy, ze w przypadku gdy zbior T jest dwuelementowy

‘ {4 }rer otrzymujemy definicjg iloczynu dwéeh zbioréw (zob. rozdz.
| Zbior T nazywamy zhiorem indekséw, a elementy tego zbioru wZbiory” 5.43).

| nazywamy indeksami.

i Przyktad 4

il Przyktad 1 Niech T={1,2,3,4}, 4, ={t-2,0-L,6,1+ 1,1 +2}.

il

‘ Niech 7={1,4,6,7} iniech f(1)=A, =(r:( +1).

I Liczby 1, 4, 6, 7 to indeksy. Indeksowang rodzing zbioréw
" stanowig cztery przedzialy:
i A =(1;2), Ay =(4;5), 43=(6:7), 44=(T; 8)

Rodzina {4,} - sktada sig z czterech zbiorow:

A =1-1,0,1,2,3}, 45 ={0,1,2,3,4}, 43 ={1,2,3,4,5},
Ay ={2,3,4,5,6)

Do kazdego ze zbiorow tej rodziny nalez liczby 2 i 3. Za-

I Prrykiad 2 tem: rDT Ay =3
|:{ Niech T'=N iniech f()= 4, ={-1,0,1}.
'I Liczby naturalne to indeksy. Indeksowany rodzing zbiordw Przyktad 5

stanowia zbiory: 1
A= CL00, Ay =202}, Ay={-303),.. Niech T =<0:25, 4, ={1i%).

Elementami rodziny { 4, },r sa przedzialy otwarte. Oto kilka

znich:

Ay = (0;0), 4 =(0,5;%0), 4 4 =(0,7;0),..., 43 =(1;0).
Do kazdego z tych przedzialow nalezq tylko te liczby, ktore
sq wicksze od 1. Zatem: [ 4, =(Li0).

el

Przyklad 3

Niech T =(0;1) iniech A4, =(£20).
i Liczby z przedziala (0:1) to indeksy. Indeksowang rodzing
zbioréw stanowig przedziaty. Oto kilka z nich:

I 1 3.3
{ A =[—;1], A :[—-—J Ag.oo =(0,99;1,98), ...
i 2= 3 514 =| 735 | Ao (0,99;1,98),

ogélniona suma zbiordw. Niech {4, } .y bedzie indeksowang rodzi-
ng zbiorow. Uegdlnionq sumq zbiordw rodziny {4;},cr nazy-
wamy zbior tych elementéw, ktére nalezq co najmniej do jedne-
go ze zbiordw tej rodziny. Sume t¢ oznaczamy symbolem:

Uogdlniony iloczyn zbioréw. Niech {4,},.; bedzie indeksowang
15- rodzing zbiorow. Usgdlnionym iloczynem zbioréw rodziny
|
|
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U 4
tel
Zatem:

L=t Ve )y
el el
Zauwazmy, ze w przypadku gdy zbiér 7' jest dwuelementowy

otrzymujemy definicj¢ sumy dwoch zbioréw (zob. rozdz. , Zbio-
1y” 5.43).

Przyklad 6
Niech T'={1,2,3,4}, 4, =f{r—-2,1 11,0+ 1,142},
Jest to rodzina z przykladu 4. Do przynajmniej jednego ze
zbiordw tej rodziny naleza liczby —1, 0, 1,2,3, 4,51 6. Za-

tem: | J 4, ={-1,0,1,2,3,4,5,6}.
1€l

Przyklad 7
Niech T=<0;2>, A4, = [%r;wj {

Jest to rodzina z przykladu 5. Do przynajmniej jednego ze
zbiordw tej rodziny naleza tylko te liczhy, ktore s wicksze
od 0. Zatem: | J 4, =(%:0).

tel

Przypadki szczegilne.
(1) Jezeli T=N to zamiast pisa¢ () 4, oraz | ) 4, czgsto pi-
teN teN
o [
szemy: (| A, oraz | 4,.
n=l n=l
(2) Jezeli T jest zbiorem kolejnych liczb catkowitych od liczby &
do liczby / to zamiast pisa¢ [} 4, oraz | J 4, cagsto pisze-
el el

1 i
my: () 4, oraz | 4,.

n=k n=k
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(3) Jezeli zbior indekséw T jest znany i ustalony, to zamiast pi-
sa¢ ) 4, oraz |J 4, czesto piszemy: ()4, oraz | 4,.
teT teT ' ¢

idania

Zadanie |
Znalezé [ A4, i U 4, gdy
el 1el’
a) T={2.3,5), A, =<t-2;t+3>
b) T=10,1,2,3}, 4, = ~1,0,1}
¢) T={12,18,21}, A, —zbidr dzielnikow liczby ¢
d) T={0,1,2,3}, 4, =R\{t}
e) I'={0,1,2,3}, A, =R\(5t+1>
f) T={1,2,3}, 4, =R\(-51)

Zadanie 2
o o
Znalezé (4,1 |J 4, gdy
n=1 n=1
a) A, =<0;1/n> b) A, =<-1/m 1/n>
c) A, =<0;1+1/n> d) 4, =(m=)
e) A, =R\<0;1/n> B A4,=R\<-1/m1/n>

g A, =R\<0il+1/n> h) 4, =R\ (m )

Zadanie 3
Znalezé () A4, i |J 4, gdy T=R oraz
teT teT
&) 4 =<0 1> by A, =R\ {1}
£ 4]
¢) 4, =(-:0) d) A, =(f;)
e) 4, =41, %)

) A, —zbidr prostych na plaszezyZnie Oxy przechodzacych
przez punkt P =(1,1)
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Zadanie 4

a) n(x, nB,):ﬂA, mﬂa,
b) U(A,ua,) UA,uUB,
) U(ffr r\B,)cUA,r\UB,

d) ﬂA, U B cﬂ(A, UB,)
' ! 1

Odpowiedzi do zadan
Zadanie 1
a) ﬂAr=<3;5>, U 4, =<0;8>
1eT el
b) M A4,={0}, U 4, ={-3,-2,-1,0,1,2,3}
el rel’
o MN4=03, U4=1{.234679121821
1eT el
Qi 4=rT, L=k
1eT” el
I e) [ 4;=R\(0;4>, 4=
\m el teT
| D 4 =R\(-33), U 4, =R\ (=L1)
I el tel
Zadanie 2
@® o
a) [ 4, =10}, U A4, =<0;1>

n=1 n=1

b) F} A, =1{0}, D Ay =<-1;1>

n=l n=l
- o

&) [, ==01>, |[4,==<0;2>
n=1 n=l
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Udowodnic, ze dla dowolnych rodzin {4, },.r oraz {B,},.r:

Zadanie 3

d) 4, =0, U 4, =)
n=1 n=1
g) [Nd,=Ri=<1l> U 4, =R\ {0}
n=l n=1
) [ Ap=R\=—L1> U4, =R\ {0}
n=1 n=l
2 [14,=R\<0;2> U4, =R\<0;1>
n=1 n=l
o o
h) ﬂAn=(-°°;1> U'An=R
ﬁ=] n=l
a) ()4, ={0}, U4, =<0;1>
! [
b) N4, =0, L4, =
' '
¢} N4, ={0}, U4, =
t r
d) ﬂA.' =0, U4 =
t

e) ﬂA, f, U 4, =<0;)

el el

0 ()4, tozbiér jednoelementowy, ktorego elementem jest

L3
prosta o réwnaniu y=ux. | ] 4, to zbiér skladajacy si¢
1

z prostej o réwnaniu y = x oraz wszystkich prostych
przecinajacych prostg y = x .

Zadanie 4
a) xe()(4nB) < /\TxEA,ﬁB, @
7 te

& A (xed, rxeB) e
teT
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i=4 (/\ xed; n A\ xEB,)<:>
el teT

=4 (xeﬂA, AxeﬂB,) < xe[4, 0B,

! i ' '

b) Wzorowa¢ si¢ na dowodzie a)

¢) Jezeli xe| J(4, N B,) toistnieje taki indeks £, ze
'

xed, "B, 1zn. xe A, Axe B,. Zatem:

xEUA, AxcUB, Stad: xelJ4, nlJB,.
¢ {
!’okazallsmy, ze,JeZell er(A, nB) to

xelJ4, r\UB,,wch(A, nByclJ4, nlUB;,.
i ' t ' '

d) Wzorowac sig na dowodzie ¢)

Rozdzial 11
Moc zbioru

ownolicznosé zbiordw. Zbior X nazywamy zbiorem réwnolicznym

ze zbiorem Y gdy istnicje wzajemnie jednoznaczna funkeja
kT
Jezeli zbiér X jest rownoliczny ze zbiorem ¥, to piszemy:

X~Y

Przyktad |
Zbior X ={a,b,c} jest rtéwnaliczny ze zhiorem ¥ ={1,2,3},
gdyznp. funkeja f: X — ¥ okreslona nastgpujaco:
flay=1 f(B)=2, f(c)=3
jest wzajemnie jednoznaczna. ( Wyp=Y i f jest réinowartos-
ciowa).

Przyktad 2
Niech X' bedzie zbiorem liczb naturalnych nieparzystych zag
Y — zbiorem liczb naturalnych parzystych. Zbior X jest réw-
noliczny ze zbiorem ¥, Wzajemnie jednoznaczng funkcja
J:X =Y jestnp. funkcja okreslona wzorem f(x)=x+1,

Przyktad 3
Przedzial X =(0;1) jest rownolicony 2 przedzialem
Y =(0:2). Wzajemnie jednoznaczng funkejg f: X — Y jest
np. funkeja okreslona wzorem /(x)=2x.

tasnoéci réwnolicznosei zbioréw. Dla dowolnych zbioréw X, Y, V:

(1) X-Xx ZWTIoInosé
2) (X~Y)=(F-~X) symetrycznosé
B) (X ~-DAY~-F)=X~V) przechodniosé

Dowdd (1): Funkcja f: X — X okreslona wzorem f(x)=x jest
wzajemnie jednoznaczna dla dowolnego zbioru X .
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Uwaga. Powyzsza funkcje nazywamy prieksztalceniem
identycznosciowym zbioru X 1 oznaczamy: Id y .

Dowdd (2): Jezeli X ~V, to istnicje wzajemnie jednoznaczna
funkcja f:X — Y. Z twierdzenia 2 rozdz. ,Funkcje™ wyni-
ka, ze istnigje funkcja odwrotna f'l ¥ > X . ktora jest
wzajemnie jednoznaczna. Oznacza to, ze ¥ ~ X .

Dowdd (3): Jezeli X~V i Y~V , to istniejg wzajemnic jedno-
znaczne funkcje f:X >V i g:¥ >V . Z twierdzenia 5
rozdz.  ,Funkcje” wynika, 2ze ztozenie tych funkcji
go f:X =V jest funkcja wzajemnie jednoznaczng. Ozna-
czato, ze X~V .

Uwaga. Ze wzgledu na whisnosé (2) mozemy mowicé: ,zbiory X

i Y sa rownoliczne” zamiast ,zbior X jest rownoliczny ze
Zbiorem ).

Moc zbioru. Kazdemu zbiorowi przyporzadkujemy obiekt zwany licz-

bq kardynalng albo mocq tego zbiorn w ten sposob, ze zhiorom
réwnolicznym  przyporzadkujemy te sama liczbe kardynalna.
Moc zbioru X bedziemy oznacza¢ symbolem X' .
Jezeli zbior X jest skoficzony, to za moc tego zbioru bgdziemy
uwazaé liczbg jego elementow, np. zbior X = {e.b,c} ma moc
rowng 3, co zapiszemy: X = 3. Moc zbioru pustego jest réwna 0.
Moc zbioru liczb naturalnych N oznaczymy symbolem Nq (czy-
taj: alef zero). Zatem:

N =Ry
Poniewaz zbiorom réwnolicznym przyporzadkowujemy tg samaq
liczbg kardynalna, wige wszystkie zbiory rownoliczne ze zbiorem
N tez maja moc Ng.
Maoc zbioru liczb rzeczywistych R oznaczymy symbolem ¢ (czy-
taj: kontinuum). Zatem:

=

c
Wszystkie zbiory réwnoliczne ze zbiorem R tez maja moc €.

8

Moima wykazaé, ze zbiér N nie jest rownoliczny ze zbiorem R.
Oznacza to, ze liczby kardynalne Ny i € sy réznymi liczbami.

Przypomnijmy, #e dotychczas wprowadziliSmy nastgpujace licz-
by kardynalne:
i b e e

Przyklad 4
Pokazemy, ze zbidr liczb parzystych P ma moe Ny .
Musimy wykazaé, ze zbiory N i P sg rownoliczne.
Funkcja f: N — P okreslona wzorem f(x)=2x jest wza-
Jjemnie jednoznaczna (sprawdz!), zatem N ~ P,

Przyklad 5
Pokazemy, ze zbiér liczb catkowitych Z ma moc N. Musi-
my wykazaé, ze zbiory N i Z sq réwnoliczne.
Funkcja f: N — 7 okreslona wzorem:

x+1
——— gdv x jest nieparzysta

fx)= i

E_l gdv x jest parzysta
jest wzajemnie jednoznaczna (sprawdz!), zatem N ~ Z . Ina-
czej mowiac: Z =Ny.

Uwaga, Powyzsza funkcje mozna przedstawic graficznie:

N={ L2 304, 5, (6, 7.0
Frb b e b
Z=1{-1, 0,-2, 1 -3 2 -4.}

Przyktad 6
Pokazemy, ze zbior liczb wymiernych dodatnich @, ma moc
Ng. Musimy wykazaé, ze zbiory Ni O, sa rownoliczne.
Wypiszmy wszystkie liczby wymierne dodatnie w nastgpuja-
cej kolenodei:
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Przyjeto przy tym nastgpujace reguty:

— liczba o mianowniku mniejszym wysigpuje wezesniej niz
liczba o mianowniku wigkszym,

~ w przypadku gdy mianowniki sq rowne wezesniej wypisa-
no liczbg o mniejszym liczniku,

~ nie powtarzano liczb rownych (np. pominigto %, bo weze-
$niej wystepuje %,pomini@to % bo wezesniej wystepuje
1
— itd.
3 )

Okreslamy funkeje /N — Q. f(x) jest liczba wymierna,
ktéra w wypisanym ciggu znajduje si¢ na pozycji nr x (np.

‘/‘(3):%, f(?):%, f{m:% {4). Funkeia f. jest waajern-

nie jednoznaczna, zatem N~ 0, , czyli 0, =Ng.

Przyklad 7

Pokazemy, e przedziat [v i;—,%] ma moc €.

Musimy wykazag, ze ten przedzial jest réwnoliczny ze zbio-
rem R.

Funkcja f:(—%:%]a R okreslona wzorem f(x)=1gx

Jest wzajemnie jednoznaczna (sprawdz!), zatem zbiory te sq
rownoliczne.

Przyklad 8

Pokazemy, ze dowolny przedzial postaci (—a;a) gdzie
a>0ma moc ¢,

Najpierw wykazemy, ze dowolny przedzial postaci (—a;a)

jest rownoliczny z przedzialem [— %%] i
Funkcja fil-ma)—> [— %i;-) okreslona  wzorem

S(x) =zl-x jest wzajemnie jednoznaczna (sprawdz!), za-
o

tem te przedzialy sq rownoliczne. Réwnolicznodé zbiordw
jest przechodnia, wiec z tego., Ze (—a;a)—«[——;i;%]
T :

i [—E;E}- R (zob. przyklad 7), wynika, ze (-a;a)~ R,

zatem moc przedziatu (—a; a) jest rowna ¢.

Zbiory przeliczalne. Zbior, kiérego moc jest réwna N nazywamy

4

(h
()
3)
)
(5)
(6)

zbiorem przeliczalnym,

Uwaga. W nicktorych podrgeznikach zbiorami przeliczalnymi sa

nazywane takze zbiory skonczone.

7 wezesniejszych przyktadow wynika, ze zbiory N, Z, 0, sa
zbiorami przeliczalnymi.
Zbiory przeliczalne maja nastgpujace whasnodci:

Kazdy podzbior zbioru przeliczalnego jest zbiorem skon-
czonym lub przeliczalnym.

Suma zbioru skonczonego i zbioru przeliczalnego jest zbio-
tem przeliczalnym.

Suma skoiiczenie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbio-
tem przeliczalnym.

Suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbio-
rem przeliczalnym.

Czgs¢ wspolna dowolnej ilosci zbiordw przeliczalnych jest
zbiorem skoniczonym lub przeliczalnym.

Hoczyn kartezjanski skonczenie wielu zbiorow przeliczal-
nych jest zbiorem przeliczalnym,
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(7)  Roinica zbioru przeliczalnego i zbioru skoncezonego jest
zbiorem przeliczalnym.

Powyzsze whasnosci sa pomocene przy wykazywaniu przeliczal-

nosci wielu zbiorow.

Przyktad 9
Wykazemy, ze zbior liczb wymiernych O jest zbiorem prze-
liczalnym.
Zauwazmy, ze Q=0, VO_u{0}. Zbiory O, i O_ sa
rownoliczne (rozwaz funkcje f(x)=-x). W przyktadzie 6
wykazalismy, Ze zbior (), jest przeliczalny. Z wlasnosci (3)
wynika, ze zbior Q, wQ_ jest przeliczalny. Z whasnodcei (2)
wynika, Ze suma tego zbioru i zbioru jednoelementowego
{0} tez jest zbiorem przeliczalnym.

Przykiad 10
Zbior punktéw w uktadzie wspolhrzednych Oxy o obu wspél-
rzgdnych catkowitych jest zbiorem przeliczalnym. Wynika to
z faktu, ze zbidr liczb catkowitych Z jest przeliczalny (przy-
ktad 5) i z whasnosci (6).

Zbiory nieprzeliczalne. Zbior, ktory nie jest ani skonczony ani przeli-
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czalny nazywamy zbiorem nieprzeliczalnym.

Wszystkie zbiory mocy € sg nieprzeliczalne, 7 poprzednich przy-

kladow wynika, e dowolny przedzial otwarty oraz zbior R to

zbiory nieprzeliczalne.

Zbiory nieprzeliczalne maja nastgpujace whasnosci:

(8) Jezeli A4 jest zbiorem nieprzeliczalnym i 4 < B to zbior B
jest nieprzeliczalny.

(9)  Suma zbioru nieprzeliczalnego i dowolnego zbioru jest
zbiorem nieprzeliczalnym (jest to wniosek z (7)).

(10) Moczyn kartezjaniski zbioru nieprzeliczalnego i dowolnego
zbioru niepustego jest zbiorem nieprzeliczalnym.

(11) Rdznica zbioru nieprzeliczalnego i zbioru skonczonego jest
zbiorem nieprzeliczalnym.

(12) Roznica zbioru nieprzeliczalnego i zbior przeliczalnego
jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Przykfad 11
Zbior liczb niewymiernych jest zbiorem nieprzeliczalnym.
Wymika to z tego, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeli-
czalny, zbidr liczb wymiernych jest przeliczalny (przykiad
9), a zbior liczb niewymiernych jest roznica tych zbiorow
(zastosowano whasnosé (12)).

Nieréwnosci dla liczb kardynalnych. Niech m i n bedy liczbami

kardynalnymi.
Mowimy, ze liczba kardynalna n jest wieksza lub rowna m (pi-
szemy: m< n) gdy istniejg zbiory 4 i B takie, ze:
AcB A A=mA B=n
Moéwimy, ze liczba kardynalna n jest wigksza od m
(piszemy: m<n) gdym=n i m=n.

Z wezesnigjszych rozwazan i z powyzszej definicji wynika, ze
np.:
35, 5x¥p. S<e Hyse

Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, p prawdziwe sa nastg-
pujace zwigzki:
(1) m=m
(2) M<nARSp)=msp
(3) (m<n A n<m) = m=n (mw. Cantora-Bernsteina)
4) m<n v n<mv m=n
(5)  Nie istnigje zbidr nieskoficzony, ktdrego moe jest
mniejsza od Ng

Hipoteza continuum. Przez wicle lat pozostawalo nierozsirzygnigte

nastepujgce zagadnienie: czy istnieje taka liczba kardynalna m,
7e Ny< m< ¢ ? Hipoteze, Ze taka liczba kardynalna nie istnieje
nazwano hipotezg continuum. W 1940 roku ukazata sig praca
austriackiego matematyka Kurta Gddla, w kidrej autor udowod-
nil, ze hipoteza continuum jesl niesprzeczna z przyjetymi aksjo-
matami teorii mnogosei (aksjomatom teorii mnogoscei bgdzie po-
Swigcony rozdzial 13). W 1963 roku P. J. Cohen udowodnit nie-
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zaleznos¢ hipotezy continuum od przyjetych aksjomatow teorii
mnogosci. Oznacza to, Ze jezeli checemy te hipoteze uznaé za
prawdziwa, musimy uznad jg za nowy aksjomat.

Zbidr potegowy. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Zbior wszystkich
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podzbiorow zbioru X nazywamy zbiorem potegowym zbioru X
i oznaczamy symbolem P(X).

Przykfad 12
Niech X = {a,b}. Wowezas:
P(X)=1{@,{a},{b}, {a,b} }

Przyktad 13
Niech X = {a,b,c}. Wowczas:
P(X)={0,{a},{b}.{c}. {a. b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}

Mozna udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru X;
(1) Jezeli zbior X jest skoficzony i ma n elementow, to zbidr

P(X) ma 2" elementow.
@) X <PX)
() PNI=¢

(twierdzenie Cantora)

Z twierdzenia Cantora wynika, e istnieje nieskoriczenie wiele
liczb kardynainych, gdyz kazdy ze zbiordw:

3 © N P(N), P(P(N)), P(P(PIN))),..
ma inng moc.
Innym wnioskiem z twierdzenia Cantora jest to, ze nie istnicje
najwigksza liezha kardynalna (gdyby taka liczba istniala, to by-
taby moca pewnego zbioru X. Z tw. Cantora wynika, e moc
zbioru P(X) jest wigksza).
Kolejny wniosek z tw. Cantora brzmi: ,Nie istnieje zbidr wszyst-
kich zbiordw”. Zatozmy bowiem, Ze X jest zbiorem wszystkich
zbioréw. Wiedy P(X)c X, wige P(X)<X , co jest sprzeczne
ztw. Cantora.

Uogélniona hipoteza continuum jest to nastgpujace zagadnienie: czy

istnieje taki zbior nieskoficzony X i taka liczba kardynalna m, ze:

X<m<P(X)
Zauwazmy, Ze hipoteza continuum to szezegolny przypadek tej
hipotezy — wystarczy ustali¢ X =N,
Podobnie jak w przypadku hipotezy continuum uogélniona hi-
poteza continuum jest niesprzeczna z przyjetymi aksjomatami
teorii mnogosei. Jest ona rdwniez niezalezna od przyjetych ak-
sjomatow teorii mnogoscei.

Dzialania na liczbach kardynalnych. Dla liczb kardynalnych mozna

wprowadzi¢ dziatania dodawania i mnozenia tych liceb. Jezeli
zbiér X ma moc m, a zbiér Ymamecni X mY =@, to:
- sumg M+N nazywamy moc zbioru X WY,
- iloczynem m-m nazywamy moc zbioru X x ¥,
Z definicji tej wynika np., ze:

No+¥p = Np, Ng+tec=¢, c+e=g,

Np'Ng =Nj, Ngc=c¢, c-c=c¢

Wigcej informacji o arytmetyce liczb kardynalnych mozna zna-
lezé w podreczniku Heleny Rasiowej .Wstgp do matematyki
wspoltczesnej”.
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Rozdzial 12
J Typy porzadkowe

Podobienstwo zbioréw liniowo uporzadkowanych. Niech beda dane
dwa zbiory X; i X, liniowo uporzadkowane przez relacje
=) i <. Bedziemy mowic krotko: zbiory (X}, <) )i (X5, <5).
Zbiory ( Xy,<3) i (X3,~;) nazywamy pedebnymi gdy istnieje
wzajemnie jednoznaczna funkcja /: X — X, taka, ze:

,é}, bﬁ}ﬁ la=1b & [fla)=<2 f(B)]

Padobienstwo zbiorow ( Xy, ) i (X,,~;) zapisujemy:
(X1,=1) = (X2,<2)

Przyklad 1
Niech X bedzie zbiorem liczb naturalnych, X,- zbiorem
liczb parzystych, zas relacje <;i <, niech beda relacjami
niewiekszosdci <.
Zbiory (Xj,<)) 1 (X,,<;) sa podobne, gdyz funkcja
f:X) — X, okreslona wzorem f(x)=2x jest wzajemnie
jednoznaczna i spelnia warunek:

A A (a<h o 2a<2b)
acXy be X

Wiasnoéci podebiefistwa zbioréw. Dla dowolnych zbiordw liniowo
uporzadkowanych ( X}, <)), (X5,=<5) i (X3,<3):
(1) (Xp,=) =(X,=1)
(2) [(X).=1) = (X2,=<)]=2[( X5 ,<2)=(X,<)]
(3) [(X7,=1) = (X2, <2 DA (X2,=%2)=(X3, <3 )] =

=[(X.<p) 2(X3,=3)]

Podobiefistwo zbiorow liniowo uporzadkowanych jest wigc
zwrotne, symetryczne i przechodnic. Wlasnosci te umozliwiajq
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dokonanie klasyfikacji zbiorow liniowo uporzadkowanych w po-
dobny sposdb, jak pojecie réwnolicznoscei zbiorow umozliwito
wprowadzenie liczb kardynalnych.

- Typy porzadkowe. Kazdemu zbiorowi liniowo uporzadkowanemu

przyporzadkujemy obiekt zwany fypem porzadkowym tego zbio-
ru w ten sposob, Ze zbiorom podobnym przyporzadkujemy ten
sam typ porzadkowy. Typ porzadkowy zbioru (X,~<) bedziemy
oznaczac symbolem (X,=<).

Jezeli zbior X jest skomiczony, to za typ porzadkowy tego zbioru
bedziemy uwazaé liczbg jego elementow, np. zbidr X = {a,b,c}
z relacja porzadku: a <b,a<ec,b~c ma typ porzadkowy 3, co

zapiszemy: ({a,b,c},<)=3. Typ porzadkowy zbioru pustego jest
rowny 0.
Typ porzadkowy zbioru liczb naturalnych N z relacjg < ozna-
czymy symbolem @ (czytaj: omega). Zatem:

(N, 5)=m
Typ porzadkowy zbioru liczb catkowitych ujemnych Z_ z rela-
¢jg < oznaczymy symbolem o *. Zatem:

(Z_,S)=0*

Typ porzadkowy zbioru liczb wymiernych O z relacja < ozna-
czymy symbolem 7 (czytaj: eta). Zatem:

©@=)=n
Typ porzadkowy zbioru liczb rzeczywistych R z relacja < ozna-
czymy symbolem A (czytaj: lambda). Zatem:

(R2)=4

Twierdzenia o typach porzgdkowych.

(1) Wérod typow porzadkowyeh: @, @*, n, A nie ma dwoch
typéw rownych.

(2) Kazdy zbiér o typie porzadkowym @ jest przeliczalny, ma
element najmniejszy i nie ma elementu najwigkszego.

(3) Kazdy zbiér o typie porzadkowym @* jest przeliczalny, ma
element najwigkszy i nie ma elementu najmniejszego.
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(4) Kazdy zbiér o typie porzadkowym # jest przeliczalny, nic
ma elementu najmnigjszego i nie ma elementu najwigkszego.

(5) Kazdy zbior o typie porzadkowym 4 ma moc continuum, nie
ma elementu najmniejszego i nie ma elementu najwigkszego.

Liczby porzgdkowe. W okresleniu typu porzadkowego zakladali$my,
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ze dany zbidr jest uporzadkowany liniowo. Jezeli ponadto dany
zbior jest dobrze uporzadkowany, to jego typ porzadkowy nazy-
wamy liczhg porzqdkowq. Zatem:

Liczba porzadkowa jest to typ porzadkowy zbioru dobrze upo-
rzadkowanego.

Wirdd liczb porzadkowych mozna wprowadzi¢ relacje umozli-
wiajaca poréwnywanie tych liczb, tak by byta to relacja dobrego
porzadku. Moima takze okresli¢ dodawanie i mnozenie tych
liczh. Wigcej informacji o arytmetyce liczb porzadkowych moina
znalez¢ w podreezniku Heleny Rasiowej ,,Wstep do matematyki
wspotczesne]”.

Rozdzial 13
Aksjomaty teorii mnogosci

Pojecia pierwotne. Przypomnijmy, Ze pojeciami pierwotnymi w teorii

mnogosci (czyli pojeciami uzywanymi bez podawania ich defini-
cji) sq ,,zbior” i ,element zbioru™.

Aksjomaty Zermelo-Fraenkla, Pierwszy system aksjomatow dla teorii

mnogoéci podal E. Zermelo na poczatku XX wieku. Do tego
systemu pewne modyfikacje wprowadzit A, Fraenkel. Oto te ak-
sjomaty:

Al. (aksjomat ekstensjonalnosci)
Dwa zbiory sa identyczne, gdy maja te same elementy.

A2, (aksjomat zhioru pustego)
Istnieje zbidr, ktéry nie zawiera Zadnego elementu.

A3. (aksjomat sumy)
Dla dowolnej rodziny zbiordw istnieje zbior skladajacy sie ze
wszystkich tych elementow, ktore sq elementami przynajm-
nigj jednego ze zbiordw tej rodziny.

A4, (aksjomat zbioru potggowego)
Dla kazdego zbioru istnieje zbiér skladajacy si¢ ze wszyst-
kich podzbioréw danego zbioru,

AS. (aksjomat nieskoriczono$ci)
Istnieje zbior nieskoficzony,

Ab. (aksjomat zastgpowania)
Jezeli kazdy element zbioru zastapimy dowolnym obiektem,
to otrzymamy zndw pewien zbior.

Teorig mnogodcei oparta o aksjomaty Al-A6 oznaczamy zazwy-
czaj przez ZF (od pierwszych liter nazwisk tworcow tych aksjo-
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matow). Matematycy tworza rézne wersje teorii ZF uzupeianej
o dodatkowe aksjomaty. Przykladowo:

— teoria ZF z indywiduami to teoria oparta na aksjomatach
Al-A6 z dotgczonym aksjomatem A7: . Istniejy obiekty nie
bedace zbiorami”,

— teoria ZF bez indywiduéw to teoria oparta na aksjomatach
A1-A6 z dotaczonym aksjomatem A7: ,Kazdy obiekt jest
zbiorem”.

Pewnik wyboru. Do teorii ZF dotaczany jest zazwyczaj aksjomat zwa-
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ny pewnikiem wyboru:

Dia kazdej rodziny zbioréw niepustych i parami roztacznych
istnicje taki zbidr, ktory ma dokladnie jeden clement wspdlny
z kazdym ze zbiorow tej rodziny.

‘Wprowadzenie pewnika wyboru do zestawu aksjomatdéw wywo-
lalo wiele kontrowersji. Z jednej strony pewnik wyboru umozli-
wia przeprowadzenie dowodow wielu twierdzen (argument ,,za™),
z drugiej strony przyjecie pewnika wyboru prowadzi do tzw. pa-
radoksow (argument ,przeciw”), np. polscy matematycy Stefan
Banach 1 Alfred Tarski korzystajac z pewnika wyboru udowod-
nili, ze kazda kulg mozna podzieli¢ na 5 czgsci, z ktérych mozna
utworzy¢ dwie kule identyczne z kula wyjsciowa.

Powstato przypuszezenie, ze — by¢ moze — pewnik wyboru moz-
na udowodni¢ korzystajac z teorii ZF. Okazalo sig to niemozliwe.
Polscy matematycy A. Lindenbaum i A. Mostowski wykazali, ze
jest to niemozliwe w teorii ZF z indywiduami, za$ P. J. Cohen
udowodnit to samo dla teorii ZF bez indywidudw.

Wysuwano tez hipoteze, ze — by¢ moze — uda si¢ wykaza¢ nie-
prawdziwosé pewnika wyboru (w teorii ZF). Okazalo sie, ze nie
mozna wykazaé nieprawdziwosci pewnika wyboru na gruncie
teorii ZF. Udowodnit to K. Gadel w 1940 roku.

Pewnik wyboru okazat sig niezaleiny od aksjomatow teorii ZF.
Teoria ZF uzupelniona o pewnik wyboru jest nazywana teorig
ZFC (ang. choice — wybor). Zdecydowana wigkszo$¢ matema-
tykéw przyjeta pewnik wyboru jako aksjomat.

Z poprzedniego rozdzialu wiadomo, ze podobna sytuacja (czyli
niezaleznos¢ od aksjomatéw ZF) dotyczy hipotezy continuum,
ktorg takze mozna uzna¢ za nowy aksjomat. Polski matematyk
Wactaw Sierpifiski udowodnil, ze jezeli aksjomaty ZF uzupelni-
my o hipotez¢ continuum, to z tak rozszerzonego zestawu aksjo-
matdw mozna udowodnic pewnik wyboru.
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Rozdzial 14
Teorie formalne

Antynomia Russella. Rozwazmy zbiér X zlozony z tych zbiorow, kio-

e nie sq swoimi wlasnymi elementami. Dowolny zbiér 4 jest
wige elementem zbioru X wiedy i tylko wtedy gdy A4 nie jest ele-
mentem A. Zagadnienie: czy X jest elementem X ? Jezeli jest, to
z definicji zbioru X wynika, ze X nie jest elementem X. Otrzy-
mujemy sprzecznosc.

Opisany powyzej paradoks nosi nazwe aniynomii Russella i zo-
stat odkryty w 1903 roku. Antynomia Russella jest konsekwencja
niezdefiniowania pojecia zbioru. Odkrycie tej antynomii za-
chwialo wiarg w poprawnos¢ rozumowan intuicyjnych i spowo-
dowalo konieczno$é wprowadzenia jeszeze wigkszej Scistosei
przy konstruowaniu teorii matematycznych. Uscisleniem teorii
aksjomatycznych staly si¢ teorie formaine.

Formalizacja jezyka teorii. W tcoriach formalnych zastepujemy jezyk
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potoczny jezykiem sformalizowanym. W tym celu najpierw
ustalamy zestaw symboli zwanych zrakami pierwotnymi. Na-
sigpnie wprowadzamy reguly pozwalajace z tych symboli kon-
struowac wyrazenia zwane formudami teorii.
Znaki pierwotne dzielimy na:
— stale specyficzne, czyli symbole oznaczajace wszystkie poje-
cia pierwotne formalizowanej teorii,
— gmienne indywiduowe, czyli symbole oznaczajace przed-
mioty (indywidua), kiérymi zajmuje sig teoria,
- zmienne wyiszych typow, czyli obiekty utworzone za pomo-
ca zmiennych indywiduowych (np, zbiory takich zmiennych).
Teoria, w ktorej nie wprowadzamy zmiennych wyzszych typow
nazywa si¢ feoriq elementarng. Arytmetyke liczb naturalnych
mozna sformalizowac tak, by byla teorig elementarna.
Z wymienionych powyzej znakow pierwotnych tworzymy na-
stepnie formudy atomowe czyli najprostsze funkcje zdaniowe
rozpatrywanej teorii (np, wyrazenia (x+ y)-z, x<y+z itp. sq
formutami atomowymi sformalizowanej arytmetyki). -

Do wezesniej omowionych znakéw dolaczamy spéjniki logicane
i symbole kwantyfikatorow.

Z wyzej omowionych obiektow budujemy wszystkie formuly je-
zyka sformalizowanego danej teorii (take formuly odpowiadajy-
ce aksjomatom).

Aparat logiczny teorii. Nastgpnym etapem budowy teorii formalnej

jest wybor aksjomatow logicznych i regut dowodzenia, kidre ra-
zem tworza aparat logiczny teorii.

Dowdéd formalny dowolnej formuly F rozpatrywanej teorii jest to

skoriczony ciag formul tej teorii taki, Ze:

— kazda formuta w tym ciagu jest albo aksjomatem tej teorii, al-
bo aksjomatem logicznym, albo wnioskiem z wezedniejszych
formul otrzymanym przez zastosowanie regut dowodzenia,

- oslatnim wyrazem ciagu formut bedacego dowodem jest for-
muta F.

Twierdzenic teorii sformalizowanej jest to formuta, dla ktérej

istnieje dowod formalny.

Teorie niesprzeczne, Teoria formalna jest miesprzeczna gdy nie ist-

nigje taka formuta F' w tej teorii, dla ktérej mozna przeprowadzié
dowdd formalny tej formuly i formuty ~F .

Matematyk niemiccki Dawid Hilbert w tzw. programie Hilberta
(1904r) oglosit zamiar zbudowania teorii sformalizowanej obej-
mujacej cata matematyke. Program ten nie doczekal sig realizacji.
Kurt Godel wykazal, Ze jest to niemozliwe. Wykazat on, ze do-
wad niesprzecznosci sformalizowanej teorii zawiera-jacej aryt-
metyke liczb naturalnych mozna przeprowadzic¢ tylko na gruncie
teorii obszerniejszej od tej, ktorej niesprzecrnosé checemy udo-
wodnié.

Teorie zupelne. Teoria formalna jest zupefna gdy dla kazdej formuly F

tej teorii bedacej zdaniem istnieje dowod formalny albo formuty
F, albo formuly ~F. Teoria formalna, ktéra powyzszej whasnosci
nie ma nazywa sig teoria niezupetna. Jezeli teoria jest niezupetna,
to istnicje w tej teorii taka formula, Ze ani ta formula ani jej nega-

137



cja nie jest twierdzeniem rozpatrywanej teorii. Taka formute na-
zywamy zdaniem nierozstreygalnym w tej teorii,

Kazda teoria formalna zawierajaca arytmetyke liczb naturalnych
(a wige takze sama arytmetyka) jest niezupetna. Wykazat to Go-
del w 1930 roku.

Teorie rozstrzygalne. Teoria formalna jest rezstriygaina gdy istnieje
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metoda pozwalajaca w skoficzonej liczbie krokéw stwierdzic. czy
dowolna formuta jest twierdzeniem tej teorii czy tez nic jest
twierdzeniem. W teoriach rozstrzygalnych badanie probleméw
daje si¢ sprowadzi¢ do realizowania okreslonych algorytmdw.
W teoriach nierozstrzygalnych badanie kazdego zagadnicnia
wymaga pewnego pomystu. Niestety, wigkszos$¢ teorii matema-
tycznych jest nierozstrzygalnych (nawet arytmetyka). Ozmacza to,
Ze wspodlezesne komputery nie moga zastapié¢ czlowicka w po-
szukiwaniu dowodu dowolnej formuty tej teorii.

Aksjomat

ekstensjonalnosci

nieskonczonosci

— sumy

— zast¢powania

1

zbioru potegowego
~ zhioru pustego
aksjomaty Zermelo-Fraenkla
alternatywa

— wykluczajgca
antynomia Russella
aparat logiczny teorii
argument

Czesc¢ wapalna zbiorbw
czynnik

Definicja

dopeienie zbioru
dowdd formalny

— nicwprost

dylemat destrukeyjny
~ konstrukcyjny
dziedzina funkeji
Eksportacja

element maksymainy
~ minimalny

— najmniejszy

— najwigkszy

— zbioru

Fatsz

formula atomowa

— teorii

Skorowidz nazw

27
133
133
133
133
133
133
133

17
136
137

42

27
45
137
32
33

94
20
82
82

83
38

136
136

formuty rachunku zdan

funkeja

— odwrotna

— rbmowartosciowa

— wazajemnie jednoznaczna

~ zdaniowa

- zlozona

funktor zdaniotwarczy

~ — dwuargumentowy

— — jednoargumentowy

Hipoteza continuum

Tdempotentnosé altematywy

idempotentnosé koniunkeji

iloczyn kartezjanski zbiorow

— liczb kardynalnych

~ zbiorow

implikacja

— odwrotna

— prosta

— przeciwna

~ przeciwstawna

importacja

indeksowana rodzina
zhiorow

Jezyk sformalizowany

Klasa abstrakeji

~ réwnowaznosci

koniunkcja

konkluzja

kontrapozycja

kwadrat logiczny

93
98
97
97
12
101

114
136
74
74
23

33
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kwantylikator duzy
— egzystencjalny
— maly
— 0 ograniczonym zasiggu
— ogolny
~ szezegolowy
Lemat Kuratowskiego-Zorna
liczha kardynalna
- porzgdkowa
logika dwuwartosciowa
Earcuch
Iqeznose alternatywy
— iloczynu zhioraw
— koniunkeji
— sumy zbiorow
Moc zbioru
modus ponens
modus tollens
Nasigpnik
negacja
Obciecie funkeji
obraz elementu
w przeksztateeniu
— zbioru w przekszialceniu
odwzorowanie
okreslenie
Para uporzadkowana
pewnik
—wyboru
podzbidr
pejgcie pierwoine

poprzednik
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59
60
60
61
59
59
B8
122

134
41
27

prawa Claviusa

- de Morgana dla zdan

— de Morgana w rachunku
kwantyfikatorow

zaprzeczania w rachunku

kwantyfikatorow

prawdziwosé

prawo Dunsa-Scotusa

- kompozycji dla alternatywy

~ kompozycji dla koniunkeji

— tgczenia nastgpnikow w

koniunkeje
—— poprzednikow w
alternatyws

— niesprzecznosci

- Pierce'a

— podwojnego przeczenia

— symplifikacji

- wylgezonego srodka

program Hilberta

przechodniodé implikacji
przeciwdziedzing funkeji
przeciwobraz zbioru

w przekszialceniu
przediuzenie funkeji
przedzial domknigty
— - lewostronnie
~ — prawostronuie
— nieograniczony
— otwarty
przeksztatcenie
— identycznoseiowe

19
16

63

63

33
33

20

20
18
19
19

18
137
19
94

9%
102
40
40
4
a
40
94
122

przemiennosé alternatywy
— iloczynu zbiordw
- koniunkcji
— sumy zbiorow
przestanka
przestrzen
Regula dowodzenia
— odrywania
- wnioskowania
relacja
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